Latvijas 65. matematikas olimpiades 2. posma uzdevumi un atrisinajumi

5.1. Mudite ar automasinu plkst. 7:10 devas cela no Skrundas uz Daugavpili, braucot cauri Rigai.
Riga vina iebrauca plkst. 9:10 un no Rigas uz Daugavpili izbrauca plkst. 9:40. Daugavpili vina
nokluva plkst. 12:40. Aprekini attadlumu no Skrundas lidz Rigai, ja attalums no Rigas lidz
Daugavpilij ir 225 kilometri! Brauksanas atrums visa cela posma bija viens un tas pats.

Atrisinajums
Shematiski att€lojam uzdevuma doto (skat. Al. att.).
7.10 910 9.40 12.40
Skrunda Riga 225 km Daugavpils
Al. att.

No Rigas uz Daugavpili Mudite brauca 3 stundas. Tatad viena stunda vina veica 225:3=75 km.
No Skrundas uz Rigu Mudite brauca 2 stundas, tatad attalums no Skrundas lidz Rigai ir
75-2=150 km.

5.2. Niknajam jiiras laupitajam Smuidrim ir Cetras kaudzes ar zelta monétam. Vins mak vienu kaudzi
sadalit 3 vai 5 mazakas kaudzés. Vai, atkartoti izpildot Sadas darbibas, Smuidris vares iegiit tiesi
2015 kaudzes, ko pieskirt saviem paligiem?

Atrisinajums
levérojam, ka sakuma bija 4 kaudzes — para skaitlis.
Ja vienu kaudzi sadala
e 3 dalas, tad kopg€jais kaudzu skaits palielinas par 2 (par para skaitli), tatad tas bija para skaitlis
un paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skaitlus, ieglst para skaitli;
e 5 dalas, tad kopgjais kaudzu skaits palielinas par 4 (par para skaitli), tatad tas bija para skaitlis
un paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skaitlus, iegtst para skaitli.
Tatad kopgjais kaudzu skaits vienmér bus para skaitlis. Ta ka 2015 ir nepara skaitlis, tad tiesi
2015 kaudzes ieglt nevarées.

5.3. Rihards ir izcepis interesantas formas torti, kuras pamata ir 17 kvadratveida cepumi (skat.
1. att.). Paradi vienu veidu, ka torti sadalit Cetros péc formas vienados gabalos, lai katrs saturetu
tiesi Cetrus cepumus, un gabalin$ ar vienu cepumu paliktu pari. Ta ka tortes augSpuse ir
izdekoreéta, tad gabalus drikst grozit, bet nedrikst apmest otradi.

1. att.
Atrisinajums
Tortes sadalijumu skat., piem&ram, A2. att.
A2. att.
Piezime. lesp&jami arf citi sadaltjjumi.
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5.4. Reizinasanas piemérd ciparus aizstaja ar burtiem — vienddi cipari tika aizstati ar viendadiem

burtiem, dazadi — ar dazadiem. Tika iegiita Sada izteiksme:
EJA-M =2015.

Nosaki, kads cipars atbilst katram burtam! Atrodi visas iespéjas un pamato, ka Citu nav!
Atrisinajums
1. risinajums. Skaitlis M nevar bt para skaitlis, jo tad ari reizinajums bitu para skaitlis.
Skaitlis M nevar bt 1, jo tad EJA-1=EJA=2015.
Skaitla 2015 ciparu summa ir 2+0+1+5 =8, tapec tas nedalas ne ar 3, ne ar 9. Lidzar to M # 3
un M =#9.
Ievérojam, ka skaitlis 2015 nedalas ar 7, jo 2015:7 =287, atl. 6 . Tatad M =7 .
Vértiba M =5 der, jo 403-5=2015.
Tatad vieniga iespé&ja, ka var but aizstati cipari, ir E=4,J =0, A=3,M =5.
2. risinajums. Skaitlis M nevar but ne 0, ne 1, jo tad EJA-0=0= 2015 vai EJA-1=EJA= 2015
. Sadalam skaitli 2015 pirmreizinatajos: 2015=5-13-31. Tatad vienigais viencipara skaitlis, kas
ir 2015 reizinatajs, ir 5 un cipari ir aizvietoti sadi: E=4,J =0, A=3, M =5,

5.5. Raimonds stav upes krasta un vinam ir divi spaini. Viena spaina tilpums ir 10 litri, bet otra spaina
tilpumu Raimonds ir aizmirsis — tas ir vai nu 7, vai 8 litri. Ka Raimondam ar iidens parliesanu
palidzibu noteikt otra spaina tilpumu? Nekadu citu paliglidzeklu Raimondam nav un ieskatoties
nepilnd spaini nav iespéjams precizi noteikt taja esosa iidens daudzumu.

Atrisinajums
Spaini, kura tilpums ir 10 litri, sauksim par lielo spaini, otru spaini — par mazo.
levérojam, ka 4-7=28 un 4-8=32. Tas nozimée:

e ja maza spaina tilpums ir 7 litri, tad var pieliet 4 pilnus spainus un vél Gidens paliek pari (No
liela spaina lej ideni mazaja, kamér tas pilns, tad mazo spaini iztukSo un atlikuso Gideni no
liela spaina atkal ielej mazaja spaini, piepilda lielo spaini. Darbibas atkarto lidz ir izlieti 3
lielie spaini.);

e ja maza spaina tilpums ir 8 litri, tad var pieliet 3 pilnus spainus un ceturtais spainis nav pilns.

S99

Ja maza spaina tilpums ir 7 litri

(trTs reizes pieliets lielais spainis)

Ja maza spaina tilpums ir 8 litri

Piezime. Ir ari citi atrisinajumi.
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6.1. Veikala ir divu veidu saldumu pakas. Viend paka ir 8 vienadas lielas Sokolades un 6 vienadas
mazas Sokolades, bet otra paka ir 12 tadas pasas lielas sokolades un 6 tdadas pasas mazas
Sokolddes. Aprékini, cik maksa viena liela sokolade un cik maksa viena maza sokolade, ja pirmas
pakas cena ir 15 eiro un otras — 21 eiro! (Pakas cena veidojas, saskaitot taja ielikto Sokolazu
cenu.)

Atrisinajums

Ievérojam, ka abas pakas ir vienads skaits mazo Sokolazu, tad paku saturs atSkiras tikai par
12—-8=4 liclajam Sokoladém. Ta ka paku cena atSkiras par 21-15=6 eiro, tad vienas lielas
Sokolades cena ir 6:4 =150 eiro. Tatad & lielas Sokolades maksa 8-1,50=12 eiro un 6 mazas
Sokolades maksa 15—12=3 eiro. Tad vienas mazas Sokolades cena ir 3:6 = 0,50 eiro.

6.2. Bagatajai Austrumu princesei Smuidrail zem gultas ir 6 lades. Sakuma lades ir attiecigi 1, 5, 0,
0, 2, 3 zelta monetas. Katru stundu vina izvélas 2 lades un katra no tam pieliek kiat 1 monétu. Vai,
atkartoti izpildot sadas darbibas, var pandkt, ka kada bridi visas ladés biis vienads skaits monetu?
Atrisinajums
Sakuma 1ades esoSo moné&tu kopgjais skaits ir nepara skaitlis: 1+5+0+0+2+3=11.

Katra stunda, pielieckot pa vienai monétai Katra no divam izvélétajam ladém, visu moné&tu kopgjais
skaits palielinas par 2 (par para skaitli). Pie nepara skaitla pieskaitot para skaitli, ieglist nepara
skaitli. Tatad visu mon&tu kopg€jais skaits péc katras stundas paliek nepara skaitlis.

Beigas prasits iegtt, ka visas 1adés ir vienads monétu skaits, bet seSu vienadu skaitlu summa ir
para skaitlis.

Tatad nevar panakt, ka visas 1adés ir vienads monétu skaits.

6.3. Tabula, kuras izmeri ir 3x3 ritinas, katrda ritind ierakstits tiesi viens naturals skaitlis no 1 lidz
9 (visi ierakstitie skaitli ir dazadi). Katram divam riitinam ar kopigu malu aprékina tajos ierakstito
skaitlu summu. Vai iespéjams, ka neviena no Sim summam nav pirmskaitlis?

Atrisinajums

Ja, skaitlus var ierakstit ta, ka neviena no summam nav pirmskaitlis (skat., pieméram, A3. att.).
| |

oo

9167 9 2

198124
| |
A3. att.

Piezime. lesp&jami arf citi skaitlu izvietojumi.

6.4. Rutinu lapa uzziméta figiura (Skat. 2. att.). Kads ir lielakais skaits 3. att. doto figiiru, ko var
izgriezt no 2. att. figiiras? Griezuma linijam jaiet pa riitinu malam.

2. att. 3. att.
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1. risinajums

No dotas figtras var izgriezt Cetras 3. att. fighiras (skat. A4. att.).

Pieradisim, ka vairak figliru izgriezt nevar. Izkrasojam 2. att. doto figiiru ka Saha galdinu (skat. A5.
att.), ta satur 9 melnas ritinas. Ir divi dazadi varianti, cik melnas ritinas var saturét 3. att. figtira
(skat. A6. att. un A7. att.). Abos gadijumos ta satur vismaz 2 melnas riitinas. Tatad var izgriezt ne
vairak ka 4 figtiras, jo piecas 3. att. figiiras kopa satur vismaz 5-2 =10 melnas ritinas.

A4 att. Ab. att. A®. att. A7. att.

2. risinajums

No dotas figiiras var izgriezt Cetras 3. att. figtiras (skat. A4. att.).

Pieradisim, ka vairak figtiru izgriezt nevar. Ta ka dota figtira sastav no 25 ritinam un 3. att. figra
satur 5 ritinas, tad nevar€tu izgriezt vairak ka 25:5=5 figiras.

Ar “0” atziméto riitinu var saturét figiira, kada redzama AS8. att. (simetrisko gadijumu neapskatam,
jo tas ir analogisks talak aprakstitajam). P&c tam figtiras, kas satur ar “X” apzimétas ritinas, var
izgriezt viena vieniga veida (ka paradits A4. att.). No atlikusas dalas nevar izgriezt 3. att. doto
figtru.

Tatad lielakais skaits 3. att. figtiru, ko var izgriezt no dotas figiiras, ir 4.

(o]

X

A8. att.

6.5. Siventins 229 abolus salika 60 grozos. Dazos grozos vins ielika x abolus, bet paréjos — katra pa

3 aboliem. Nosaki visas iespejamas naturalas x vertibas!
Atrisinajums
Ja katra groza biitu tiesi 3 aboli, tad kopa grozos biitu salikti tikai 3-60=180 aboli. Tatad atlikuSie
229-180=49 aboli ir jasadala pa daziem groziem. Ta ka 49=7-7=49-1 un ir 60 grozi, tad
iesp&jami tris gadijumi:

e 1 groza japieliek 49 aboli —tatad x =3+49=52;

e 7 grozos vél jaieliek katra pa 7 aboliem —tatad x=3+7 =10;

e 49 grozos vél jaieliek katra pa 1 abolam —tatad x=3+1=4.
Lidz ar to vienigas iesp&jamas naturalas x vertibas ir 4, 10 vai 52.

2014./2015. m.g. 4
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8a-5 2a-7

7.1. Atrisini vienadojumu > 3.
Atrisinajums
Veicam ekvivalentus parveidojumus:
8a-5 2a-7 _.3 |10
5 2

2-(8a—-5)-5-(2a-7)=-30;
16a—-10-10a+35=-30;

6a =-55;
55
a=——.
6
Atbilde: a= —%.

7.2. Sensenos laikos saimnieciskajam Gotfridam bija 99 aitas un 21 kamielis, citu majlopu Gotfridam
nebija. Bagdadeé par 4 kamieliem preti varéja sanemt 8 aitas, bet Damaska par 5 aitam preti varéja
sanemt 3 kamielus. Vai, atkartoti mainot dzivniekus tikai Sajas divas pilsétas, Gotfrids varéja iegiit
tiesi 2015 majlopus?

Atrisinajums
Ievérojam, ka sakuma kopgjais majlopu skaits ir 99+21=120 — para skaitlis.
Aplukosim, ka izmainas kopgjais majlopu skaits, atkariba no ta, kura pilséta notiek maina:

1) ja par 4 kamieliem preti sanem 8§ aitas, tad kop&jais majlopu skaits palielinas par 4 (par para
skaitli), tatad tas bija para skaitlis un paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skaitlus,
iegiist para skaitli;

2) ja par 5 aitam preti sanem 3 kamielus, tad kop€jais majlopu skaits samazinas par 2 (par para
skaitli), tatad tas bija para skaitlis un paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skaitlus,
iegiist para skaitli.

Tatad kop€jais majlopu skaits vienmér biis para skaitlis. Ta ka 2015 ir nepara skaitlis, tad tiesi
2015 majlopus iegtit nevares.

7.3. Tabula, kuras izmeri ir 3x3 ritinas, katrd ritina ierakstits viens naturdls skaitlis, kas
neparsniedz 10, visi ierakstitie skaitli ir dazadi. Katram divam ritinam ar kopigu malu aprekina
tajos ierakstito skaitlu summu. Vai iespéjams, ka visas iegiitdas summas ir pirmskaitli?
Atrisinajums
Ja, skaitlus var ierakstit ta, ka visas summas ir pirmskaitli (skat., pieméram, A9. att.).

| |

23176

31310177
L 1110411
8 I 9 1 -
AQ. att.

Piezime. lesp€jami ar1 citi skaitlu izvietojumi.
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7.4. Taisnstiris ABCD sagriezts kvadratos, katra iegiita kvadrata perimetrs ir naturals skaitlis. Vai
taisnstira ABCD perimetrs noteikti ir naturals skaitlis?
Atrisinajums

S . _ _ e e e S 1
NEg, taisnstlira perimetrs var nebiit naturals skaitlis. Piem&ram, ja taisnstiiris ar izmé&riem 3 X 2
. .1 )
sadalits divos kvadratos, kuru malu garumi ir " (skat. Al0. att.). Tada gadijuma kvadratu

perimetri ir 4-% =1 (naturals skaitlis), bet taisnstiira perimetrs ir 2-(%+§j: 2-%2% (nav

naturals skaitlis).

NN

Al0. att.

1.5. Uz galda rindd novietotas sesas monétas, zinams, ka starp tam ir vismaz viena ista un vismaz
viena viltota monéta, kas ir vieglaka neka ista. Visas istas monétas sver vienadi, un ari visas
viltotas monetas sver vienddi, bet ir vieglakas par istajam. No katras istas monétas pa labi (ne
noteikti blakus) atrodas kada viltota monéta, bet no katras viltotas pa kreisi (ne noteikti blakus)
atrodas kada tsta monéta. Ka ar divam svérsanam ar sviru svariem bez atsvariem var noteikt katra
veida monétu skaitu?

Atrisinajums

Ta ka no katras 1stas monétas pa labi atrodas kada viltota monéta, tad pirma monéta no labas puses

nevar bt Tsta, tatad ta ir viltota. L1idzigi secinam, ka pirma monéta no kreisas puses ir Tsta.

Pirmaja svérSana uz viena svaru kausa liekam isto un viltoto moné&tu, bet uz otra — divas no

atlikuSajam mong&tam. lesp&jami tr1s svaru stavokli:

e jasvari ir lidzsvara, tad uz otra kausa ar1 ir viena 1sta un viena viltota monéta;

e jasvaru kauss, uz kura ir ista un viltota monéta, ir smagaks, tad otra kausa ieliktas abas mong&tas
ir viltotas;

e jasvaru kauss, uz kura ir 1sta un viltota mongéta, ir vieglaks, tad otra kausa ieliktas abas mongétas
ir Tstas.

Otraja sveérSana uz viena svaru kausa liekam isto un viltoto monétu, bet uz otra — vél nesvertas

divas monétas. Lidzigi ka pirmaja svérSana, nosaka, kadas monétas ir uz otra kausa. Lidz ar to ar

divam svérSanam ir noskaidrots, kadas monétas ir novietotas uz galda.

8.1. Pieradi, ka
a) 49° +7° dalas ar 2;
b) 49° —7° dalas ar 6.
Atrisinajums
a) Izmantojot pakapju ipasibas, iegiistam
AP+ =T+ =T"+7°=7°7+1) =7°-8.
Doto izteiksmi esam sadalijusi reizinatajos, no kuriem viens dalas ar 2, tapec ari reizinajums dalas
ar 2. Tatad esam pieradijusi, ka skaitlis 49° +7° dalas ar 2.
b) Izmantojot pakapju Ipasibas, iegiistam
4 -7 =7 -1 =7"-7"=7°(7-1)=7°-6.
Doto izteiksmi esam sadalijusi reizinatajos, no kuriem viens dalas ar 6, tapec ari reizinajums dalas
ar 6. Tatad esam pieradijusi, ka skaitlis 49° —7° dalas ar 6.
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Piezime. a) dalu var pieradit, pamatojot, ka skaitlis 49° + 7% ir para skaitlis (nepara skaitli kapinot
jebkura naturala pakapg, ieglist nepara skaitli; divu nepara skaitlu summa ir para skaitlis), tatad tas
dalas ar 2.

8.2. Autoservisa ,, Srotins” ir 39 masinas. Naskais Maigonis katra ménesa 20. datuma vai nu pardod
7 restaurétas masinas un to vieta nopérk 16 vecas masinas, vai art 19 masinas nodod metalliiznos
un to vietd nopérk 4 vecas masinas. Nekadas citas darbibas, kas maina masinu skaitu, netiek
veiktas. Vai iespéjams, ka ,, Srotina” kiada ménesa 21. datuma biis tiesi 2015 masinas?
Atrisinajums
Ievérojam, ka sakuma masinu skaits ir 39, kas dalas ar 3.

Aplikosim, ka izmainas kop€&jais masinu skaits, atkariba no ta, kuru darbibu Maigonis veic:
1) ja pardod 7 restaurétas masinas un to vieta nopérk 16 vecas masinas, tad kopgjais masSinu skaits
palielinas par 9 (par skaitli, kas dalas ar 3);
2) ja 19 masinas nodod metalliznos un to vieta nopérk 4 vecas masinas, tad kopgjais masinu
skaits samazinas par 15 (par skaitli, kas dalas ar 3).
Ja pie skaitla, kas dalas ar 3, pieskaita vai no ta atnem skaitli, kas dalas ar 3, vienmer iegist skaitli,
kas dalas ar 3, jo 3k £3m=3-(k+m).
Tatad kopgjais masSinu skaits péc katras darbibas dalas ar 3.
Skaitla 2015 ciparu summa ir 2+0+1+5=8, kas nedalas ar 3, tatad ar1 pats skaitlis 2015 nedalas
ar 3. Tatad nav iesp&jams, ka ,,Srotina” kada ménesa 21. datuma biis tie$i 2015 masinas.

8.3. Kurs no skaitliem (a+b)(c+d), (b+c)(d+a), (a+c)(b+d) ir vislielakais un kurs —
vismazakais, ja zinams, ka a>b>c>d >07? Pamato atbildi!
Atrisinajums
Vislielakais ir skaitlis (b +c)(d +a) un vismazakais ir skaitlis (a+b)(c+d).
Pieradisim, ka
1) (b+c)(d+a)>(a+c)(b+d);
2) (a+c)(b+d)>(a+b)(c+d).
Veicam ekvivalentus parveidojumus:
1) (b+c)d+a)>(a+c)(b+d);
bd +ba+cd +ca>ab+ad+cb+cd;
bd +ca>ad+cb;
bd +ca—ad—bc>0;
d(b—a)-c(b—-a)>0;
(b—a)(d —c)>0.
Iegiita nevienadiba ir patiesa, jo b—a <0, d —c¢ <0 un divu negativu skaitlu reizinajums ir
pozitivs skaitlis.
2) (a+c)(b+d)>(a+b)(c+d);
ab+ad +bc+cd >ac+ad+bc+bd;
ab+cd >ac+bd;
ab+cd —ac—bd >0;
a(b—c)-d(b-c)>0;
(b—c)(a-d)>0.
Iegiita nevienadiba ir patiesa, jo b—c >0, a—d >0 un divu pozitivu skaitlu reizinajums ir
pozitivs skaitlis.
Tatad esam ieguvusi, ka (b+c)(d +a) > (a+c)(b+d) > (a+b)(c+d) no ka seko prasitais.

8.4. Uz viendadmalu trijstira ABC malam AB un BC attiecigi atlikti punkti M un N ta, ka
MB + BN = AC. Pieradi, ka Z/MAN + ZMCN =60°.
2014./2015. m.g. 7
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Atrisinajums

Trijstaris ABC ir regulars, tapéc AC = AB. No nogrieznu garuma IpaSibam ieglistam, ka
AB=AM +MB.Taka AC=MB+BN, tad AM +MB=MB+BN jeb AM =BN (skat. All.
att.). Tapeéc AABN = ACAM (p&c pazimes “m¢/m”), jo AM =BN, ZABN = ZCAM =60° un
AB=AC. Tad ZBAN =~/ACM ka atbilstosie lenki vienados trijstiros. Lidz ar to
ZMAN + ZMCN = Z/ACM + £ZMCN = ZACB =60°

B

A C
All. att.

Piezime. Uzdevumu var risinat art pamatojot, ka MB = NC un AMBC = ANCA.

8.5. Kvadrats ABCD sagriezts kvadratos, katra iegiita kvadrata perimetrs ir naturals skaitlis. Vai
kvadrata ABCD perimetrs noteikti ir naturals skaitlis?
Atrisinajums
Apskatam dota kvadrata ABCD vienu malu AB un visus kvadratus, kam viena mala atrodas uz AB
(skat. Al12. att.). Apzimgjam AB garumu ar a, bet mazo kvadratu malu garumus ar
&, a,, ..., &, . No dota izriet, ka katras malas garuma a; reizinajums ar 4 ir naturals skaitlis, t. i.,

4q; ir naturals skaitlis. Taka Pygcp =4a un a=a +a, +...+4a,, tad
Pwcp =4-(a; +a, +...+a,)=4a, +4a, +...+4a,.

Vairaku naturalu skaitlu summa ir naturals skaitlis, tapéc kvadrata ABCD perimetrs noteikti ir
naturals skaitlis.

9.1. Atrisinat vienddojumu > 1 = 1 :
x2-9 3-x 2
Atrisinajums
2
Definicijas kopa: x7=970 = X#3unXx=#-3
3-x#0

Xe(—0;-3)U(-3;3)u(3+x).
Veicam ekvivalentus parveidojumus:

5 L1
(x-=3)(x+3) x-3 2°
10 2X+6 x> -9

+ = ;|- 2(x=3)(x+3) =0
2(x=3)(x+3) 2(x=3)(x+3) 2(x-3)(x+3)

10+2X+6=x2-9:

2014./2015. m.g.
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x* —2x-25=0.
Izmantojot kvadratvienadojuma saknu aprékinasanas formulas, ieglistam
D=4-4-(1)-(-25 =4+100=104=4-26
+/4- +
. = 2_\/24 26 _ 2_2‘2\/% 1436
Abas x vértibas pieder vienadojuma definicijas kopai.
Atbilde: x =1+~/26 vai x =1-+/26.

9.2. Regulara astonstiira virsotnés péc kartas uzrakstiti skaitli 7, 15, 3, 17, 1, 9, 5, 11. Ar skaitliem
atlauts veikt Sadas darbibas:
e pieskaitit kadam skaitlim divus skaitlus, kas atrodas blakus virsotnés,
o atnemt no skaitla divkarsotu pretéja virsotné uzrakstito skaitli, ja starpiba ir pozitiva.
Vai, atkartoti izpildot Sis darbibas, var panakt, ka viena no virsotném bis ierakstits
skaitlis 20147
Atrisinajums
Visi skaitli, kas uzrakstiti regulara astonstiira virsotnés, sakuma ir nepara skaitli.
levérojam, ka
1) nepara skaitlim pieskaitot divus nepara skaitlus, ieglist nepara skaitli;
2) no nepara skaitla atnemot divkarSotu nepara skaitli, ieglist nepara skaitli.
Tatad gan p&c pirmas, gan pec otras darbibas astonstiira virsotné atkal biis ierakstits nepara skaitlis.
Lidz ar to visi skaitli, kas atrodas astonstlira virsotn€s, vienmer paliek nepara. Bet skaitlis 2014 ir
para skaitlis, tatad skaitli 2014 iegiit nevares.

9.3. Vai jebkuru taisnstiri var sagriezt a) 2014, b) 2015 savstarpéji lidzigos trijstiiros?
Atrisinajums
Jebkuru taisnstiiri var sagriezt divos vienados taisnlenka trijstiiros (skat. Al. zZim.).

B
Al. zim. A2. zim.

Pieradisim, ka patvaligu taisnlenka trijstiri var sagriezt divos trijstiiros, kas katrs ir lidzigs
sakotn€jam trijstirim.
Ja taisnais lenkis ir ZACB (skat. A2. zim.), tad no ta velk perpendikulu CD pret hipotentizu AB.
Trijstiiri ABC, ACD un CBD ir lidzigi (p&c pazimes ,, /{ ), jo

e /ACB = /ADC = ~ZCDB =90°;

e /CBA=/DCA=/DBC=c.
Tas nozimg, ka, novelkot perpendikulu no taisna lenka virsotnes, sakotn€jais trijstiiris tiek sadalits
divos tam lidzigos trijstiiros.
Turpinot tada pat veida dalit ieglitos taisnlenka trijstiirus, prasito taisnstiira sadalijumu var atrast
jebkurai naturalai N (N > 2) veértibai.
Tatad sadu sadalijumu var atrast arT, ja N =2014 vai N =2015.
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Piezime. Doto taisnsturi var sadalit 2014 vienados trijstiiros (tie ir lidzigi ar lidzibas koeficientu
1). Vispirms doto taisnstiiri sadala 1007 vienados taisnstiiros un péc tam katru no iegiitajiem
taisnstiiriem sadala divos vienados taisnlenka trijstiros (skat. A3. zZim., kur dota taisnstira malu
garumi ir a un b).

1007 A3. zim.

9.4. Uz tafeles uzrakstiti naturali skaitli no 1 lidz 13. Darta grib nodzést vienu no tiem, bet paréjos
ierakstit 3x 4 ritinu tabula (katru skaitli viena riitina) ta, lai visas rindas un kolonnas skaitlu
vidéjais aritmétiskais biitu viendads.

a) Pieradit, ka ir tieSi viens skaitlis, kuru nodzésot, vina to vares izdarit!
b) Atrast vienu skaitlu izvietojuma piemeru!
Atrisinajums
Pienemsim, ka tabula ir tris rindas un Cetras kolonnas. Ar A apzim&jam rinda ierakstito ¢etru skaitlu
vidgjo aritmé&tisko. Tad rinda ierakstito skaitlu summa ir 4A un tris rindas (jeb visa tabula)
ierakstito skaitlu summa ir 12A. Pirmo trispadsmit naturalu skaitlu summa ir

(1+13)-13 _ o1

2

Ar X apzimgjam skaitli, kuru Darta nodzesis. To nosakam no vienadojuma

12A =91 —x. *)

Pieradisim, ka A ir naturals skaitlis. Ja A=n+p, kur ne N, 0 < p <1, tad no nosacijuma, ka katra
rinda ierakstito skaitlu summa ir 4A, izriet, ka 4p € N. Savukart no nosacijuma, ka katra kolonna
ierakstito skaitlu summa ir 3A, izriet, ka 3p e N. Tatad 4p—-3p=p e N, kas ir pretruna ar to, ka
O<p<l.

Esam pieradijusi, ka vienadibas (*) abu pusu izteiksmju vertiba ir naturals skaitlis. Ta ka (*) kreisas
puses izteiksme dalas ar 12, tad arT labas puses izteiksmei jadalas ar 12.

Ievérojam, ka skaitlis 91, dalot ar 12, dod atlikumu 7, tapec 91— X dalisies ar 12, ja X biis forma
12k +7, kur k ir nenegativs vesels skaitlis, no ka seko, ka X =7, jo dotie skaitli neparsniedz 13.
Tatad tabula nebus ierakstits skaitlis 7. Vidgja aritm&tiska vertiba A=84:12=7.

Lai iegiitu 12 skaitlu: 1, 2, 3, 4,5, 6, 8,9, 10, 11, 12, 13 vajadzigo izvietojumu, vispirms divas
rindas ierakstam tadus skaitlus, kuru summa ir 4A = 28. TreSaja rinda ierakstam atlikuSos Cetrus
skaitlus. Tad mainam skaitlu secibu pa rindam, lai katras kolonnas skaitlu summa batu 21.
Skaitlu izvietojumu skat., pieméram, A4. zim.

4113|110 13/ 1101 4
6 5|89 211 312
113122 6/98|5
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9.5. Apskata visas funkcijas y = ax? + x+b, kur koeficientus a un b saista sakariba a+2b = 2015.
Pieradit, ka visu Sadu funkciju grafikiem ir divi kopigi punkti!
Atrisinajums

. .. . 1
Aplikosim funkcijas vértibu, ja x = i—2

1Y 1 1
yza(i—j i—+b:(—a+bji—=—i—.
J2) 2 2 2 2 2

Tatad punkti (— ;

grafikiem.
Piezimes.

. .. . _ . 1 o
1. leverot to, ka Sie punkti pieder visam parabolam, var, pamanot, ka izteiksmes 5 a+b vertiba ir

2015

neatkarigi no a un b vértibam. Tad, nemot X2 = > funkcijas vértiba nebis atkariga no

konkrétajam a un b vértibam.
d. %+ij (—i %’—ij var iegiit arT no dotajam
J2i 2 2

2015

2. Kopigos punktus ( ;
J2'I 2 2
parabolam panemot divas patvaligas (pieméram, a=0,b = — un a=1b=1007) un

atrodot to krustpunktus (atrisinot kvadratvienadojumu).

10.1. Uz parabolas y=ax’+bx+c atrodas punkts M (L;15), tas virsotne ir punktd
N (-3; —1) . Noteikt koeficientus a, b un c!
Atrisinajums
Ja punkts M (1; 15) atrodas uz parabolas, tad iegiistam vienadibu:
15=a-1*+b-1+c jeb 15=a+b+c.
Ja punkts N(-3; —1) atrodas uz parabolas, tad ieglistam
~1=a-(-3)>+b-(-3)+c jeb —1=9a-3b+cC.

Parabolas virsotnes x koordinatu aprékina péc formulas X, = >3
a

Tatad ieglistam, ka —3 = 2—: jeb b=6a.

Lai noteiktu koeficientus a, b, ¢, sastadam vienadojumu sistému:

a+b+c=15 @
9a-3b+c=-1 (2)
b =6a (3)

No (1) atnemto (2), iegiist 4b—8a =16 jeb b—2a=4.
Izmantojot (3), pakapeniski iegtistam koeficientu vertibas:

6a-2a=4 = a=1 = b=6 = c=8.
Atbilde. Koeficientu vértibasir a=1, b=6, c=8.
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Piezimes.

1. TreSo sist€émas vienadojumu var iegit, ja izv€las punktam (1;15) simetrisko punktu (-7;15)
attieciba pret parabolas simetrijas asi X =—3:

15=a-(-7)> +b-(-7)+c jeb 15=49a—7b+c.

2. Risinagjuma var izmantot, ka parabolas ar virsotni punktda (X,;Y,) vienadojums ir
y=a(x—X%,)? +Y,. Tad, vienadojuma y =a(x+3)?—1 ievietojot punkta M koordinatas (
x=1y=15), wvar atrast a vértibu a=1. Tatad mekléta parabola ir
y=1-(x+3)? —1= x> +6x+8.

10.2. Ar naturalu skaitli atlauts veikt Sadas darbibas:
e pieskaitit 6;
o dalit ar 4, ja skaitlis dalas ar 4,
e mainit vietam skaitla ciparus (skaitla sakuma nedrikst atrasties nulle).
Vai, atkartoti izpildot sis darbibas, N0 Skaitla 30 var iegiit skaitli 20157
Atrisinajums
Skaitlim 30 izpildas ipasiba “dalas ar 37, bet skaitlim 2015 §1 ipasiba neizpildas.
Pieradisim: ja kads skaitlis dalas ar 3, tad skaitlis, kas no ta tiek iegiits ar uzdevuma dotajam
darbibam, arT dalas ar 3.
Ievérojam, ka
e skaitlis n dalas ar 3, tad ari n+6 dalas ar 3 (ja katrs saskaitamais dalas ar 3, tad arT summa
dalas ar 3);
e para skaitlis 4n dalas ar 3, tad arT skaitlis n dalas ar 3 (n joprojam satur reizinataju 3);
¢ apgalvojums ,,mainit vietam skaitla ciparus” izriet no dalamibas pazimes ar 3 (ja skaitlis n
dalas ar 3, tad arT ta ciparu summa dalas ar 3, bet summa nemainas, ja maina saskaitamo
secibu).
Tatad, ja dotais skaitlis dalas ar 3, tad p&c atlauto darbibu izpildes arT jauniegiitais skaitlis dalisies
ar 3.
Skaitlis 2015 ar 3 nedalas, tatad ar atlautajam darbibam skaitli 2015 iegiit nevargs.

10.3. Vairdaku péc kartas sekojosu naturdlu skaitlu summa ir 177. Kadas vertibaS var pienemt
mazakais no Siem saskaitamajiem?

Atrisinajums
Izmantojam aritmétiskas progresijas loceklu summas formulu:
a, +a
S,=—"——2":n,
2

ko, lietojot sakaribu a, =a, +(n—1)d , var parrakstit forma:
S - 2a, + (n—1)d n
2
Mazako no skaitliem apzim&jam ar a. Ievérojam ka diference d =1, tap&c ieglistam

Sn=2a+Tn—1_n jeb  2S,=(2a-1+n)-n.

Ta ka péc uzdevuma dota S, =177, tad iegiistam vienadojumu:
(2a-1+n)-n=2-177;
(2a-1+n)-n=2-3-59.
Mazakais no diviem reizinatajiem vienadibas kreisaja puse ir n, jo a un n ir naturali skaitli.
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Veértiba n=1 neder, jo tad ir tikai viens saskaitamais, tap&c n var pienemt tikai tris vertibas: 2, 3
un 6. Aprékinam, kadas vertibas var pienemt a:

e N=2 = 2a+1=3-59 = 2a=176 = a=88;

e nNn=3 = 2a+2=2-59 = 2a=116 = a=58,;

e N=6 = 2a+5=59 = 2a=54 = a=27.
Tatad mazakais no saskaitamajiem var but 88, 58 vai 27.

10.4. Vai eksisté tads vesels skaitlis x, ka visi skaitli

a) X,X+23 x+45, x+121;

b) X, x+23,x+46,x+121
ir veselu skaitlu pakapes ar naturalu kapinataju, kas lielaks neka 1 (kapinataji var but dazadi)?
Atrisinajums
a) Ja, piem&ram, var nemt X =4, tad

x=4=2%;, x+23=27=3";, x+45=49=7%; x+121=125=5°,

b) Ievérosim: ja y ir para skaitlis un vienlaikus vesela skaitla pakape ar kapinataju, kas ir lielaks
neka 1, tad y dalas ar 4 (t. i., y=a" kadam veselam skaitlim a un naturalam n>2; jay ir para

skaitlis, tad a arT ir para skaitlis, [idz ar to " dalas ar 2" dalas ar 4, jo n>2).
Pienemsim pret&jo, ka eksisté tads X, ka visi skaitli x, X+ 23, X+ 46, x+121 ir veselu skaitlu
pakapes ar kapinataju, kas lielaks neka 1.
Ties1 viens no skaitliem X, X + 23 ir para skaitlis; aplikosim abus iesp&jamos gadijumus.
e Ja X ir para skaitlis, tad tas dalas ar 4, p&c iepriekS pamatota. Tacu tad X+ 46 = (x+44) + 2
nedalas ar 4, tatad nevar bt vesela skaitla pakape ar kapinataju, kas lielaks neka 1 — pretruna.
e Ja X+23 ir para skaitlis, tad tas dalas ar 4, saskana ar iepriek§ pamatoto. Tacu tad
X+121=((x+23)+96)+2=((x+23)+4-24)+2 nedalas ar 4, tatad nevar bt vesela
skaitla pakape ar kapinataju, kas lielaks neka 1 — pretruna.
Tatad neeksisté tads vesels skaitlis X, ka visi skaitli X, Xx+23, x+46,x+121 ir veselu skaitlu
pakapes ar naturalu kapinataju, kas lielaks neka 1.

10.5. Uz kvadrata ABCD malas AB ka pamata uz kvadrata arpusi konstruéts trijstiris AEB. Taisne,
kas vilkta no E caur kvadrata diagonalu krustpunktu O, krusto kvadrata malu AB punkta F un
malu DC — punkta G. Zinams, ka Z/OEB = ZOCG. Pieradit, ka trijstiris AEB ir taisnlenka!
Atrisinajums
Kvadrata pretgjas malas AB un CD ir paral€las, tapeéc Z/BAC = ZACD ka ieksgjie skerslenki (skat.
A5. zZim.).

E

Ab. zim.

D C
G

Punkti A, E, B, O atrodas uz vienas rinka Iinijas @, jo Z/BAO = ZOEB . Ta ka kvadrata diagonales

ir perpendikularas, tad ZAOB =90°; no ka seko, ka AB ir rinka Iinijas @ diametrs. Tatad

ZAEB =90° ka ievilktais lenkis, kas balstas uz diametra. Lidz ar to ir pieradits, ka trijsttris AEB
ir taisnlenka.

2014./2015. m.g. 13
Latvijas 65. matematikas olimpiades 2. posma uzdevumu atrisinajumi
http://nms.lu.lv



Piezime. Risinajuma var izmantot ari to, ka ZAOB + ZAEB =180°, jo Cetrstiiris AEBO ir ievilkts
rinka Iinija.

11.1. Atrisinat nevienadibu | X—2|—6+

| x—2]
Atrisinajums
Dotas nevienadibas definicijas kopa ir visi realie skaitli, izpemot skaitli 2, t. i,
X € (—o0; 2) U (2; + ).
Taka | Xx—2 >0 visam x vértibam no definicijas kopas, tad dotas nevienadibas abas puses reizinot
ar pozitivu skaitli | X — 2|, ieglistam ekvivalentu nevienadibu:

|x—2 —6-|x—2|+5>0.
Apzimgjot | X — 2 |= t, iegiistam kvadratnevienadibu: t?> —6t+5> 0.

4 *_/+
"5 1
legiistam, ka t <1 vai t >5.
Vel jaiegiist atbilstosas X vértibas:
1) No nevienadibas | X — 2 |< 1 iegiistam, ka
—1<x—-2<1 jeb 1<x<3.
2) No nevienadibas | X—2[|>5 ieguistam, ka
X—2<-5 vaiarT X—2>5.
L1dz ar to iegilistam, ka X <—3 vaiarl X>7.
levérojot  definicijas  kopu, ieglstam, ka dotds nevienadibas atrisindjums ir
Xe (-0, =3)u(l;2)u(2;3)u(7; +x).
Piezime. Nevienadibu var risinat ar1 ar intervalu metodi.

11.2. Viena gajiena no 1. zim. attélotas figiiras var izveleties jebkuru 2. zim. redzamo figiiru (figiiru
var ari pagriezt) un taja ierakstitajiem skaitliem vai nu pieskaitiz 1, vai ari atnemt 1.

Vai, atkartoti izpildot Sadus gajienus, var panakt, ka visas sunas ir ierakstits skaitlis 2015?

1. zim. 2. 7Zim.

Atrisinajums
Stnas ierakstitie skaitli 1, 2, ..., 19 veido aritmé&tisko progresiju ar diferenci 1. Izmantojot
aritmétiskas progresijas loceklu summas formulu, aprékinam sakuma S$iinas ierakstito skaitlu
summu:

1+19)-19

(+19)-19 190.

Ja katra $na ir ierakstits skaitlis 2015, tad visu $o skaitlu summa ir 2015-19 = 38285.
leveérosim, ka péc katra gajiena visu §tinas ierakstito skaitlu summa vai nu palielinas par 3, vai ar1
samazinas par 3. Tas nozimé&, ka visu $iinas ierakstito skaitlu summas atlikums, dalot ar 3, visu
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laiku paliek nemainigs. Sakuma doto skaitlu summa 190, dalot ar 3, dod atlikumu 1, bet beigas
nepiecieSama summa 38285, dalot ar 3, dod atlikumu 2 (skaitla 38285 ciparu summa ir 26 un,
dalot ar 3, ta dod tadu pasu atlikumu, ka skaitli dalot ar 3). Ta ka atlikumi ir dazadi, tad uzdevuma
prasitais nav izpildams, t. i., nevar panakt, lai katra Stina butu ierakstits skaitlis 2015.

11.3. Kads ir mazakais naturalais skaitlis n, kuru iespéjams izteikt ka tris dazadu naturalu skaitlu
a, b un ¢ summu ta, ka visi skaitli a+b, a+c, b+c ir naturalu skaitlu kvadrati?
Atrisinajums
Mazaka iesp&jama n vertiba ir 55=6+19+ 30.
Pieradism, ka mazaku n vértibu iegiit nevar.
Apzimgjam a+b=p? a+c=q% b+c=r?. Nezaudgjot visparigumu, varam pienemt, ka
O<a<b<c, tad p? <¢* <r?.

[zmantojot §1s sakaribas un pienemot, ka zinamas pz, qz, r? vértibas, varam izteikt a, b, ¢ un n
vertibas:
p? +q% —r2 p2 —q? +r2 —p24q?4r? p2+q?+r?  3r2
2 2 2 2 2
Ta ka n jabit naturalam skaitlim, tad p® +q? +r? ir jabat para skaitlim, tatad starp p, g, r ir vai
nu tiesi divi nepara skaitli, vai arT neviens nepara skaitlis.

a

Ta ka a jabut naturalam skaitlim, tad p2 + q2 >r?.Taka r? <n, tad jaapliiko tikai tadas skaitlu
kvadratu vértibas, kas mazakas neka 55:
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49.

Mazaka 2 vertiba, kurai var atrast tadas p2, q2 vertibas, kas apmierina nevienadibu

p2+q2 >r2, ir r2=36 un p? =16, g2 =25. So skaitlu summa ir nepara skaitlis, tapéc

neapmierina uzdevuma prasibas.
Nakama r? vértiba, kurai var atrast tadas pz, q2 vertibas, kas apmierina nevienadibu
pPHq? >r?ir r2 = 49.
lespgjami divi gadijumi:
e r>=49,p?>=16, q°> =36 — %o skaitlu summa ir nepara skaitlis, tapec neapmierina
uzdevuma prasibas;

e r?=49,p®>=25, q*=36 — s vertibas apmierina uzdevuma nosacTjumus un no
a+b=25
vienadojumu sistémas qa+C =36 ieglstam, ka a =6,b =19, ¢ =30.
b+c=49

Tatad mazaka iespgjama n vertiba ir 6+19+30=55.

11.4. Uz trijstira XAC malas XC atlikts iekséjs punkts B ta, ka AB = AC. Lenku ACB un ABX
bisektrises krustojas punkta D. Pieradit, ka AD = AB !
Atrisinajums
Apzimgjam ZACD = /DCB =« (péc bisektrises definicijas). Tad £BCA=/ABC =2« ka
lenki pie pamata vienadsanu trijstiri un ZABX =180°—2«a (péc blakuslenku Tpasibas).
Nogrieznis BD ir lenka ABX bisektrise, tapéc £ABD = Z/DBX =90°—« (skat. A6. zim.).
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¢ A6. zZim.

Ta ka trijstira iek$¢jo lenku summa ir 180°, tad no AABC un ADBC ieglistam
/BAC =180°—- ZABC — ZACB =180° -4« ;
«/BDC =180°- /DCB - ZABC — ZADB =180°—a — 2a — (90° — ) =90° - 2«x .

Ievérojam, ka Z/BDC =90°-2¢ = %ABAC .

Apliukojam rinka Iniju @ ar centru punkta A un radiusu AB. Tad ZBAC ir centra lenkis, kas
balstas uz hordas BC. Ta ka lenka BDC lielums ir tiesi divas reizes mazaks neka centra lenkim,
tad tas ir ievilkts lenkis. Tatad punkts D atrodas uz rinka linijas @ . Lidz ar to AD = AB ka rinka
Iinijas @ radiusi, kas arT bija japierada.

11.5. Dots taisnstiris ar izmériem NxM ritinas. Sakuma katra ritind ir ierakstits 5. Maris dotaja
taisnstiri veic secigas darbibas:
1) izvélas kadu taisnstiri un visas ta ratinas ieraksta ciparu 1;
2) izvélas kadu taisnstiri un visas ta ritinds ieraksta ciparu 2;
3) izvélas kadu taisnstiri un visas ta ritinas ieraksta ciparu 3;
4) visbeidzot izvelas kadu taisnstiiri un visas ta ritinds ieraksta ciparu 4.
Katra izvéleta taisnstiira malam jaiet pa ritinu linijam un cipars vienmer jaraksta ritind jau esosa
skaitla labaja puse.
Vai iespéjams, ka visas ritinas ierakstitie skaitli ir dazadi, ja dota taisnstira izméri ir a) 3x6,
b) 3x5, ¢) 4x4 rutinas?
Atrisinajums
Ritinas var biit ierakstiti 16 atsSkirigi skaitli:
5
51; 52; 53; 54;
512; 513; 514; 523; 524; 534;
5123; 5124; 5134; 5234;
51234,

a) Ta ka taisnstiri 3x6 ir 18 ritinas, tad péc Dirihlé principa vismaz divas ritinas ierakstitie
skaitli biis vienadi. Tatad nav iesp&jams, ka visas laukuma riitinas ierakstitie skaitli atskiras.

b) Ta ka taisnsttirT 3x5 ir 15 ritinas, tad tiesi viens skaitlis nebis ierakstits. Ievérojam, ka katrs
no cipariem 1, 2, 3 un 4 paradas astonos skaitlos. Tatad katrs no cipariem 1, 2, 3, 4 biis ierakstits
7 vai 8 rutinas. Ta ka katrs cipars ir ierakstits taisnstlirveida laukuma, tad vienigais iesp€jamais
taisnstlira izmérs ir 2x4 ritinas (pretg§ja gadijuma péc Dirihlé principa vismaz divas rutinas
ierakstitie skaitli bus vienadi). V&l varam ievérot, ka jebkuru divu ciparu paris ir sastopams tiesi
cetros skaitlos. Lidz ar to katriem diviem taisnstiiriem drikst biit kopigas ne vairak ka Cetras ritinas.

TaisnstlirT ar izmériem 3x5 rhtinas taisnstiri 2x4 ratinas var novietot Cetros dazados veidos
(skat. A7. zim.).

AT7. zim.
Taisnstiiriem, kas atrodas pie aug$gjas malas, parklajas seSas ritinas — tatad vairakas no tam
ierakstito skaitlu komplekti biis vienadi un panakt, ka visas riitinas ierakstitie skaitli ir atSkirigi,
nav iespgjams.
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c) Ja, ir iesp&jams, ka visas laukuma riitinas ierakstitie skaitli atSkiras (skat., pieméram, A8. zZim.).

513 5134 514 51

5123 | 51234 | 5124 512

523 5234 524 52

53 534 54 5
A8. Zim.
Taisnstiirus var izvéleties, pieméram, ka paradits A9. zim.

1111 3|3 44
1/1/1]1 3|3 44
3|3 4|4
33 4|4

A9. Zim.

12.1. Atrisinat vienadojumu (X — 2) IOQJE (x* —5x) = 2x — |Og\/g 36.
Atrisinajums
Definicijas kopa: x* —5x>0.
No ka seko, ka x € (—0; 0) U (5; + ).
levérojam, ka log ;536 =log (\/6)4 =4, tad doto vienadojumu var parveidot forma:
(x—2)log ;5 (x* —5x) =2x—4;

(x—2)log ;5 (x* —5x) =2(x - 2). *)
Ieveérojam, ka X —2 ir abu saskaitamo kopigais reizinatajs:
(x—2)log ;5 (x* —5x) - 2(x—2) =0;
(x—2)(log ;5 (x* —5x)—2) =0.
Reizinajums ir vienads ar 0, ja kads no reizinatajiem ir vienads ar 0. legiistam divus gadijumus:
1) x—2=0 jeb x =2 — §i vértiba neder, jo nepieder definicijas kopai;
2) log (x* -5x)—2=0 jeb log /5 (x? —5x) = 2. Izmantojot logaritma definiciju, iegiistam

x? —5x =(/6)? jeb x?-5x—6=0.
Tad péc Vjeta teorémas X, =6 un X, =—1. Abas iegitas X vertibas pieder vienadojuma definicijas
kopai. Atbilde: x=6 vai x=-1.
Piezime. Vienadojuma (*) abas puses var izdalit ar x—2 %0 (jo X vértiba 2 nepieder definicijas
kopai) un iegit vienadojumu: log (x2 —5x)=2.

12.2. Ar naturalu skaitli atlauts izdarit sadas darbibas:
o pieskaitit skaitlim ta ciparu summu;
e atnemt no skaitla ta ciparu summu.
Vai, atkartoti izpildot sis darbibas, no skaitla 139 var iegiit skaitli a) 63; b) 193?
Atrisinajums
a) Skaitli 63 var iegiit $adi:
139—25126—25117—>5108—=>»99—2 ,81——= 72— 463,
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b) Atlikums, ko iegiist, dalot naturalu skaitli ar 9, ir vienads ar atlikumu, ko iegtst, dalot ar 9 §1
skaitla ciparu summu. Tapéc naturala skaitla un ta ciparu summas starpiba noteikti dalisies ar 9.
Kaut vienu reizi izpildot atnemsSanu, visi turpmak iegtistamie skaitli dalisies ar 9.
Ta ka 193 nedalas ar 9, tad skaitli 193 var€tu iegat tikai tad, ja skaitlim visu laiku pieskaitis ta
ciparu summu. Tatad skaitli parveidosies $adi:

139—2 51528 51607 >167—24 5181 5191 5202
Visi talak iegtistamie skaitli ir lielaki neka 193, tatad skaitli 193 nevarés iegiit.

A4

12.3. Cik daudz ir piecciparu skaitlu, kas sastav tiesi no tris dazadiem cipariem, no kuriem neviens
nav O un neviens neatkartojas vairak ka divas reizes?
Atrisinajums
Ar a apzimgjam ciparu, kas skaitli ir vienu reizi, bet ar b un ¢ — ciparus, kas skaitlt ir divas reizes.
, _ e e . 4.3 . ol .
Cipars a var biit 5 dazadas vietas, ciparu b var novietot C2 = - - 6 veidos (atlikusajas 4 vietas

ir janovieto divi cipari b), ciparu c atlikuSajas vietas var novietot 1 veida. Tatad ir 5-6-1=30
(reizinasanas likums) dazadas kombinacijas, ka cipari a, b, ¢ var veidot mekl&to piecciparu skaitli.

Ciparuano cipariem 1, 2, .., 9 var izvéléties 9 veidos, betb unc - 28 veidos. Tatad pavisam

ir 30-9-28= 7560 piecciparu skaitli, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem.

12.4. 1zliekta cetrstira ABCD malu AB, BC, CD un DA viduspunkti ir attiecigi E, F, G un H.
Nogrieznis AF krustojas ar DE un BG attiecigi punktos K un L, bet CH Kkrustojas ar DE un BG
attiecigi punktos N un M. Pieradit, ka Sgg + Scyg + Sona + S ake = Skuwn !

Atrisinajums
Novelkam nogriezni AC un apliikojam trijstiirus ABF, AFC, ACH un CDH (skat. A10. zim.).

e 1 .
Izmantojot trijstira laukuma formulu S, = 3 a-h,, ieglistam

1 1
* Sper :EBF'th :EFC'th =Sarc

1 1
S acH ZEAH “Nap :EHD'hAD = ScoH -

levérojam, ka Spgep = Sase +Sarc +Sach +Scon =2 (Sarc +SacH) = 2S arch -
- 1
Tatad Sppcy = > S aBcD -

Analogiski, novelkot BD, pierada, ka Sggpe = %S ABCD -

A10. zim.
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lekrasotas dalas laukumu (skat. A10. zim.) apzimgjam ar S. Esam ieguvusi, ka

Sasco = Sarch t+ SeepE
SerL +Scome T SpnH +Sake +S =S+ Simy

SerL +Scome +SpnH T Sake = Skumn s
kas ar1 bija japierada.

12.5. Vai eksisté tadi naturali skaitli a, b un c, ka skaitla a’+b?+c?

a) pedeéjie divi cipari ir 15;

b) pédejie cetri cipari ir 2015?
Atrisinajums
a) Ja, eksisté, pieméram, a=9, b=5, c=3. Tad a® +b? +c? =81+25+9=115.
b) Pieradisim, ka $adi skaitli neeksisté. Apskatam vienadojumu

a’+b? +¢%=..2015. *)

Skaitlis dalas ar 8, ja ta pedg&jo tr1s ciparu veidotais skaitlis dalas ar 8.

Skaitli ...2015 dalot ar 8, iegtst atlikumu 7 (...2015=...2000+15=...2000+ 8 + 7).
\TJ E'\é

:

Jebkuru naturalu skaitli var pierakstit forma 8m-+k, kur k =0,1, ..., 7.
Apskatam skaitla kvadratu  (8m+k)? = 64m? +16mk +k? =8-(8m? + 2mk) +k?. Skaitli
(8m+k)? dalot ar 8, iegiisim tadu pasu atlikumu, ka k?, dalot ar 8.

k 0 1 2 3 4 5 6 7
k2 0 1 4 9 16 25 36 49
Atlikums, dalot ar 8 0 1 4 1 0 1 4 1

Tatad skaitla kvadratu, dalot ar 8, atlikuma var iegit 0, 1, 4.

Skaitli 7 (vienadojuma (*) labas puses atlikums) nevar iegit, izmantojot tikai mingtos atlikumus.
Tatad vienadojumam (*) nav atrisinagjuma jeb neeksisté tadi naturali skaitli a, b un c, ka skaitla
a® +b? +c? pedgjie Cetri cipari ir 2015.

Piezime. Uzdevumu var risinat, izmantojot kongruenci péc modula 8.
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