Latvijas 66. matematikas olimpiades 2. posma uzdevumi un atrisinajumi

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

Dalas ir uzrakstitas augo3a seciba. Kads naturals skaitlis var bat ierakstits[_] vieta?

5 [13
16’ 54
Atrisinajums
. . . T L 25 161] 60 ., .- S oy -
PaplaSinot visas dalas, lai to saucgji batu 80, ieglistam 30° 80’ 30" Vidéjas dalas skaititajam 16 [ ] jabat

lielakam neka 25 un mazakam neka 60, turklat tam jadalas ar 16. Vienigie skaitli, kas atbilst, ir 32 = 16 - 2 un

48 = 16 - 3, tapec kvadratina var bit ierakstits skaitlis 2 vai 3.

Rinda viens aiz otra bez tukSumiem ir uzrakstiti péc kartas sekojosi naturali skaitlino 1 lidz N, tadéjadi veidojot

vienu lielu skaitli (Pieméram, ja N = 12, tad ir uzrakstits skaitlis 123456789101112.).

Kads ir mazakais iegitais skaitlis, kas dalas ar a) 8; b) 18?

Atrisinajums

a) Skaitlis dalas ar 8, ja ta pédéjo tris ciparu veidotais skaitlis dalas ar 8. Parbaudot tris ciparu veidotos
skaitJus ieglstam, ka mazakais skaitlis, kas dalas ar 8, ir 123456.

b) Lai skaitlis dalitos ar 18, tam vienlaicigi jadalas ar 2 un 9. Pirmais skaitlis, kas dalas ar 9 (parbaudam péc
ciparu summas), ir 12345678. Ta ka Sis ir ar para skaitlis, tad tas dalas ar 2 un Iidz ar to tas dalas art ar
18, jo skaitli 2 un 9 ir savstarpéji pirmskaitli. Tatad mazakais skaitlis, kas apmierina uzdevuma
nosacijumus, ir 12345678.

No 20 vienadiem kubiniem, kuriem katras Skautnes garums ir 1 cm, saliméja 1. att. redzamo figiru, kurai

katra skaldné trakst centralais kubins, ka art iztrikst pasas figtras centralais kubins. Cik kvadratini, kuriem

katras malas garums ir 1 cm, ir nepiecieSami, lai aplimétu visu So figlru?

1. att.

1. atrisinajums. Katras skaldnes parklasanai nepiecieSami 8 kvadratini, tatad, lai parklatu visas sesas skaldnes,
vajag 6 -8 = 48 kvadratinus. Lai parklatu katra skaldné esoSo caurumu, vajag 4 kvadratinus, tatad, lai
parklatu visus seSus caurumus, vajag 6 - 4 = 24 kvadratinus. Kopa figliras parklasanai vajag 48 + 24 = 72
kvadratinus.
2. atrisinajums. levérojam, ka salimétaja figlira ir tikai divu veidu kubini — astoni stdra kubini, kuriem
nesalimétas ir atlikusas tris skaldnes, un 12 vidus kubini, kuriem nesalimétas ir palikusas cCetras skaldnes.
Tatad figuras parklasanai vajag 8 -3 + 12 -4 = 24 + 48 = 72 kvadratinus.
Vienadi burti apzimé vienadus skaitlus, dazadi — dazadus. Atrodi vienu pieméru, kadi naturali skaitli jaliek
burtu viet3, lai abas dotas vienadibas bltu patiesas!

A+B=C-D

A-B=C+D
Atrisinajums
Der, pieméram,A =2,B=3,C=1unD =5,j02+3=1:-5un2-3=1+5.
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5.5. Sadali taisnstdri ar izmériem 11 X 13 ritinas seSos kvadratos ta, lai dalijuma linijas ietu pa ratinu linijam!

Atrisinajums

Skat., pieméram, 2. att.

2. att.
6.1. Tris braliem — Rihardam, Haraldam un Olafam — kopa ir 13,20 eiro. Zinams, ka Haraldam ir par 2,10 eiro vairak
neka Rihardam un par 3,30 eiro mazak neka Olafam. Cik naudas ir katram bralim?

Atrisinajums

Ja Haraldam ir x eiro, tad Rihardam ir x — 2,10 eiro un Olafam ir x + 3,30 eiro. Tatad

x+x—2104+x+ 3,30 = 13,20
3x+ 1,20 = 13,20
3x =12,00
x = 4,00

Lidz ar to Haraldam ir 4 eiro, Rihardam ir 1,90 eiro un Olafam ir 7,30 eiro.

6.2. Rindaviens aiz otra bez tukSumiem ir uzrakstiti péc kartas sekojosi naturali skaitlino 1 lidz N, tadéjadi veidojot

vienu lielu skaitli (Pieméram, ja N = 12, tad ir uzrakstits skaitlis 123456789101112.).

Kads ir mazakais iegitais skaitlis, kas dalas ar a) 9; b) 24?

Atrisinajums

a) Skaitlis dalasar9, jata ciparu summa dalas ar 9. Parbaudot ciparu summas, ieglistam, ka mazakais skaitlis,
kas dalas ar 9, ir 12345678, jo ta ciparu summa ir 36.

b) Lai skaitlis dalttos ar 24, tam vienlaicigi jadalas ar 8 un 3. Pirmais skaitlis, kas dalas ar 8 (parbaudam tris
ciparu veidotos skaitlus), ir 123456. Ta ka $i skaitla ciparu summair1+2+3+4+ 5+ 6 = 21, kas
dalas ar 3, tad arfi pats skaitlis dalas ar 3. Tatad skaitlis 123456 dalas ar 8 un ar 3, lidz ar to tas dalas ari ar
24, jo skaitli 3 un 8 ir savstarpéji pirmskaitli. Tatad mazakais skaitlis, kas apmierina uzdevuma
nosacijumus, ir 123456.

6.3. Ritinu lapa, kura katras ritinas malas garums ir 1 vieniba, pa ritinu linijam uzzimé astonstdri ta, lai ta malu

garumi péc kartas ir 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10 vienibas!
Atrisinajums
Skat. 3. att.

10

ot

3. att.
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6.4.

6.5.

Dotas 20 péc aréja izskata vienadas monétas, bet visas to masas ir dazadas. K&, izmantojot sviras svarus bez
atsvariem, ar 28 svérSanam atrast gan pasu vieglako, gan pasu smagako monétu?

Atrisinajums

Sadalam monétas pa pariem un salidzinam katra para monétas — nosakam vieglako un smagako monétu katra
pari. Péc katras svérSanas vieglako monétu liekam viena kaudzité, bet smagako — otra kaudzité. Ta ka ir
20 : 2 = 10 pari, tad ir veiktas 10 svérsanas. Skaidrs, ka visvieglaka monéta jameklé starp vieglakajam, bet
vissmagaka — starp smagakajam. Apskatam katru kaudziti atseviski.

No kaudzites, kura ir vieglakas monétas, panemam divas un salidzinam tas, vieglako atstajam svaros un
salidzinam ar nakamo, atkal svaros atstajot vieglako. Ta turpinam, kameér visas atlikusas monétas no $is
kaudzites ir nosvértas. Peédéjas svérSanas vieglaka monéta ir pati vieglaka no visam. Kopa tika veiktas 9
svérsanas.

Analogiski no kaudzites, kura ir smagakas monétas, atrod pasu smagako no visam — svaros visu laiku jaatstaj
smagaka monéta, bet vieglaka jamet prom. Kopa tika veiktas 9 svérsanas.

Lidzartoar 10 + 9 + 9 = 28 svérSanam esam atradusi gan pasu vieglako, gan pasu smagako monétu.
Katra tuksaja kvadratina (skat. 4. att.) ieraksti vienu ciparu ta, lai iegltu pareizu reizinasanas pieméru!
Neviens skaitlis taja nedrikst sakties ar 0.

7
2
9|1
4. att.
Atrisinajums
Der skaitJu 129 un 879 reizinajums (skat. 5. att.).
1129 c
8|7 b|7|d
11|61
9|03
1/{0(3]|2 2
11113391 9|1
5. att. 6. att.

Piezime. Atrisinajumu var palidzét atrast talak aprakstitie spriedumi. Apziméjam skaitlus ta, ka paradits 6. att.
Ta ka 7 - @ec ir trisciparu skaitlis (skat. 6. att. iekrasoto rindu), tad a = 1 (ja a bdtu lielaks, tad reizinajums
batu Cetrciparu skaitlis). Skaidrs, ka ¢ un d ir nepara cipari, jo to reizindjuma pédéjais cipars ir 1. Tatad b ir
para cipars, jo reizindjuma b - ¢ pédéjais cipars ir 2. Ta ka 7 - aec ir trisciparu skaitlis, tad, lai b - aec bitu
Cetrciparu skaitlis, b ir jabat lielakam neka 7. Tatad b = 8. Ta ka reizinajuma b - ¢ pédgjais ciparsir 2 un c ir
nepara cipars, tad vieniga iespéja, kac = 9. Llidzarto d = 9, jo reizinajuma c * d pédgjais cipars ir 1. Ciparu
e piemekléjam t3, lai rezultata pirmspédeéjais cipars batu 9, vieniga iespéja, ka e = 2. Parbaudot redzam, ka
129 un 879 reizinajums tieSam atbilst dotajam pieméram.
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7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

Saldumu veikala vienas konfektes cena ir 3 centi. Aivaram ir vairak naudas neka Bruno, Cildai ir vairak naudas
neka Aivaram, Dainai — vairak neka Cildai.

a) Vai Daina noteikti var nopirkt vairak konfeksu neka Bruno?

b) Vai Cilda noteikti var nopirkt vairak konfeksu neka Bruno?

Atrisinajums

Pienemsim, ka Aivaram ir a centi, Bruno — b centi, Cildai — ¢ centi un Dainai — d centi. Péc uzdevuma
nosacijumiemd > c¢ > a > b.

a) Ta ka visiem ir atskirigs naudas daudzums, tad Dainai ir par vismaz 3 centiem vairak naudas neka Bruno.
Lidz ar to Daina noteikti var nopirkt vismaz par vienu konfekti vairak neka Bruno.

b) Né&, var gadities, ka Cilda nevar nopirkt vairak konfektes ka Bruno, pieméram, ja Bruno ir 3 centi, Aivaram
ir 4 centi un Cildai ir 5 centi, tad Saja gadijuma Cilda var nopirkt tikpat konfektes, cik Bruno.

Dots naturals skaitlis, kas dalas ar 99 un kura pédegjais cipars nav 0. Pieradi, ka, uzrakstot St skaitla ciparus
pretéja seciba, ari ieglst skaitli, kas dalas ar 99.

Atrisinajums

Ja skaitlis dalas ar 99, tad tas vienlaicigi dalas gan ar 9, gan 11. Skaitlis dalas ar 9 tad un tikai tad, ja ta ciparu
summa dalas ar 9. Uzrakstot ciparus pretéja seciba, ciparu summa nemainisies un ari iegitais skaitlis dalisies
ar 9. Skaitlis dalas ar 11 tad un tikai tad, ja ta para un nepara pozicijas eso$o ciparu summu starpiba dalas ar
11. Parrakstot skaitla ciparus pretéja seciba, minéta ipasiba saglabajas — para un nepara pozicijas esoso ciparu
summu starpiba dalisies ar 11 un, tatad ari Sis skaitlis dalisies ar 11. Ta ka skaitlis vienlaicigi dalas gan ar 9,
gan 11 un skaitli 9 un 11 ir savstarpéji pirmskaitli, tad iegitais skaitlis dalas art ar 99.

No tris dotajam figliram (skat. 7. att.) saliec simetrisku daudzstlri un uzzimé ari simetrijas asi! Figiras drikst
blt pagrieztas vai apgrieztas spogulattéla.

Piezime. Figira ir simetriska, ja to var parlocit t3, ka tas abas puses sakrit.

7. att.

Atrisinajums
Skat. 8. att.

8. att.
Dotas 13 péc aréja izskata vienadas monétas. No tam 12 monétas ir ar vienadu masu, bet viena — ar atskirigu.
Doti ari sviras svari bez atsvariem. Ka ar divam svérSsanam noskaidrot, vai atskiriga monéta ir vieglaka vai
smagaka par paréjam? Pasu monétu atrast nav nepiecieSams.
Atrisinajums
Katra svaru kausa ieliekam 6 monétas.

o Jasvaru kausi ir Iidzsvara, tad atSkiriga monéta ir ta, kas nebija uz svariem. Salidzinot to ar kadu no
svértajam monétam, noskaidrojam, vai ta ir vieglaka vai smagaka par parejam.

o Jasvaru kausi nav lidzsvara, tad, nezaudéjot visparigumu, varam pienemt, ka monétas kreisaja kausa
ir vieglakas neka monétas labaja kausa. Otraja svérSana katra svaru kausa ieliekam pa tris monétam
no kreisa kausa.

o Ja svaru kausi ir lidzsvara, tad visam monétam no kreisa svaru kausa ir vienada masa, un
atskiriga monéta pirmaja svérSana atradas labaja svaru kausa, tatad ta ir smagaka neka
paréjas.

o Ja svaru kausi nav lidzsvara, tad atSkirigda monéta pirmaja svérsana atradas kreisaja svaru
kausa, tatad ta ir vieglaka neka paréjas.
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7.5. Qa) Vai var atrast dazadus veselus skaitlus a,b,c un d tadus, ka izpildas vienadibas a+ b =cd un
ab = c+d?
b) Vai $adus skait|us var atrast, ja papildus zinams, ka a > 2016?
Atrisinajums
a) Der, pieméram,a=2,b=3,c=1und =5,jo2+3=1-5un2-3=1+05.
b) Der, pieméram, a = 2017, b = —2017, ¢ =0 un d = —20172, jo 2017 — 2017 =0 - (—20172) un
2017 -(—=2017) = 0 — 20172
Piezime. b) gadijuma atrastie skaiti der ari a) gadijumam.
8.1. Aprékiniizteiksmesva —b + Vb — ¢ +Vc —d ++/d — a vértibu!
Atrisinajums
Ta ka zemsaknes izteiksmei jablt nenegativai, tad a=b, b=>c, c=>d, d = a, no ki izriet, ka
a=>b=>=c=>d=a.Tasiriespéjamstikaitad,jaa =b =c =d.
Lidz ar to izteiksmes vVa — b + Vb — c + Vc — d + Vd — a vértiba ir 0.

8.2. Karlina uzrakstija divus skaitlus, kuru pieraksta nav izmantots cipars 0. Katru ciparu vina aizstaja ar burtu:
dazadus ciparus — ar dazadiem burtiem, vienadus — ar vienadiem. Viens no uzrakstitajiem skaitliem
DUBLUNNN dalas ar 104. Pieradi, ka otrais skaitlis BURBULVANNA nedalas ar 56.
Atrisinajums
Ta ka skaitlis DUBLUNNN dalas ar 104 = 8 - 13, tad tas dalas ari ar 8. Ar 8 dalas skaitli, kuru pédgjo tris ciparu
veidotais skaitlis dalas ar 8, tatad skaitlis NNN jeb 100N + 10N + N = 111N dalas ar 8. Ta ki 111 ar 8
nedalas, tad ar 8 dalas N. Vienigais cipars, kas nav 0 un kura veidotais viencipara skaitlis dalas ar 8, ir N = 8.
Ja skaitlis BURBULVANNA dalitos ar 56 = 8 - 7, tad tas dalitos ari ar 8, turklat ta pédejo tris ciparu veidotais
skaitlis NNA jeb 884 = 880 + A dalitos ar 8. Ta ka 880 dalas ar 8, tad ari skaitlim A bitu jadalas ar 8, bet tas
nav iespéjams, jo A nevar bit ne 0, ne 8. Tatad skaitlis BURBULVANNA nedalas ar 56.

8.3. Caur taisnstira ABCD diagonalu krustpunktu O novilkta taisne PQ t3, ka P atrodas uz AD, Q — uz BC un

PQ = @QD. Pieradit, ka DP = 2AP.
Atrisinajums
Ta ka <AOP = xC0Q, A0 = OC un <0AP = x0CQ, tad AAOP = ACOQ péc pazimes fm? (skat. 9. att.).
Lidz ar to AP = QC ka atbilsto$as malas vienados trijstiros. Vienadsanu trijstirt PQD novelkam augstumu
QH, kas ir art mediana, tapéc PH = HD.Ta ka QCDH ir taisnsturis, tad QC = HD. Lidzarto AP = PH = HD
unDP = PH + HD = 2AP.

B Q C
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8.4. Kadu lielako skaitu ratinu diagonalu var novilkt 4 X 4 ritinas liela tabul3, lai Sis diagonales veidotu slégtu
lauztu Iiniju? Lauzta linija nedrikst pati sevi krustot vai pieskarties.
Atrisinajums
Var novilkt 12 ratinu diagonales, skat. 10. att.
o e O
o e O e O
e O e O e
o e O e O
c e 0
10. att. 11. att.
Pamatosim, ka vairak diagonalu novilkt nevar. levérojam, ka slégta lauzta Iinija nevar iet caur kvadrata
stdriem. Atlikusas rdtinu virsotnes nokrasojam ta, ka paradits 11. att., ieglsim 9 melnas un 12 baltas
virsotnes. Katra ritinas diagonale sava starpa saista divas vienas krasas virsotnes un, ta ka javeido lauzta
[Tnija, tad visas Iinijai piederosas virsotnes bds viena krasa. Tatad ta nevar saturét vairak ka 12 virsotnes un
tatad art posmus.

8.5. Smaragda pilséta naudas vieniba ir centi. Tur ir 21% PVN (pievienotas vértibas nodokla) likme. Tas nozimg,
ka ikvienas pardodamas preces cenu iegist, pareizinot kadu veselu skaitu centu (cenu bez PVN) ar skaitli 1,21
un reizinajumu noapalojot lidz tuvakajam veselajam centu skaitam. Cenu sauc par neiesp&jamu, ja to nevar
ieglt minétaja veida. Cik pavisam ir neiesp&jamu cenu no 1 lidz 1000 centiem ieskaitot?
Pieméram, 3 centi ir neiespéjama cena, jo 2-1,21 = 2,42, péc noapaloSanas 2 centi, savukart,
3-1,21 = 3,63, péc noapalosanas 4 centi. Ta ka nekada cita vesela skaitla starp 2 un 3 nav, tad cenu, kas ir
tiesi 3 centi nevar iegit péc PVN pievienosanas.
Atrisinajums
Vispirms pamatosim, ja sakuma precu cenas bija dazadas, tad péc PVN pievieno$anas un noapalo$anas tas
arl bs dazadas. levérojam, ka, noapalojot skaitlus no intervala [a — 0,5;a + 0,5), ieglstam a. Ta ka 31
intervala garums ir 1, tad secinam, ja starpiba starp diviem skaitliem ir lielaka neka 1, tad, tos noapalojot,
ieglst dazadus skaitJus. Nemam divas blakus esoSas cenas a un a + 1 pirms PVN pievienoSanas un reizinam
tas ar 1,21. legito skaitju starpiba 1,21(a + 1) — 1,21a = 1,21 ir lielaka neka 1, tatad péc noapajosanas
iegutie skaitli ir dazadi.
levérojam, ka 826-1,21 = 999,46 = 999, bet 827-1,21 = 1000,67 = 1001, tapéc visi skaitli, kuri
neparsniedz 826, péc PVN pievienoSanas attélosies par cenam intervala no 1 lidz 1000. Tadel, pievienojot
PVN skaitliem starp 1 un 826, més varam iegiit pavisam 826 dazadas cenas intervala [1; 1000]. Visas parg&jas
cenas bls neiespéjamas, tadu pavisam ir 1000 — 826 = 174.

9.1. Nosakifunkcijuy = 2016 —xuny = 2(;—lsgrafiku krustpunktu koordinatas!
Atrisinajums
Krustpunkta abscisu ieglst no vienadojuma 2016 — x = Zij. Reizinot abas vienadojuma puses ar x # 0,
iegist x2 — 2016x + 2015 = 0. Péc Vjeta teorémas

x, +x, = 2016
{xl "X, = 2015

Tatad x4 = 2015 un x, = 1, tiem atbilstosas ordinatas ir y; = 1 un y, = 2015. Esam ieguvusi, ka grafiku
krustpunktu koordinatas ir (2015; 1) un (1; 2015).

9.2. Pieradit, ka

a) no pieciem naturaliem skaitliem vienmér var izvéléties vairakus (vismaz divus), kuru summa dalas ar 4;
b) var atrast Cetrus tadus naturalus skaitlus, ka no tiem nevar izvéléties vairakus (vismaz divus), kuru summa
dalas ar 4.
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9.3.

9.4.

Atrisinajums
a) Naturals skaitlis, dalot ar 4, dod atlikumu 0, 1, 2 vai 3, para skaitli dod atlikumu 0 vai 2, nepara — atlikumu
1vai3.

1. Ja starp dotajiem pieciem skaitliem ir divi, kas, dalot ar 4, abi dod atlikumu 0 vai abi dod atlikumu 2,
tad So divu skaitlu summa dalas ar 4,jo 0+ 0 = 0 (mod 4) vai 2 + 2 = 4 = 0 (mod 4), tad varam
nemt Sos. Pretéja gadijuma mums ir ne vairak ka divi para skaitli, tatad ir vismaz tris nepara skaitli.

2. Ja starp nepara skaitliem ir gan tads, kas, dalot ar 4, dod atlikumu 1, gan tads, kas dod atlikumu 3,
tad So abu summa dalas ar 4 un més varam nemt Sos. Pretéja gadijuma mums visi nepara skaitli dod
vienu un to pasu atlikumu (1 vai 3), dalot ar 4.

3. Ja kads no skaitliem, dalot ar 4, dod atlikumu 2, tad tas summa ar diviem nepara skaitliem (kuri abi
dod atlikumu 1 wvai 3, dalot ar 4) dalas ar 4, jo 2+1+1=4=0(nod4) vai
2+ 3+ 3 =8 = 0(mod 4), tad varam nemt 3os tris skaitus. Pretéja gadijuma mums ir ne vairak ka
viens para skaitlis (kurs dod atlikumu 0, dalot ar 4).

4. Jair ne vairak ka viens para skaitlis, tad ir vismaz Cetri nepara skaitli, kas visi dod vienadus atlikumus,
dalot ar 4, tad to summa dalas 4.

b) Lidzigi ka a) gadijuma varam izsecinat, ka neder divi para skaitli, kas dod vienadus atlikumus, dalot ar 4,
divi nepara skaitli, kas dod dazadus atlikumus, dalot ar 4 un neder ari viens para skaitlis, kas dod atlikumu 2,
dalot ar 4. Tadéjadi nonakam pie atlikumiem 0, 1, 1, 1 vai 0, 3, 3, 3, kas abi der.

Nemsim jebkurus skaitlus, kas, dalot ar 4, dod attiecigi atlikumus, 0, 1, 1, 1. Tad vairaku no tiem atlikumu
summa bis vismaz 1, bet ne lielaka ka 3 (ja més sasumméjam visus), tatad ta var pienemt tikai vértibas 1, 2
vai 3. Tatad nekadu vairaku no tiem summa nedalisies ar 4. Sadi skaitli ir, pieméram, 4, 1, 5, 9 (to, ka tie der
var parbaudit ari, aprékinot visas 11 iespéjamas vairaku no tiem summas).

Trijstarit ABC novilkta bisektrise BD. Zinams, ka AD = DB un AB = 2BC. Aprékinat <BAC lielumul!
Atrisinajums

Péc bisektrises definicijas *ABD = ¥DBC = a. Malas AB viduspunktu apziméjam ar E (skat. 1. att.).

B

1. att.

Ta ka AD = DB, tad trijstaris ADB ir vienadsanu, tapéc <BAC = <ABD = a un nogrieznis DE ir gan
mediana, gan augstums, no ka izriet, ka <BED = 90°. Péc dota AB = 2BC(, tapéc BE = BC. levérojam, ka
ABED = ABCD péc pazimes mfm, jo BE = BC, <EBD = <DBC = a, BD - kopiga mala. Tapéc
ABED = ¥BCD = 90° ka atbilstosie lenki vienados trijstiros. Ta ka AABC iekséjo lenku summa ir 180°, tad
ABAC + <ABC + «<BCA = 180°;

a+2a+90° = 180°

3a =90°jeb a = 30°.
Tatad «BAC = 30°.
Keérpjbardis, Puszabaks un Uzrocis spélé novusu, pie tam tas, kur$ zaudé partiju, atdod savu vietu tam, kurs
iepriek$éjo partiju nespéléja. Beigas izradijas, ka Keérpjbardis ir izspéléjis 10 partijas, bet Puszabaks — 21. Cik
partijas izspéléja Uzrocis?
Atrisinajums
Skaidrs, ka katrs spélétajs spélé vismaz viena no divam péc kartas sekojosam partijam. Ta ka Kérpjbardis
spéléja tikai 10 partijas, tad kop€jais partiju skaits nav lielaks ka 21, bet tas nav ari mazaks ka 21, jo tik partijas
spéléja Puszabaks. Tatad tika izspéléta tieSi 21 partija un, ta ka Puszabaks spéléja tajas visas un Kérpjbardis
ar vinu spéléja 10 partijas, tad Uzrocis spéléja atlikusajas 21 — 10 = 11 partijas.
Var secinat vél precizak: Kérpjbardis spéléja visas partijas ar para numuriem (2, 4, 6, ...), bet Uzrocis visas ar
nepara numuriem (1, 3, 5, ...), visas partijas uzvaréja Puszabaks.
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9.5. Doti 2016 skaitli: 12; 22 ;3%;...; 20152; 20162. Vai starp Siem skaitliem var salikt ”+” un “—” zimes ta, lai
iegltas izteiksmes vértiba batu 0?
Atrisinajums
Ja, var. levérosim, ka divu péc kartas sekojodu skaitlu kvadratu starpiba ir (n + 1)2 — n? = 2n + 1. Tapat ari
(n+3)? — (n + 2)? = 2n + 5 un tatad, saliekot starp jebkuriem &etriem péc kartas sekojosiem kvadratiem
zZimes + — — +, ieglstam izteiksmi, kuras vértiba ir 4:

+nP—(n+1)2-+2)2+n+3)2=-C2n+1)+(2n+5)=4
Savukart, saliekot zimes — 4+ 4+ —, ieglstam izteiksmi, kuras vértiba ir —4:
2+ (m+1)2+n+2)2-m+3)?2=2n+1-2n+5)=—-4

Tatad, saliekot astoniem péc kartas sekojoSiem kvadratiem zimes + — — + — + + —, ieglstam izteiksmi,
kuras véertiba ir O:
M?-—n+1)2-n+22+Mm+3))+(-m+4)>?+n+5?+n+6)22-n+7)? =4—-4 =0
Ta ka 2016 dalas ar 8, tad visus kvadratus var sadalit grupas pa 8 un katra no tam salikt zimes ta, ka $is grupas
summa ir 0, tatad ari visas izteiksmes summa ir 0.

10.1. Pieradit, ka katram naturalam n ir patiesa vienadiba1:4+2:-7+3:10+-+n-3n+1) =n(n + 1)2.
1. atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan =1,tad1-4 =1-2% jeb 4 = 4.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka vienadiba izpildas, jan = k, tas ir,

1-44+2-7+3-10++k-Bk+1) =k(k+1)>%

Induktiva pareja. Pieradisim, ka vienadiba ir spéka aritad, jan = k 4+ 1, tasir,
1:4+2:7+3-10++(k+1)-Bk+D+1)=((k+1D((k+1)+1)?jeb
1°442-7+3-104++(k+1) Gk +4)=(k+1D(k+2)2

Parveidojam vienadibas kreisas puses izteiksmi:
1:442-7+3-104++k-GBk+1D)+(k+1)-Bk+4) =k(k+1)?>+(k+1)-Bk+4) =
induktivais pienemums
=(k+1Dkk+1)+3k+4)=(k+1)(k?+4k+4) = (k+ 1Dk +2)%
Secindjums. Ta ka vienadiba ir patiesa, jan = 1, un no t3, ka vienadiba ir spéka, jan = k, izriet, ka vienadiba
ir spéka arin = k + 1, secinam, ka vienadiba ir speka visam naturalam n vértibam.
2. atrlsmajums Ekvwalentl parveldOJot doto V|enad|bu ieglstam
Z k(3k +1) = Z(3k2 + k) = 2 32 + 2 g =t 12(2n 1 "("2+ D_
n(nTH(Zn+ 1+1)=nn+1)>%
Parveidojumos tika izmantots, ka n péc kartas esosu naturalu skaitJu kvadratu summa ir w.
10.2. Pieradtt, ka no jebkuriem trim naturalu skaitJu kvadratiem var izvéléties divus ta, ka to summa vai starpiba
dalas ar 5.
Atrisinajums
Vispirms noskaidrosim, ar ko var bt kongruents naturala skaitla kvadrats péc modula 5.
n(mod5) 0 1 |2 |3 |4
n?(mod5) |0 |1 4 |4 |1
Tatad naturala skaita kvadrats péc modula 5 var bit kongruents ar 0, 1 vai 4.
o Jadivi kvadrati dod vienadu atlikumu, dalot ar 5, tad to starpiba dalas ar 5.
o Ja nekadi divi no Siem trim kvadratiem nav kongruenti péc modula 5, tad tie péc modula 5 pienem
visas iespéjamas vértibas 0,1 un 4. Taka 1 + 4 = 5, tad 3o atbilstoSo kvadratu summa dalisies ar 5.
10.3. Izliekta Cetrstlrmr APQC uz malas AC izvéléts punkts B t3, ka trijstliri APB un BQC ir vienadsanu taisnlenka

trijstlri ar pamatiem attiecigi AB un BC. Ap trijsturi PBQ apvilkta rinka linija vélreiz krusto taisni AC
punkta S. Pieradit, ka PS = SQ.

Atrisinajums

Ta ka trijstri APB un BQC ir vienadsanu taisnlenka, tad <ABP = <CBQ = 45° (skat. 2. att.). Tapéc
LPBQ = 180° — «ABP — «CBQ = 90°. Savukart, <PSQ = «<PBQ = 90° ka ievilktie lenki, kas balstas uz
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10.4.

10.5.

viena un ta pasa loka PQ. Varam pienemt, ka S pieder nogrieznim AB (gadijums, kad S pieder nogrieznim
BC, risinams Iidzigi). Tad <PQS = <PBS = 45° ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu loku PS. Lidz ar to
trijstaris PSQ ir vienadsanu taisnlenka ar virsotni punkta S. Tapéc PS = SQ.

2. att.

Kerpjbardis, Puszabaks un Uzrocis spélé novusu, pie tam tas, kur$ zaudé partiju, atdod savu vietu tam, kurs
iepriek$éjo partiju nespéléja. Beigas izradijas, ka Kérpjbardis ir izspélejis 10 partijas, Puszabaks — 15, bet
Uzrocis — 17. Kurs$ zaudéja sestaja partija?

Atrisinajums

Ta ka katra partija spélé divi spélétaji, tad kopa tika izspéléta (10 + 15 + 17): 2 = 21 partija. Katrs spélétajs
spélé vismaz viena no divam péc kartas sekojosam partijam. Vieniga iespéja, ka Kérpjbardis varéja spélét tikai
10 partijas, ir tad, ja vins spéléja visas partijas ar para numuriem un visas zaudéja. Tatad vin$ zaudéja ari
sestaja partija.

Pieradit, ka katram naturalam n rQtinu lapa, kura ritinas malas garums ir 1, pa ratinu [inijam ir iespéjams
uzzimét astonstlri ta, ka ta malu garumi péc kartas ir ; n+1;, n+2;, n+3;n+4;, n+5;
n+6,n+7.

Atrisinajums

Paradisim, ka katram naturalam n konstruét astonsttri ALKPCONM (skat. 3. att.).

h’ T + 1 L
i
2
P D C_‘ .......................
n+ 4
0 n+5 N
3. att.

Ja no A velk n vienibas garu nogriezni uz augsu, tad turpina n+ 1 vienibu horizontali pa kreisi, tad
n + 2 — vertikali uz leju, tad n + 3 — horizontali pa labi, blsim nonakusi punkta C. Velkot nogriezni no C ar
garumu n + 4 vertikali uz leju, tad n+ 5 — horizontali pa labi, tad n+ 6 — vertikali uz augsu, tad
n + 7 — horizontali pa kreisi, atgriezisimies sakumpunkta A. ST konstrukcija nav atkariga no konkrétas n
vértibas.

11.1.

Atrisinat nevienadibu x? + 3kx — k > 0 visam parametra k vértibam!

Atrisinajums

Aprékinam diskriminantu: D = 9k? + 4k = k(9k + 4). Taka D =0, jak =0 vai k = —g, tad Sie punkti
sadala parametra k asi tris intervalos. Uzskicéjot paraboluy = 9k? + 4k, varam noteikt diskriminanta D zimi
Sajos intervalos (skat. 4. att.).

2015./2016. m. g.
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Jak e (—%;O),

Jak=—§vaik=o,

Jak € (—00; —%) U (0; +),

tad D <0 un funkcijas
y = x2 + 3kx — k grafiks x asi
nekrusto.

tad D=0 un
y=x%+3kx—k
pieskaras x asij.

funkcijas
grafiks

tad D >0 un funkcijas
y=x%+3kx—k grafiks
krusto x asi divos punktos:

N \r/ n —3k —\9kZ + 4k
@, L X1 =
\/ 3k x ' 2
+ L= 2= —3k +V9k? + 4k
g Xy =
. _ o Apskatam katru k vertibu 2
T:t‘ale ~ dote?s nevienadibas atseviski. + \ - / P
atrisinajums ir ; >
! Ja. k= —i, tad  dotas ! T2 z
X € (—o0; +00) 9
nevienadibas atrisinajums ir Tatad dotas nevienadibas

atrisinajums ir

2 2.
x € (_oo’ 3) v (3’ +Oo) X € (—0;x1) U (xz; +00)

Ja k=0, tad dotas
nevienadibas atrisinajums ir

x € (—;0) U (0; +00)

Apkoposim nevienadibas atrisinajumu.
o lJake (—g; 0), tad x € (—oo; +00).
4 2 2
o Jak——a,tadXE(—OO,g)U(g, +00).
o Jak=0,tadx € (—o0;0) U (0; +00).

— — 2 — 2
o Jake€ (—oo; —g) U (0; +),tadx € (_OO; 3k ij +4k> U ( 3k+\/;9k +4k; +oo>'

11.2. Pieradit, ka starp jebkuriem pieciem naturalu skaitlu kvadratiem var atrast divus tadus, ka to summa vai
starpiba dalas ar 13.
Atrisinajums
Vispirms noskaidrosim, ar ko var b{t kongruents naturala skait]a kvadrats péc modula 13.
n (mod 13) |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
n?(mod13) 0 |1 |4 |9 |3 |12 |10 |10 |12 |3 9 |4 |1
Tatad naturala skait]a kvadrats péc modula 13 var bat kongruentsar 0, 1, 3,4, 9, 10 vai 12.

o Jadivi kvadrati dod vienadu atlikumu, dalot ar 13, tad to starpiba dalas ar 13.

o Ja nekadi divi no Siem pieciem kvadratiem nav kongruenti péc modula 13, tad sadalam $o kvadratu
iespéjamas vértibas péc modula 13 cetras grupas: {0}, {1; 12}, {3; 10}, {4; 9}. Ta ka ir jaizvélas pieci
naturalu skaitlu kvadrati, tad vismaz divi no tiem bis viena grupa (Dirihlé princips). So divu skaitju
summa dalas ar 13.

Izliekta Cetrstlra ABCD diagonales krustojas punkta E. Ap trijstiriem ABE un CDE apvilktas rinka linijas
krustojas art punkta F. Pieradtt, ka trijstlri ABF un CDF ir lidzigi!

Atrisinajums

levérojam, ka <DEC = XAEB ka krustlenki (skat. 5. att.) un <CFD = «DEC ka ievilktie lenki, kas balstas uz
vienu loku CD, un <AFB = XAEB ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu loku AB. Tatad <CFD = <AFB.
levilktie lenki <DCF un «<DEF ir vienadi, jo balstas uz vienu loku FD. No blakuslenku Tpasibas izriet, ka
ABEF = 180° — «DEF. Ta ka ap Cetrstari ABEF ir apvilkta rinka linija, tad ta pretéjo lenku summa ir 180°,
2015./2016. m. g.
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11.4.

11.5.

tapéc «BAF = 180° — «<BEF = 180°- (180° — «DEF) = <«DEF. Esam ieguvusi, ka ACDF~AABF
péc pazimes £¥.

B C

5. att.

Kerpjbardis, Puszabaks un Uzrocis spélé novusu pie tam tas, kur$ zaudé partiju, atdod savu vietu tam, kurs
iepriek$éjo partiju nespéléja. Beigas izradijas, ka Kérpjbardis ir izspéléjis 12 partijas, Puszabaks — 15, bet
Uzrocis — 19. Kérpjbardis uzvaréja 14. partija. Kurs zaudéja otraja partija?

Atrisinajums

Pamatosim, ka otraja partija zaudéja Kérpjbardis. Ta ka katra partija spélé 2 spéelétaji, tad kopa tika izspélétas
(12 + 15 4+ 19): 2 = 23 partijas. Katrs spélétajs spélé vismaz viena no divam péc kartas sekojosam partijam.
Ta ka Kérpjbardis uzvaréja 14. partija, tad vins spél&ja arT 15. partija. No astonam partijam ar numuriem no
16 IT1dz 23 vins spéléja vismaz Cetras. Ta ka kopa vins spéléja 12 partijas, tad pirmajas 13 partijas vins spéléja
ne vairak ka 6 reizes. Tas ir iespéjams tikai tad, ja vins spéléja 2., 4., 6., 8., 10. un 12. partija un visas zaudéja.
Tatad vins zaudéja otraja partija.

Uz tafeles uzrakstits vienadojums [ ]x* —[ Jx3 +[ ]x? —[]Jx +[] = 0. Makss un Morics spélé spéli:
Makss nosauc vienu realu skaitli, tad Morics nosauc otru, tad Makss nosauc treSo, Morics — ceturto un
visbeidzot Makss — piekto. Péc tam Morics kaut kada seciba ieraksta Sos skaitlus tuksajos kvadratinos. Vai
Makss vienmeér var panakt, lai iegltajam vienadojumam ir vismaz viena vesela sakne?

Atrisinajums

Ja, Makss prasito vienmér var panakt. Aplikosim vienadojumu ax* — bx3 + cx? — dx + e = 0. levietojot
x = —1,iegistam,kaa+b+c+d+e=0.Tatad,jaa+b+c+d+e =0,tadx = —1irSivienadojuma
sakne. Lidz ar to Maksam pédé€jais skaitlis ir jaizvélas tads, lai visu piecu skaitlu summa batu 0, jo tad, lai ka
Morics tos ierakstitu tuksajos kvadratinos, vienadojumam noteikti bls vismaz viena vesela sakne x = —1.

12.1.

12.2.

Noteikt funkcijas y = v'5 - 2* — 3% definicijas kopu!

Atrisinajums

Zemsaknes izteiksmei jabat nenegativai, tapéc 5-2* —3* > 0. Ta ka 2* > 0 visiem realiem x, tad,

nevienadibas abas puses dalot ar 2%, ieglist 5 — 1,5* = 0 jeb 5 = 1,5%. Logaritméjot abas puses pie bazes

1,5 > 1, iegustlog; 5 5 = x . Lidz ar to dotas funkcijas definicijas kopa ir x € (—;log; 5 5].

Atrast visu skait|u, kas pierakstami forma a* — b*, kur a > b > 5 un a un b ir pirmskait|i, lielako kopigo

dalitaju!

Atrisinajums

levérojam, ka a* — b* = (a? — b?)(a? + b?) = (a — b)(a + b)(a? + b?) .

Taki1ll*—7%*=4-18-(121+49)=2%-32-5-17=240-51un 13* - 11* =2-24- (169 + 121) =

=2%-3-5-29 = 240 - 29, tad meklétais lielakais kopigais dalitajs d nevar bat lielaks ki 240. Pamatosim,

ka visi skaitli dalas ar 240, lidz ar to bis pieradits, ka d = 240. levérosim, ka 240 = 16 - 3 - 5; ta ka visi

reizinataji ir savstarpéji pirmskaitli, tad pietiekami paradit, ka katrs no dotajiem skaitliem dalas gan ar 16, gan

ar 3,ganar5.

o Ta ka jebkurs pirmskaitlis p, kas lielaks neka 5, ir nepara skaitlis, tad, to dalot ar para skaitli, nevar iegut
atlikumu, kas ir para skaitlis, lidz ar to var rasties tikai nepara atlikums: 1, 3,5, 7,9, 11, 13, 15. Tatad p
var bat kongruents ar +1,+3,+5 vai +7 péc modula 16. Noskaidrosim, ar ko var bit kongruenta

pirmskaitla ceturta pakape péc modula 16:
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12.3.

12.4.

4

(+1D* =1 (mod 16);
+ = (+3)* = 81 = 1 (nod 16);
p* = (£5)*=25-25=9- 9 =81 = 1 (mod 16);
p*=(£7)*=49-49=1- 1= 1 (mod 16).
Tatad p* = 1 (mod 16).
o Pirmskaitli p > 5, dalot ar 3, var iegat tikai atlikumu 1 vai 2, tapéc péc modula 3 $ads pirmskaitlis p var

p
p

pienemt tikai vértibas +1 un p* = 1 (mod 3).

o Pirmskaitlip > 5, dalot ar 5, var iegQt tikai atlikumu 1, 2, 3 vai 4, tapéc péc modula 5 $ads pirmskaitlis p
var pienemt tikai vértibas +1un +2. Tad p* = (£1)* = 1 (mod 5) vaip* = (£2)* = 16 = 1 (mod 5).
Tatad p* = 1 (mod 5).

Lidz ar to p* = 1 (mod 240) un tapéc a* — b* =1 — 1 = 0 (mod 240) jeb a* — b* dalas ar 240. Esam
pieradijusi, ka visu skaitlu, kas pierakstami forma a* — b*, kur @ > b > 5 un a un b ir pirmskaitli, lielakais

kopigais dalitajs ir 240.

Piezime. Pamatot to, ka a* — b* dalas ar 16, var, ievérojot, ka jebkuriem nepara skaitliem a un b to kvadratu
summa dalas ar 2, bet kvadratu starpiba dalas ar 8.

Cetrstaris ABCD ir ievilkts rinka Iinija, arT t3 malu viduspunkti atrodas uz vienas rinka linijas. Pieradit, ka
IABD + «BDC = 90°.

Atrisinajums

Apziméjam malu AB, BC, CD un DA viduspunktus attiecigi ar E, F, G un H (skat. 6. att.). Ta ka EF un HG ir
attiecigi trijstiru ABC un ADC viduslinijas, tad EF || AC || HG. Lidzigi EH || BD || FG. Lidz ar to Cetrstiris
EFGH ir paralelograms, jo ta pretéjas malas ir pa pariem paralélas. Ta ka EFGH visas virsotnes atrodas uz
rinka Inijas, tad ta pretéjo lenku summa ir 180°, no ka izriet, ka paralelograma EFGH katra lenka lielums ir
90° un EFGH ir taisnstdris. levérojam, ka EF || AC un EH || BD, tapéc AC 1L BD jeb <BOA = 90°, kur O ir
AC un BD krustpunkts.

levilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka, ir vienadi, tad <CDB = «<CAB. Ta ka ABOA iek$éjo lenku

summa ir 180°, tad 180° = «BAO + <AOB + <0OBA = «BDC + 90° + <DBA jeb

XABD + «BDC = 90°, kas ari bija japierada.

C
F G
B ~ D
E 7/ H
¥.
6. att.

Keérpjbardis, Puszabaks un Uzrocis spélé novusu, pie tam tas, kurs zaudé partiju, atdod savu vietu tam, kurs
iepriek$éjo partiju nespéléja. Beigas izradijas, ka Kérpjbardis ir uzvaréjis 10 partijas, Puszabaks — 12, bet
Uzrocis — 14 partijas. Cik partijas izspéléja katrs no viniem?

Atrisinajums

Ta ka katra partija ir tieSi viens uzvarétajs, tad kopa tika izspélétas 10 + 12 + 14 = 36 partijas. Aplikosim
jebkuru spélétaju un apzimésim ar z ta zaudéto partiju skaitu un ar n to partiju skaitu, kura vins nespéléja.
Péc katras zaudétas partijas nak partija, kura vins nespélé, iznemot varbit pédéjo partiju, tatad z < n + 1.
Un arl otradi — pirms katras nespélétas partijas ir zaudéta partija, iznemot varbit pasu pirmo, tatad
n<z+ 1l lidzarto—1 <z —n < 1. Kérpjbardis neuzvaréja 36 — 10 = 26 partijas, vinam z + n = 26.
Ta ka 26 ir para skaitlis, tad z un n ir ar vienadu paritati un gadijumi z —n = =1 nav iesp&jami, tatad atliek
z—n = 0, no ka izriet, ka z =n = 13, tatad vin$ piedalijas z 4+ 10 = 23 partijas. Analogi Puszabakam
z+n = 24, tatad vinam z = n =12, un z + 12 = 24 partijas, kuras vins spéléja, Uzrocim z + n = 22,

2015./2016. m. g.

12

http://nms.lu.lv



12.5.

tatad vinam z = n =11 un z 4+ 14 = 25 partijas. Esam ieguvusi, ka Kérpjbardis izspéléja 23 partijas,
Puszabaks — 24 partijas, bet Uzrocis — 25 partijas.

Kurs skaitlis ir lielaks: log,o15 2016 vailog,g16 20177

Atrisinajums

Pamatosim, ka lielaks ir skaitlis log,q15 2016.

Pieradisim visparigu apgalvojumu: ja x <y, tad log,(x + 1) > log, (¥ + 1).

Aplakosim funkciju f(x) = log,(x + 1) intervald x € (1, +00) un pieradisim, ka ta Saja intervala ir dilstosa.
Varam parveidot

1
0 =108 (50 g, (1) 1 21 g (142) =14 LD
f(x) =logy X = 108y X = 08x <) = Ig x

Jax <y,tad1l +§ >1+4+ )1—/, tatad arTlg(l + i) > lg(l + %),jo logaritmiska funkcija pie bazes 10 ir augosa
funkcija. ST pasa iemesla dé| arilgx < lgy, tatad ari

1 1

= lg{1+4=
lg (1 + x) g( + y)

>1+4+
g x lgy

1+

)

kas nozimé, ka f(x) > f(y),jax < y.
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