R 1 . LATVIJAS UNIVERSITATE

A. I.iepas_Nel;litienes matematikas skola

Latvijas 68. matematikas olimpiades 2. posma uzdevumi un atrisinajumi
5.-12. klase

5. klase

5.1. Paradi divus dazadus piemeérus, kadi naturali skaitli var bat ierakstiti (J viet3, lai ir patiesa vienadiba

L1 1
O 0 o

Piezime. Piemeéri, kas atskiras tikai ar saskaitamo secibu, nav dazadi.

Atrisinajums. Der jebkuri divi no variantiem:

1,11 1,11 2,11 1,1,1.3
333 7 2 4 4 4 44 7 2'36 6

5.2. Tautas deju kolektiva ir 18 dejotaji, jaunakajam no tiem ir 11 gadi, bet vecakajam — 15 gadi.
a) Vai noteikti $aja kolektiva ir dejotajs, kuram ir 13 gadi?
b) Vai varétu gadities, ka $aja kolektiva ir tikai Cetru dazadu vecumu dejot3;ji?
c) Vai noteikti $aja kolektiva ir vismaz pieci dejotaji, kam ir vienads gadu skaits?
d) Vai noteikti $aja kolektiva ir vismaz Cetri dejotaji, kam ir vienads gadu skaits?
Atrisinajums
a) N, pieméram, varétu gadities, ka vienam dejotajam ir 11 gadi, bet paréjiem 17 dejotajiem — 15 gadi.
b) Ja, pieméram, varétu gadities, ka 1 dejotajam ir 11 gadi, 1 dejotajam — 12 gadi, 1 dejotajam — 13 gadi un 15
dejotajiem — 15 gadi.
c) Né, pieméram, varétu gadities, ka 4 dejotajiem ir 11 gadi, 4 dejotajiem — 12 gadi, 4 dejotajiem — 13 gadi, 3
dejotajiem — 14 gadi un 3 dejotajiem — 15 gadi.
d) J3, noteikti. Sadalisim dejotajus grupas atbilstosi to gadu skaitam: {11}; {12}; {13}; {14}; {15}. Ja katra grupa
bltu ne vairak ka 3 dejotaji, tad pavisam kopa kolektiva bltu ne vairak ka 3 - 5 = 15 dejotaji, bet ta ir pretruna
ar doto, ka kolektiva ir 18 dejotaji. Tatad kolektiva ir vismaz Cetri dejotaji, kam ir vienads gadu skaits. (Izmantots
Dirihlé princips.)

5.3. Sadali 1. att. doto figliru 8 vienadas dalas, ta, lai dalijuma linijas ietu pa ratinu malam!
Piezime. Dalas var bUt pagrieztas vai apmestas otradi attieciba viena pret otru. Divas figlras sauc par vienadam,
ja tas var uzlikt vienu uz otras ta, ka abas figliras pilnigi sakrit.

1. att.

Atrisinajums. Der jebkurs no 2. att. dotajiem sadalijjumiem.

2. att.
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5.4.

5.5.

Paradi vienu pieméru, kadi naturali skaitli var bat ierakstiti burtu vieta, lai katru tris péc kartas esosu skait|u
summa batu 20.

7,a,b,c,d,e, f,9
Atrisinajums. Ir viens vienigs veids, ka ierakstit skaitlus: 7; 9; 4; 7; 9; 4; 7; 9. Redzams, ka katri tris péc kartas
esosi skaitliir 7, 9, 4, kaut kada seciba, to summa ir 20.
Piezime. Skait|us var palidzét atrast talak aprakstitie spriedumi. No ta, ka a4+ b+ c =b + c + d izriet, ka
a = d, tatad skaitli, kas atrodas 3 pozicijas atstatu ir vienadi. Tatad 7 =c = f una = d = 9, visbeidzot b = e
un to vertibu var atrast, izmantojot to, kaa + b + ¢ = 20.
Divi spéléetaji péc kartas nem konfektes no konfeksu kaudzes. Katra gajiena japanem vismaz viena, bet ne vairak
ka septinas konfektes. Uzvar tas spélétajs, kur$ panem pédéjo konfekti. Kurs no spélétajiem (pirmais vai otrais)
vienmeér var uzvarét (neatkarigi no pretinieka gajieniem), ja sakuma konfeksu kaudzé ir a) 64 konfektes, b) 2018
konfektes?
Atrisinajums. Pamatosim, ka a) gadijuma vienmér var uzvarét otrais spélétajs, bet b) gadijuma — pirmais
spelétajs.
Vienmeér var uzvarét tas spélétajs, péc kura gajiena atlikusais konfeksu skaits dalas ar 8. Ja konfeksu skaits dalas
ar 8 un pretinieks sava gajiena panem n konfektes (n = 1, 2, 3,4,5, 6 vai 7), tad, péc vina panemot (8 —n)
konfektes (tas ir, attiecigi 7, 6, 5, 4, 3, 2 vai 1 konfekti), konfeksu skaits samazinas par 8 un atlikusais konfeksu
skaits atkal dalas ar 8. Ta turpinot, tas ir, péc katriem diviem gajieniem (viens gajiens katram spélétajam)
samazinot konfeksu skaitu par 8, var noteikti panemt pédéjo konfekti, tas ir, nodrosinat, ka péc sava gajiena
paliek 0 konfektes.
Ta ka 64 dalas ar 8, tad a) gadijuma vienmér var uzvarét otrais spélétajs, jo vins varés nodrosinat, ka péc vina
gajiena paliek 56, 48, ..., 16, 8, 0 konfektes, bet 2018 nedalas ar 8, tapéc b) gadijuma vienmér var uzvarét pirmais
spélétajs, pirmaja gajiena vinam janem 2 konfektes (lai atlikusais skaits 2016 dalttos ar 8) un tad talak jarikojas
atbilstosi ieprieks aprakstitajai shemai.

6.1.

6.2.

6. klase

Paradi vienu pieméru, kadus naturalus skaitlus var ierakstit burtu a, b, c vieta, lai ir patiesa vienadiba
1 1 1 4

a b ¢ 5
Atrisinajums. Der jebkurs no variantiem:

1 1 10 5 1 16

T207207207207 2
1 5 2 1

27510 10 10 10 10 5

Koru finalskaté piedalijas desmit zénu kori, kopa 291 dalibnieks. Katrs dalibnieks dzied tiesi viena kor.

a) Vai noteikti ir tads koris, kura ir tiesi 20 dalibnieki?

b) Vai var gadities, ka ir tads koris, kura ir tieSi 32 dalibnieki?

c) Vai var apgalvot, ka ir tiesi viens tads koris, kura ir vismaz 30 dalibnieki?

d) Vai noteikti ir tads koris, kura ir vismaz 30 dalibnieki?

Atrisinajums

a) Ne, pieméram, varétu gadities, ka viena korf ir tiesi 30 dalibnieki, bet paréjos devinos koros — katra pa 29

daltbniekiem.

b) Ja, pieméram, viena korT ir tiesi 32 dalibnieki, viena — 19 dalibnieki, bet paréjos astonos — pa 30 dalibniekiem.

c) Ng, pieméram, varétu gadities, ka devinos koros ir pa 30 dalibniekiem, bet pédéja kori — 21 dalibnieks.

d) J3, noteikti. Ja katra korT bdtu ne vairak ka 29 dalibnieki, tad pavisam kopa finalskaté bitu piedalijusies ne

vairak ka 29 - 10 = 290 dalbnieki, bet ta ir pretruna ar doto, ka piedalijas 291 dalibnieks. Tatad noteikti ir tads

koris, kura ir vismaz 30 dalibnieki. (Izmantots Dirihlé princips.)

+1 4
2 4 -5’
1 1 4

@ o
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6.3.

6.4.

6.5.

Vai taisnstdri ar izmériem 6 X 8 ratinas var parklat ar a) divam 3. att. dotajam figliram un 20 figlram, kadas
dotas 4. att.; b) vienu 3. att. doto figliru un 22 figiram, kadas dotas 4. att.? Figliras drikst pagriezt.

I | [T]

3. att. 4. att.

Atrisinajums. a) J3, var, pieméram, skat., 5. att.
I

al

5. att.

b) NE, prasito izdarit nevar. lekrasosim doto taisnstdri ka Saha galdinu (skat. 6. att.). Lai kur novietotu 4. att.
figlru, ta vienmeér parklas tiesi vienu melnu rdtinu, tatad 22 tadas figlras kopa parklas tiesi 22 melnas ratinas.
Ar vienu 3. att. figlru var parklat vai nu tiesi 3 melnas, vai tiesi 1 melnu ritinu (skat. 7. att.), tatad kopa ar visam
dotajam figliram bds parklatas 23 vai 25 melnas ritinas, bet taisnstart ir 24 melnas ratinas. Lidz ar to taisnstari
ar dotajam figuram parklat nav iespéjams.

"u J5'S

6. att. 7. att.

Divciparu skait]a sakuma un beigas pierakstija ciparu 1. leguva Cetrciparu skaitli, kas ir 23 reizes lielaks neka
sakotnéjais divciparu skaitlis. Kads bija sakotnéjais divciparu skaitlis? Atrodi visus derigos divciparu skait/us un
pamato, ka citu nav!
1. atrisinajums. Apziméjam doto divciparu skaitli ar ab. Tad jabat patiesai vienadibai 23 - ab = 1abl. Lai
reizinajuma pédéjais cipars biitu 1, vieniga iespéja, ka b = 7. legiistam 23 - a7 = 1a71. levérojam, ka a > 3, jo
23 - 37 = 851, kas nav Cetrciparu skaitlis. Parbaudam paréjas iespéjamas cipara a vértibas:

e jaa=4,tad23-47 = 1081 — neder;

e jaa=5,tad 2357 = 1311 — neder;

e jaa=6,tad 2367 = 1541 — neder;

e jaa=7,tad23-77 =1771—der;

e jaa =8,tad23-87 = 2001 —neder, lidz ar to neder aria = 9, jo tad reizinajuma pirmais cipars nav 1.
Tatad vienigais derigais divciparu skaitlis ir 77.

2. atrisindjums. Apziméjam doto divciparu skaitli ar ab. Tad jabat patiesai vienadibai 23 - ab = 1abl. Lai
reizinajuma pédéjais cipars bitu 1, vieniga iespéja, ka b = 7. leglistam 23 - a7 = 1a71, ko var parrakstit form3
23+ (10a + 7) = 1000 + 100a + 71;
230a + 161 = 1071 + 100aq;
130a = 910;
a=7

Tatad vienigais derigais divciparu skaitlis ir 77.

Divi spélétaji péc kartas nem konfektes no konfeksu kaudzes. Katra gajiena japanem vismaz viena, bet ne vairak
ka septinas konfektes. Zaudé tas spélétajs, kuram janem pédéja konfekte. Kurs no spélétajiem (pirmais vai
otrais) vienmér var uzvarét (neatkarigi no pretinieka gajieniem), ja sakuma konfeksu kaudzeé ir a) 81 konfekte,
b) 2018 konfektes?

Atrisinajums. Pamatosim, ka a) gadijuma vienmér var uzvarét otrais spélétajs, bet b) gadijuma — pirmais
spéléetajs.

Vienmeér var uzvarét tas spélétajs, péc kura gajiena atlikuais konfeksu skaits, dalot ar 8, dod atlikuma 1. Ja
konfeksu skaits, dalot ar 8, dod atlikuma 1 un pretinieks sava gajiena panem n konfektes (n = 1, 2, 3,4, 5, 6 vai
7), tad, péc vina panemot (8 — n) konfektes (tas ir, attiecigi 7, 6, 5, 4, 3, 2 vai 1 konfekti), konfekSu skaits
samazinas par 8 un atlikusais konfeksu skaits atkal, dalot ar 8, dod atlikuma 1. Ta turpinot, tas ir, péc katriem
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diviem gajieniem (viens gajiens katram spélétajam) samazinot konfeksu skaitu par 8, spélétajs noteikti atstas
pretiniekam tiesi 1 konfekti un lidz ar to nodrosinas sev uzvaru.

Ta ka 81, dalot ar 8, dod atlikuma 1, tad a) gadijuma vienmeér var uzvarét otrais spélétajs, jo vins varés nodrosinat,
ka péc vina gajiena paliek 73, 65, ..., 17, 9, 1 konfekte, bet 2018, dalot ar 8, dod atlikuma 2, tapéc b) gadijuma
vienmeér var uzvarét pirmais spélétajs, pirmaja gajiena vinam janem 1 konfekte (lai atlikusais skaits 2017, dalot
ar 8, dotu atlikuma 1) un tad talak jarikojas atbilstosi ieprieks aprakstitajai shémai.

7.1.

7.2.

7.3.

7. klase

Cetrstavu majai ir vairak neka 200 logu. Zinams, ka pirmaja stava ir nepara skaits logu, bet katra no nakamiem
staviem to ir tieSi par diviem mazak neka stavu zemak. Kads mazakais logu skaits var bat Sis majas ceturtaja
stava?
Atrisinajums. Ar x apziméjam logu skaitu ceturtaja stava. Tad kopéjais logu skaits ir
x+x+2)+(x+4)+ (x+6)>200;
4x + 12 > 200;
4x > 188;
x > 47
Lidz ar to mazakais iespéjamais logu skaits 4. stava ir 49.
Maisina bija 10 sarkanas, 10 dzeltenas un 10 zalas lentes. Tautas deju kolektiva astonas meitenes katra izvéléjas
vienu lenti no 1 maisina.
a) Vai var apgalvot, ka tieSi Cetras meitenes izvél€jas vienadas krasas lentes?
b) Vai noteikti ir vismaz tris meitenes, kas izvéléjas vienadas krasas lentes?
¢) Kads mazakais skaits lensu bidtu jaiznem no maisina, lai varétu apgalvot, ka vismaz ¢etras no tam ir viena
krasa?
Atrisinajums
a) N&, pieméram, varétu gadities, ka 1 meitene izvéléjas sarkanu lenti, 1 meitene — dzeltenu lenti un
6 meitenes — zalu lenti.
b) J3, noteikti. Ja katras krasas lenti bdtu izvélejusas ne vairak ka 2 meitenes, tad kopa bitu ne vairak ka
2 - 3 = 6 meitenes, bet ta ir pretruna ar doto, ka lentes izvéléjas 8 meitenes. Tatad noteikti ir vismaz 3 meitenes,
kas izvéléjas vienas krasas lenti. (Izmantots Dirihlé princips.)
c) Ar devinam (vai mazak) lentém nepietiktu, jo tad varétu gadities, ka no katras krasas ir pa 3 lentém (vai mazak).
Tatad, ja no maisina iznemtu 10 lentes, tad péc Dirihlé principa noteikti vismaz Cetras no tam b{tu viena krasa.
Aprékinat «BCD + <DEF + «FGH (skat. 8. att.), ja AB||GH, <ABC = 120°, «CDE = 90° un <EFG = 60°.

' G

>

@»

e ———

—

=

| M

A F H
8. att. 9. att.

Atrisinajums. Novelkam taisnei AB paralélas taisnes caur punktiem C,D,E un F (skat. 9. att.). Ta ka iekSéjo
vienpuslenku summa pie paralélam taisnéem ir 180° tad <BCK = 180°— 120° = 60°. Apziméjam
ACDL = a,4KEFN = (3. levérojam, ka <LDE = 90° — a un <NFG = 60° — . Ta ka iek3gjie Skérslenki pie
paralélam taisném ir vienadi, tad <KCD = <CDL = a, SMEF = <EFN = 8, ¥DEM = «LDE = 90° — a un
AFGH = <NFG = 60° — (. Lidz ar to
ABCD + ¥<DEF + ¥FGH = <BCK + ¥KCD + <DEM + <MEF + ¥FGH =
=60°+a+90°—a+f+60°—-p =210°
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7.4.

7.5.

Dots, ka piecciparu skaitlis achba dalasar 11una > b > c. Pieradtt, ka var atrast tris citus piecciparu skaitjus,
kas dalas ar 11, ir lielaki neka achba un veidoti, samainot vietam sakotnéja skaitla ciparus!
1. atrisinajums. Parrakstam doto skaitli forma

acbba = 10000a + 1000¢ + 100b + 10b + a = 9999a + 2a + 1001c — ¢ + 110b;

acbha =11-99a+11-91c+11-10b + 2a —c
Ta ka pedejas vienadibas kreisa puse dalas ar 11, tad ar1 vienadibas labajai pusei ir jadalas ar 11. Labas puses
pirmie tris saskaitamie dalas ar 11, tatad ari (2a — ¢) dalas ar 11.

Aplikojam skaitlus acabb, abbca un abacb. Tie visi ir lielaki neka dotais skaitlis (jo a > b > c) un tie dalas ar
11, jo skaitli
e qacabb var izteikt forma
acabb = 10100a + 1000c + 11b = 10098a + 1001c + 11b+ 2a —c =
=11-918a+11-91c+ 11b+ (2a—¢c)
kur katrs saskaitamais dalas ar 11;
e abbca var izteikt forma
abbca = 10001a + 1100b + 10c = 9999a + 1100b + 11c + 2a — c =
=11-909a+ 11-100b + 11c+ (2a—c¢)
kur katrs saskaitamais dalas ar 11;
e abach var izteikt forma
abacb = 10100a + 1001b + 10c = 10098a + 1001b + 11c + 2a —c =
=11-918a+11-91b+ 11c+ (2a —¢)
kur katrs saskaitamais dalas ar 11.
2. atrisinajums. Skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu summas, kas atrodas nepara pozicijas, un ciparu summas, kas
atrodas para pozicijas, starpiba dalas ar 11. Dotais skaitlis dalas ar 11, tapéc (a +b+a)—(c+b) =2a—c
dalas ar 11.

Aplikojam skaitlus acabb, abbca un abacb. Tie visi ir lielaki neka dotais skaitlis (jo a > b > c) un tie dalas ar
11, jo ciparu summas, kas atrodas nepara pozicijas, un ciparu summas, kas atrodas para pozicijas, starpiba ir
2a — c, kas dalas ar 11.

Visi naturalie skaitli no 1 Iidz 16 ierakstiti tabulas (skat. 10. att.) rQtinas, katra rGtina tiesi viens skaitlis. Visas
tabulas rindas, kolonnas un uz abam galvenajam diagonalém ritinas ierakstito skaitlu summas ir vienadas.
Pieradit, ka iekrasotajas ratinas ierakstito skaitlu summa ir 34.

10. att.
Atrisinajums. Ta ka rindas ierakstito skaitlu summas ir vienadas, tad katra rinda ierakstito skaitlu summa ir

1+2+3+4+54+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15+16

=217 =34
4

lekrasotajas ratinas ierakstito skaitlu summu apziméjam ar S, otraja un tresaja rinda ierakstito skaitlu summu,
pirmaja un ceturtaja kolonna ierakstito skaitlu summu un abas galvenajas diagonalés ierakstito skaitlu summu
apziméjam attiecigi ar R,, R3, K1, K4, D1, D5.

Taka D, =D, = R, = R; = Ky = K, = 34, tad (skat. 11. att.)

1 1
SZE(D1+D2+R2+R3_K1_K4)=§'68:34‘

X

11. att.
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8. klase

8.1. Zinams, ka a ir tads reals skaitlis, ka a +£ = 3. Aprékinat a) a® + % +2;b)a* + %

(a+%)2 =32=9,

Atrisinajums. a) Redzams, ka a? + % +2=a’*+2-a- % + %

b) No a) gadijuma izriet, ka a® + % = 7. Lidz ar to ieglistam, ka
2
a4+%=a4+2-a2-%+%—2=(a2+%> —2=49-2=47

8.2. Maisina ir sarkanas, dzeltenas un zalas lentes. Katra no meitenu kora 29 dalibniecém izvélgjas tiesi tris no Sim
lentém (ne obligati dazadas krasas).
a) Vai noteikti ir tads lensu krasu komplekts, ko izvéléjas tiesi divas meitenes?
b) Vai noteikti ir tads lensu krasu komplekts, ko izveéléjas vismaz tris meitenes?
c) Kads mazakais skaits no dalibniecém jaizvélas, lai starp tam noteikti bGtu tris meitenes, kas izvéléjas vienu un
to pasu lensu krasu komplektu?
Atrisinajums. levérojam, ka iespéjami 10 dazadi lensu krasu komplekti:

1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9. | 10.
Sarkana 3 0 0 2 2 1 0 1 0 1
Dzeltena 0 3 0 1 0 2 2 0 1 1
Zala 0 0 3 0 1 0 1 2 2 1

a) N&, pieméram, varétu gadities, ka pirmo komplektu izvélas 4 meitenes, otro komplektu — 1 meitene, bet
paréjos astonus komplektus — pa 3 meiteném.
b) Ja, noteikti. Ja katru komplektu batu izvéléjusas ne vairak ka 2 meitenes, tad kopa bdtu ne vairak ka
2 -10 = 20 meitenes, bet ta ir pretruna ar doto, ka lentas izvéléjas 29 meitenes. Tatad noteikti ir vismaz 3
meitenes, kas izvéléjas vienu un to pasu lensu krasu komplektu. (Izmantots Dirihlé princips.)
c) Ja izvélétos 20 meitenes (vai mazak), tad varétu gadities, ka katru komplektu ir izvéléjusas 2 meitenes (vai
mazak). Tatad, ja izvélétos 21 meiteni, tad péc Dirihlé principa noteikti bdtu tris meitenes, kas izvéléjas vienu un
to pasu lensu krasu komplektu.

8.3. Dots trijstlris PQR, kura <PQR = 20° un <PRQ = 40°. No virsotnes P novilkta bisektrise krusto malu QR
punkta S, nogriezna PS garums ir 2. Par cik mala QR ir garaka neka PQ?
Atrisinajums. Ta ka PS ir lenka <QPR bisektrise un trijstira iek$éjo lenku summa ir 180° tad
JIRPS = «SPQ = %(180° — 20° — 40°) = 60° (skat. 12. att.).
No APSQ ieglistam, ka «PSQ = 180° — <PQR — «SPQ = 180° — 20° — 60° = 100°. Novelkam PT = 2, kur
T atrodas uz malas QR. Trijstlris TPS ir vienadsanu un <PST = «PTS = 80° un «TPS = 20°. Trijstdris RTP ir
vienadsanu, jo <PRQ = 40° un XRPT = 4RPS — «TPS = 60° — 20° = 40°. Tatad PT=TR = 2. Ta ka
LQTP = «TPQ = 80°, tad ar trijstris PQT ir vienadsanu un PQ = QT.
Esam ieguvusi, ka QR = QT + TR = PQ + 2 jeb mala QR ir par 2 garaka neka PQ.
Piezime. Uzdevumu var risinat ari, atliekot uz QR tadu punktu T, ka PQ = QT. Péc tam, spriezot [idzigi, ka dotaja
risinajuma, iegust vajadzigo.

12. att.
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8.4. Nocipariem1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, katru izmantojot vienu reizi, izveidoti tris trisciparu skaitli. Ar kadu lielako
nullu skaitu var beigties So tris skaitlu summa?
Atrisinajums. Lielakais nullu skaits ir 2. To var ieglt, pieméram, 195 4+ 762 + 843 = 1800.
Pieradisim, ka ar vairak ka 2 nullém skaitlu summa nevar beigties.
Ja izveidotos skait|us apzimé ar abc, def un ﬁ, tad to summa izsakama ka
S=(a+d+g9)-100+(b+e+h)-10+c+f+i=
=99@+d+g)+9b+e+h)+a+b+c+d+e+f+g+h+i
Nemot véra, ka visu izmantoto ciparu summa ir 45, ieglistam
S=99a+d+g)+9(b+e+h)+45
Tatad izveidoto skaitlu summa S dalas ar 9, jo katrs saskaitamais dalas ar 9.
Tris trisciparu skaitlu summa ir mazaka neka 3000, jo katrs saskaitamais ir mazaks neka 1000. Vienigie divi skaitli
ar tris nullém beigas, kas mazaki neka 3000, ir 1000 un 2000, kas nedalas ar 9. Tapéc summa S nevar beigties ar
tris nullém.
Piezime. Vajadzigo pieméru var atrast, piemekléjot ciparus, sakot ar skaitlu pédéjo ciparu.

8.5. Visi naturalie skaitli no 1 Iidz 16 ierakstiti tabulas (skat. 13. att.) rGtinas, katra ratina tiesi viens skaitlis. Visas
tabulas rindas, kolonnas un uz abam galvenajam diagonalém ritinas ierakstito skaitlu summas ir vienadas.
Pieradtt, ka iekrasotajas ratinas ierakstito skaitlu summa ir 34.

13. att.
Atrisinajums. Ta ka rindas ierakstito skaitlu summas ir vienadas, tad katra rinda ierakstito skaitlu summa ir
1+2+3+4-+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15+16_2 17 = 34
2 = =
lekrasotajas ratinas ierakstito skaitlu summu apziméjam ar S, otraja un tresaja rinda ierakstito skaitlu summu,
pirmaja un ceturtaja kolonna ierakstito skaitlu summu un abas galvenajas diagonalés ierakstito skaitju summu
apzimé€jam attiecigi ar R,, R3, K1, K4, D1, D5.
Té ké Dl - DZ - RZ - R3 - Kl == K4_ = 34, tad (Skat. 14. att.)
1 1
S=§(D1+D2+K1+K4_R2_R3) =E68=34
Y/
N A
e
\\
/ N
14. att.
9. klase
9.1. JaunieSi devas Cetru dienu pargajiena gar jiru. Pirmaja diena tie nogaja 30 km. Otraja diena tie ar jahtu nobrauca

20% no atlikusa cela. Tresaja diena jauniesi atkal gaja kajam, noejot 1,5 reizes lielaku attalumu neka vini brauca
ar jahtu. Ceturtaja diena atlikuso celu 1,5 stundas jauniesi veica ar kvadricikliem, kuru atrums ir 40 km/h. Cik
kilometru gars bija marsruts?

Atrisinajums. Atlikuso marsruta garumu, kas palicis, kad noieti pirmie 30 km, apziméjam ar x (skat. 15. att.). Tad
ar jahtu pa jaru jauniesi brauca 0,2x km, bet péc tam ar kajam gaja vél 1,5 - 0,2x = 0,3x km. Ar kvadricikliem
tie veica 1,5 - 40 = 60 km. leglstam vienadojumu 0,2x + 0,3x + 60 = x jeb x = 120. Tatad kopéjais marsruta
garums bijax + 30 = 120 + 30 = 150 kilometri.
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9.2.

9.3.

9.4.

30km 02z _ 0,3z _ 60 km

. o A A

15. att.

Skolas édnicas pusdienu piedavajuma ir divas dazadas zupas, divi dazadi pamatédieni un divi dazadi deserti.
Pusdienas aizgaja 30 vienas klases skoléni, no katra édienu veida (zupa, pamatédiens, deserts) katrs skoléns
izvéléjas ne vairak ka vienu édienu, pie tam nebija tada skoléna, kur$ neéda vispar neko. Vai noteikti ir divi
skoléni, kas pas(tija vienu un to pasu?

Atrisinajums. Pamatosim, ka noteikti ir divi tadi skoléni, kas pasdtija vienu un to pasu. levérojam, ka katra veida
édienu var vai nu neieklaut komplekta, vai izvéléties vienu no diviem ta veidiem, tatad katram édiena veidam ir
3 dazadas iespé€jas. Ta ka katrs skoléns izvéléjas vismaz vienu no piedavatajiem édieniem (neder variants, ka no
katra édiena veida neizvélas neko), tad ir iespéjams izveidot 3 -3 -3 — 1 = 26 dazadus pusdienu komplektus.
Ja katru no Siem komplektiem bitu izvél€jies ne vairak ka viens skoléns, tad pusdienas biitu aizgajusi ne vairak
ka 26 skoléni, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem. Tatad noteikti ir divi skoléni, kas pasutija vienu un
to pasu.

Piezime. Treknraksta izcelta teksta vieta var bat, pieméram, ari $ads spriedums: ta ka pusdienas aizgaja 30
skoléni un 30 > 26, tad péec Dirihlé principa noteikti ir divi skoléni, kas pasdtija vienu un to pasu.

Cetrstira ABCD malu AB un CD garumu summa ir vienada ar malas AD garumu. Lenku DAB un CDA bisektri$u
krustpunkts F atrodas uz malas BC. Pieradit, ka punkts F ir BC viduspunkts!

Atrisinajums. Taka AD = AB + CD, tad uz malas AD ir tads punkts E, ka AB = AE un ED = DC (skat. 16. att.).
levérojam, ka ABAF = AEAF péc pazimes m¥fm, jo AB = AE, <BAF = XEAF (bisektrises definicija) un
AF — kopiga mala, un AFED = AFCD péc pazimes mfm, jo XEDF = <CDF; ED = DC un DF — kopiga.
Vienados trijsturos atbilsto$as malas ir vienadas, tapéc BF = EF = CF. Tatad punkts F atrodas vienada
attadluma no B un C, Iidz ar to punkts F ir BC viduspunkts.

16. att.

Vai var atrast tadus veselus skaitlus x un y, ka 20x3 — 17y%2 + 1 = 2018?
1. atrisinajums. Pieradisim, ka tadus skait|us nevar atrast. Parveidojam doto vienadojumu:
20x3 —2000 = 17 + 17y%;
20(x3 —100) = 17(1 + y?).
levérojam, ka vienadojuma kreisa puse ir para skaitlis. Lai vienadiba bitu patiesa, ari vienadojuma labai pusei
jabat para skaitlim, lidz ar to y jabat nepara skaitlim. Nemot y = 2k + 1, kur k € Z, ieglistam
20(x3 —100) = 17(2 + 4k? + 4k).
Ta ka vienadibas kreisa puse dalas ar Cetri, bet laba puse nedalas, tad vienadojumam nav atrisinajuma veselos
skait]os.
2. atrisinajums. Pieradisim, ka tadus skaitlus nevar atrast. Parveidojam doto vienadojumu:
20x3 — 2000 = 17 + 17y?;
20(x3 —100) = 17(1 + y?).
levérojam, ka vienadojuma kreisa puse dalas ar 4.
Pamatosim, ka vienadojuma laba puse nedalas ar 4, tas ir, pamatosim, ka 1 + y2 nedalas ar 4. Apskatam, kadu
atlikumu var dot skaitlis 1 + yz, dalot ar 4:
e jaydalasar4, tasir,y = 4k, kurk € Z,tad 1 + y? = 1 + 16k?, kas nedalas ar 4;
e jay, dalot ar 4, dod atlikuma 1, tasir, y =4k + 1, kur k€ Z, tad 1+y? =1+ 16k*>+8k + 1 =
= 4(4k? + 2k) + 2, kas nedalas ar 4;
e jay, dalot ar 4, dod atlikuma 2, tasir, y =4k + 2, kurk € Z, tad 1 + y2 = 1 + 16k? + 16k + 4 =
= 4(4k? + 4k) + 5, kas nedalas ar 4;
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9.5.

e jay, dalot ar 4, dod atlikuma 3, tasir, y =4k + 3, kurk € Z, tad 1 + y2 = 1 + 16k? + 24k + 9 =
= 4(4k? + 6k) + 10, kas nedalas ar 4.
Ta ka vienadojuma kreisa puse dalas ar 4, bet laba nedalas, tad esam pieradijusi, ka nevar atrast tadus veselus
skaitlus x un y, lai pastavétu vienadiba.
Dota figlira, kuras laukums ir 24 ritinas (skat. 17. att.). Griezot pa ritinu linijam, ta sagriezta sesas vienlielas
dalas (katras dalas laukums ir 4 ratinas). Noteikt, kads ir mazakais iespéjamais griezuma liniju kopgarums,
pienemot, ka rGtinas malas garums ir viena vieniba!

17. att.

Atrisinajums. Dotas figlras perimetrs ir 26 vienibas. leglito seSu dalu perimetrus apziméjam ar
D1, P2, P3» Pa» Ps» Pe Un aplikojam summu p; + p, + p3 + ps + Ps + pe. Saja summa katrs griezuma posms ir
ieskaitits divas reizes, bet katras dalas armalas posms — vienu reizi. Tad griezuma Iiniju kopgarumu var izteikt ka
%(pl + py +p3 +py + ps +pe — 26). Tatad nepiecieSsams minimizét ieglto seSu dalu perimetru summu.
Pavisam ir piecas dazadas figliras, kas sastav no ¢etram rltinam (skat. 18. att.). Visam figiram, iznemot 2 X 2
kvadratu, perimetrs ir 10 vienibas, bet kvadrata perimetrs ir 8 vienibas. Pamatosim, ka no dotas figliras var
izgriezt ne vairak ka divus 2 X 2 kvadratus. Kvadrats 2 X 2 var atrasties tikai tajas vietas, kur kada no kvadrata
ratinam atrodas “X” (skat. 19. att.). Ja kvadratu novieto citas vietas, tad tas atSke| vienu atsevisku ratinu. Tatad
no dotas figliras var izgriezt ne vairak ka divus 2 X 2 kvadratus. Lidz ar to mazakais iespéjamais griezuma Iiniju
kopgarumsir (2-8 + 4-10 — 26): 2 = 15, to var iegit, pieméram, ka paradits 20. att.

| [ ] X

18. att. 19. att. 20. att.
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10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10. klase

Uz gara balka 600 cm attaluma viens no otra atrodas gliemezis un skudra. Ja tie parvietotos viens otram pret,
tad tie sastaptos péc 5 mindtém. Ja tie kustétos viena virziena ar tiem pasiem atrumiem, tad skudra panaktu
gliemezi péc 20 mindtém. Noteikt, cik centimetrus minate veic skudra un cik — gliemezis!
Atrisinajums. Skudras atrumu apziméjam ar x un gliemeZa — ar y. Tad ieglistam vienadojumu sistému
5x + 5y =600 . x+y =120

{20x= 20y + 600 1P {x—yz 30
Saskaitot pédéjas sistémas vienadojumus, ieglistam 2x = 150 jeb x = 75 cm/min uny = 45 cm/min.
Skolas édnicas pusdienu piedavajuma ir divas dazadas zupas, divi dazadi pamatédieni un divi dazadi deserti.
Pusdienas aizgaja 200 skoléni, no katra édienu veida (zupa, pamatédiens, deserts) katrs skoléns izvéléjas ne
vairak ka vienu édienu, pie tam nebija tada skoléna, kurs neéda vispar neko. Kads ir lielakais skaits skolénu, kas
noteikti pasdtija vienu un to pasu?
Atrisinajums. Pamatosim, ka lielakais skolénu skaits, kas noteikti pasatija vienu un to pasu, ir 8. levérojam, ka
katra veida edienu var vai nu neieklaut komplekt3, vai izvéléties vienu no diviem ta veidiem, tatad katram édiena
veidam ir 3 dazadas iespéjas. Ta ka katrs skoléns izvéléjas vismaz vienu no piedavatajiem édieniem (neder
variants, ka no katra édiena veida neizvélas neko), tad ir iespéjams izveidot 3 - 3 - 3 — 1 = 26 daZadus pusdienu
komplektus. Ja katru no Siem komplektiem biitu izvéléjusies ne vairak ka 7 skoléni, tad pusdienas bitu
aizgajusi ne vairak ka 7 - 26 = 182 skoléni, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem. Tatad noteikti ir 8
skoléni, kas pasitija vienu un to pasu. Nevar apgalvot, ka vairak ka 8 skoléni pasutija vienu un to pasu, jo ir
iespéjams, ka pirmos 18 no 26 dazadajiem pusdienu komplektiem izvéléjas pa 8 skoléniem un atlikusos 8
pusdienu komplektus — pa 7 skoléniem (tasir, 18-8 + 8- 7 = 200).
Piezime. Treknraksta izcelta teksta vieta var bit, pieméram, ari $ads spriedums: ta ka skolénu skaits ir
200 = 7 - 26 + 18, tad péc Dirihlé principa noteikti ir 8 skoléni, kas pasitija vienu un to pasu.
Punkts K ir kvadrata ABCD malas AB viduspunkts. Uz diagonales AC atlikts tads punkts L, ka AL : LC =3 :1.
Pieradit, ka <KLD = 90°.
Atrisinajums. No punkta L pret malam AB un AD novelkam attiecigi perpendikulus LF un LE (skat. 21. att.).
Simetrijas dé] LF = LE. Ta ka AL:LC =3:1, tad péc Talesa teorémas ED = BF =iAB. Lidz ar to

FK = BK — BF = %AB - iAB = iAB un FK = ED. Tatad ALFK = ALED péc pazimes mfm un

«FLK = XELD ka atbilstosie lenki vienados trijstlros. levérojam, ka
IKLD = <KLE + <ELD = <KLE + <FLK = <FLE = 90°.
B C
L
2 IO— ;
K i
=
A = D
21. att.

Piezime. legut prasito var ari aprékinot, ka KD = /%a un KL =LD = /%a, kur a — kvadrata malas garums, un

izmantojot Pitagora teorémas apgriezto teorému.
No cipariem 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, katru izmantojot divas reizes, izveidoti tris seSciparu skait)i. Ar kadu lielako
nullu skaitu var beigties tris izveidoto skaitlJu summa?
Atrisinajums. Lielakais nul]u skaits ir 5. To var iegiit, pieméram, 257899 + 327686 + 314415 = 900000.
Pieradisim, ka ar vairak ka 5 nullém skaitlu summa nevar beigties.
Ja izveidotos skaitlus apzimé ar G;a,a3a,as0g, by b,b3bsbsbg un €1C,C3C4C=Cq, tad to summa izsakama ka
S=(a;+by+c;) 10°+ (a, + by +c;) - 10* + (az + by + ¢3) - 103 + (a4 + by +c4) - 10 +
+(as+ bs +¢c5) 10+ (ag + bg + c4)
Nemot véra, ka visu izmantoto ciparu summa ir 45 - 2 = 90, ieglistam
S$ =99999(a, + by + ¢;) +9999(a, + b, + c;) +999(as + by + ¢c3) +99(a, + by + ¢c,) +9(as + bs +
+es)+(a+by+ci+ay+by+cy+az+bs+c3+a,+by+cy+as+bs+cs+ag+ bg+cg) =
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=99999(a; + by +¢1) +9999(a, + b, + ¢;) +999(az + b3 + c3) +99(ay + by + ¢c4) +
+9(as + bs + ¢c5) + 90

Tatad izveidoto skaitlu summa S dalas ar 9.
Tris seSciparu skaitlu summa ir mazaka neka 3 000 000, jo katrs saskaitamais ir mazaks neka 1 000 000. Vienigie
divi skaitli ar seSam nullém beigas, kas mazaki neka 3 000 000, ir 1 000 000 un 2 000 000, kas nedalas ar 9. Tapéc
summa S nevar beigties ar seSam nullém.
Piezimes. 1) Der ari 493862 + 511382 + 794756 = 1800000 un 921478 + 925176 4+ 853346 = 2700000.
2) Vajadzigo pieméru var atrast, piemekléjot ciparus, sakot ar skaitlu pédéjo ciparu.

10.5. Dota figlira, kuras laukums ir 28 riitinas (skat. 22. att.). GrieZot pa ratinu linijam, ta sagriezta septinas vienlielas
dalas (katras dalas laukums ir 4 ritinas). Noteikt, kads ir mazakais iesp&jamais griezuma liniju kopgarums,
pienemot, ka ratinas malas garums ir viena vieniba!

22. att.

Atrisinajums. Dotas figliras perimetrs ir 26 vienibas. leglto septinu dalu perimetrus apziméjam ar
D1, D2, D3, P4 Ps» P, P7 Un aplikojam summu p; + p, + p3 + ps + Ps + P + p7. Saja summa katrs griezuma
posms ir ieskaitits divas reizes, bet katras dalas armalas posms — vienu reizi. Tad griezuma liniju kopgarumu var
izteikt ka %(pl + py +p3 + Py + ps + pe + p; — 26). Tatad jacensas minimizét ieglto septinu daju perimetru
summu. Pavisam ir piecas daZzadas figlras, kas sastav no ¢etram rltinam (skat. 23. att.). Visam figliram, iznemot
2 X 2 kvadratu, perimetrs ir 10 vienibas, bet kvadrata perimetrs ir 8 vienibas.

Pamatosim, ka dotaja laukuma iespéjams izvietot ne vairak ka cetrus 2 X 2 kvadratus. Katrs 2 X 2 rGtinu
kvadrats satur vienu ritinu, kas atziméta ar burtu (skat. 24. att.), tapéc no dotas figliras nevar izgriezt vairak ka
piecus kvadratus. Pienemsim, ka viens no kvadratiem satur ratinu “C”. Ja “C” ir 2 X 2 kvadrata apakséjas rindas
kvadrata augséjas rindas ritina, tad, izgrieZot kvadratus, kas satur “A” vai “B”, tiktu norobeZots divu ratinu liels
laukums. Tatad no dotas figliras var izgriezt ne vairak ka cetrus 2 X 2 kvadratus.

Lidz ar to mazakais iesp&jamais griezuma liniju kopgarums ir (4-8+3-10 — 26):2 = 18, to var iegt,
pieméram, ka paradits 25. att.

A B
] ] C
| [ ]
| D E
|
23. att. 24. att. 25. att.
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11. klase

11.1. Spidolai ir 482 bildes un divi vienadi fotoalbumi. Pirma albuma katra lapa vina ieliméja tiesi 21 bildi. Ja otra
albuma katra lapa vina ielimétu tiesi 19 bildes, tad lapu pietriktu, savukart, ja katra lapa vina ielimétu tiesi 23
bildes, tad vismaz viena lapa paliktu tuksa. Cik lapu ir fotoalbuma?

Atrisinajums. Apziméjam ar x lapu skaitu katra fotoalbuma. Tad bilzu skaits, kas Spidolai jaiellmé otraja
fotoalbuma, ir (482 — 21x). leglistam nevienadibu sistému:

482 2

{ 19x<482-21x x <o =1245
23(x—1) 2482 —21x ' ) _so5_ 2
T 44 44

Ta ka lapu skaits ir naturals skaitlis, tad fotoalbuma ir 12 lapas.
Piezime. Ja sistémas otra nevienadiba ir 23x > 482 — 21x, tad ieglst, ka x = 11 vai x = 12, bet vértiba
x = 11 neder, jo tad albuma nepaliek vismaz viena tuksa lapa.
11.2. Sporta zalé trenéjas 32 cilvéki, kuri visi ir vismaz 21 gadu veci. Pieradit, ka no Siem cilvékiem var atrast divus
tadus, kuriem ir vairak neka 30 gadi vai 4 tadus, kuru gadu skaits ir vienads!
1. atrisinajums. Pienemam pretéjo tam, kas japierada, tas ir, nav divu cilvéku, kuriem ir vairak ka 30 gadi un nav
Cetru cilvéku, kuriem ir vienads gadu skaits. Sadalam cilvékus grupas péc to gadu skaita:
{21};{22};{23}; ...; {29}; {30}; {vairak neka 30}. Tad pirmajas 10 grupas katra ir ne vairak ka 3 cilvéki un
pédéja — ne vairak ka viens cilveks. Tatad sporta zalé nav vairak ka 3-10 + 1 = 31 cilveks — pretruna. Tatad
pienémums ir aplams un esam pieradijusi, ka var atrast divus tadus cilvékus, kuriem ir vairak neka 30 gadi vai 4
tadus, kuru gadu skaits ir vienads.
2. atrisinajums. Sadalam cilvékus grupas péc to gadu skaita: {21}; {22}; {23}; ...; {29}; {30}; {vairak neka 30}.
Ja pédéja grupa ir vismaz divi cilvéki, tad prasttais izpildas.
Ja pédeéja grupa ir mazak neka divi cilveki, tad pa atlikusajam grupam jasadala vismaz 31 cilvéks. Ta ka ir 10
grupas un vismaz 31 = 3 - 10 + 1 cilvéks, tad péc Dirihlé principa kada no §im grupam ir vismaz 4 cilvéki, tatad
tiem gadu skaits ir vienads.
11.3. Trapeces ABCD pamatu AB un CD garumu summa ir vienada ar sanu malas AD garumu. Pieradit, ka lenku DAB

un CDA bisektrises krustojas BC viduspunkta!
Atrisinajums. Bisektrisu krustpunktu apziméjam ar F. Ir japierada, ka F atrodas uz BC, un ari, ka FB = FC.
Pieradisim, ka FB =FC. Uz AD izvélamies tadu punktu E, ka FEA=AB, tad DE =DC
(jo AE + ED = AD = AB + DC). Tad AAEF = AABF péc pazimes mfm, jo <BAF = <EAF; AB = AE un
AF — kopiga un AEDF = ACDF péc pazimes mfm, jo <EDF = «CDF; ED = DC un DF — kopiga. Ta ka
vienados trijstlros attiecigas malas ir vienadas, tad BF = EF = CF. Tatad punkts F atrodas vienada attaluma
no B unC.
Atliek pieradit, ka F atrodas uz BC. Apskatot Cetrstirus ABFE un EFCD un izmantojot, ka Cetrstiira iek$éjo
lenku summa ir 360° un ka trapeces sanu malas pielenku summa ir 180°, ieglistam
IBFC = 4BFE + XEFC =

= (360° — «ABF — ¥BAE — <AEF )+ (360° — <FED — ¥EDC — «DCF) =

= 720° — (¥ABF + «DCF) — (XBAE + XEDC) — (XAEF + ¥FED) =

= 720°—-180° — 180° — 180° = 180°
Esam ieguvusi, ka <BFC ir izstiepts lenkis, Iidz ar to F atrodas uz BC.

A B

E

26. att.
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11.4.

11.5.

No cipariem 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, katru izmantojot divas reizes, izveidoja vienu septinciparu, vienu sesciparu un
vienu piecciparu skaitli. Ar kadu lielako nullu skaitu var beigties tris izveidoto skaitlu summa?

Atrisinajums. Lielakais nullu skaits ir 6. To var iegQt, pieméram, 8514789 + 421679 + 63532 = 9000000.
Pieradisim, ka ar vairak ka 6 nullém skaitlu summa nevar beigties.

lzveidotos skaitlus apziméjam ar @;a,a30,A50g07, by byb3bsbsbg UN T1C2C3C4Cs, tad to summa izsakama ka
S=a;-10%+ (ay + by) - 10° + (a3 + by + ¢;) - 10* + (ag + b3 + ¢3) - 103 + (as + by + ¢3) - 10 +
+(ag + bs + ¢,) - 10 + (a; + bg + cs5);
Nemot véra, ka visu izmantoto ciparu summa ir 45 - 2 = 90, ieglistam
S$ =999999a, + 99999(a, + b;) + 9999(as; + b, + ¢;) +999(ay + b; + c;) +99(as + by + c3) +
+9(ag+bs+cy)+(ay+bi+ci+a, +by+cy;+az+bs+c3+a,+by+cy+as+bs+cs+
+ag + bg +a; =
=999999a, + 99999(a, + b;) +9999(az + b, + ¢1) +999(ay + b3 +c;) +99(as + by +c3) +
+9(ag + bs + ¢,) +90.
Tatad visu izveidoto skaitJu summa dalas ar 9.
Septinciparu, seSciparu un piecciparu skait|u summa ir mazaka neka
10000000+ 1000000+ 100000 = 11100000 un vienigais skaitlis ar septinam nullém beigas, kas ir
mazaks neka 11 100 000, ir 10 000 000, kas nedalas ar 9. Tapéc summa S nevar beigties ar septinam nullém.
Piezime. Vajadzigo pieméru var atrast, piemekl€jot ciparus, sakot ar skaitlu pédéjo ciparu.
Pieradit, ka a*+ b*+ c* 4+ d* + a?b? + b?c? + c?d? + d?a® + a®c? + b%d? > 10abcd visiem redliem
skaitliema, b, ¢, d.
1. atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
a* + b* + c* + d* — 4abcd + (a®b? — 2abcd + c?d?) + (a?c? — 2abcd + b%d?) +
+(b?c? — 2abcd + d?a®) = 0
(a* —2a?b? + b*) + (c* — 2¢%d? + d*) + (2a®b? + 2c%d? — 4abcd) + (ab — cd)? + (ac — bd)? +
+(bc — da)?> >0
(a®> = b?)2 + (c?> = d?»)? + 2(ab — cd)? + (ab — cd)? + (ac — bd)? + (bc —da)* = 0
Ta ka katrs saskaitamais ir nenegativs, tad pédéja nevienadiba ir patiesa un ari dota nevienadiba ir patiesa.
2. atrisinajums. Izmantojot nevienadibu starp videéjo aritmeétisko un vidéjo geometrisko, novértéjam dotas
nevienadibas kreiso pusi:
a* +b* + c* + d* + a?b? + b%c? + c?d? + d*a? + a®c? + b?d? =
>10- 13/a4 vb4-ct-d4 - a?b?-b2¢c2 - c2d? - d2q? - a?c? - h2d2 =

=10- 1({/alo - p10.¢10. 410 = 10 - |abcd| = 10abcd

12.1.

12. klase

Divas sniega tiramas masinas, stradajot vienlaicigi, Stinu ciema ielas var notirit 4 h 12 min. Ja pirmas masinas
darba raZigumu palielinatu divas reizes, bet otra masina saktu stradat par 10 minGtém vélak neka pirma, tad
sniegu notiritu 2 h 30 min. Cik stundas sniegu Stnu ciema notiritu, ja stradatu tikai otra sniega tirama masina?

Atrisinajums. Apziméjam: x — tik stundas pirma masina notiritu sniegu, ja stradatu viena; y — tik stundas otra

masina notiritu sniegu, ja stradatu viena. Tad viena stunda pirma masina notiritu % no visa sniega un otra masina
notiritu % no visa sniega. Ta ka, stradajot vienlaicigi, abas masinas sniegu var notirit 4 h 12 min jeb 4,2 stundas,
ieglstam vienadojumu % + 472 =1.

Ja pirmas masinas darba raZigumu palielinatu divas reizes, tad ta viena stunda notiritu % no visa sniega. Ja otra

masina saktu stradat par 10 mindtém vélak neka pirma, tad ta batu stradajusi 2 h 20 min jeb g h. leglstam

o 225 3
vienadojumu —* % =1.

- .1 1 L S -
Apziméjot Z - aun 5 = b, ieglistam vienadojumu sisteému:
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42a+42b=1 2la+21b=5
{ sa+zb=1 ¢ {—21a —9,8b = —4,2
Saskaitot abus pédéjas sistemas vienadojumus, ieglistam 11,2b = 0,8 jeb b = % = 1—14. Tatady = % = 14. Lidz
ar to esam ieguvusi, ka otra sniega tirama masina sniegu Sinu ciema notiritu 14 stundas.
12.2. Pieradit, ka starp jebkuriem 78 trisciparu skaitliem var atrast Cetrus tadus skaitlus, kuru ciparu summas ir
vienadas!
Atrisinajums. Pavisam iesp&jamas 27 dazadas ciparu summas vértibas:

Ciparu summa | Trisciparu skaitli

1 100
2 101; 110; 200
26 899; 989; 998
27 999

levérojam, ka

1) ciparu summa 1 un 27 katra ir tikai vienam skaitlim (100 un 999),

2) ciparu summa 2 un 26 katra ir tikai tris skaitliem (101; 110; 200 un 899; 989; 998).
Tatad $ajas grupas vairak skaitlu nevar bit neatkarigi no ta, kurus 78 trisciparu skaitlus izvélamies. Pienemsim,
ka Sis Cetras grupas ir maksimali piepilditas — tajas kopa ievietoti 8 skaitli. Tad atlikusajas 23 grupas jaievieto
78 — 8 = 70 skaitli. Ja katra no Sim 23 grupam bitu ievietoti ne vairak ka 3 skaitli, tad kopa bitu izvietoti ne
vairak ka 3 - 23 = 69 skaitli — pretruna tam, ka pa grupam jaizvieto 70 skaitli. Lidz ar to noteikti ir tada grupa,
kura ir vismaz Cetri skaitli — tie art ir meklétie Cetri skaitli, kuru ciparu summas ir vienadas.
Piezime. Treknraksta izcelta teksta vieta var bat, pieméram, ari $ads spriedums: ta ka 70 = 3-23 + 1, tad péc
Dirihlé principa noteikti ir tada grupa, kura ir vismaz Cetri skaitli — tie arl ir meklétie Cetri skaitli, kuru ciparu
summas ir vienadas.

12.3. Trijsturi ABC ievilkta rinka linija pieskaras malai AB punkta D, bet malai AC punkta E. Lenku B un C bisektrises
krusto taisni DE attiecigi punktos M un N. Pieradit, ka punkti B, C, M un N atrodas uz vienas rinka Iinijas!
Atrisinajums. Ta ka CN un BM ir bisektrises, tad <ACN = <NCB = a un <ABM = <MBC = [ (skat. 27. att.).
No trijstira ABC ieglstam, ka <¥BAC = 180° — <xABC — ¥BCA = 180° — 2a — 2. Ta ka AE = AD ka
pieskaru nogriezni, kas vilkti no punkta 4, tad trijstlris EAD ir vienadsanu un <XADE = <AED = a + [.Ta ka
JAEN ir  trijstira  NEC  aréjais lenkis, tad <AEN =<ECN + <ENC, no  kurienes
IENC = <AEN —XECN =a+f —a = . Ta ka SMNC = <MBC = (3, tad ap cCetrsturi CMNB var apvilkt
rinka liniju, tas ir, punkti B, C, M un N atrodas uz vienas rinka linijas.

27. att.
Piezime. Risinajuma izmantota apgriezta teoréma par ievilktajiem lenkiem: ja ¢etrsttart ABCD ir spéka vienadiba
LABD = XACD, tad ap Cetrstiri var apvilkt rinka liniju.
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12.5.

Doti naturali skaitli a un b. Pieradit
a) ja20a + 18b dalas ar 7, tad 201a + 8b dalas ar 7;
b) ja201a + 8b dalas ar 7, tad 20a + 18b dalas ar 7.
Atrisinajums. a) Ja 20a + 18b dalas ar 7, tad ari 6a + 4b dalas ar 7, jo 20a + 18b = 14a + 14b + (6a + 4b).

Tas nozimé, kaari7 - 27a + 2(6a + 4b) = 201a + 8b dalas ar 7.
b) Ja 201a + 8b dalas ar 7, tad ari 201la+8b —7(28a + b) =5a+ b dalas ar 7. Tas nozimg, ka ari
18(5a + b) —7-10a = 20a + 18b dalas ar 7.
Vienadojuma ar veseliem koeficientiem x* 4+ bx% 4+ ¢ = 0 vienas saknes vértiba ir V20 —v/18. Atrast
vienadojuma koeficientus un paréjas tris saknes!
Atrisinajums. levérojam, ja x = V20 — V18, tad x2 = 38 — 124/10 > 0 un x* = 2884 — 912+/10.
levietojot doto sakni dotaja vienadojuma, ieglistam

2884 — 912v10 + b(38 — 12v10) + ¢ = 0; (*)

2884 + 38b + ¢ — 912v/10 — 12V10b = 0
Lai pastavétu vienadiba, iracionalajai un racionalajai dalai katrai atseviski jabat O, tas ir,

2884+38b+c=0
{—912\/1_ —12bV10 =0

Atrisinot ieglto vienadojumu sistému, ieglstam b = —% = —76unc = —2884 + 2888 = 4.

Tatad sakotnéjais vienadojums ir x* — 76x2 + 4 = 0.

Aplakojot (*), ievérojam, ka veiktie spriedumi un iegltais vienadojums nebUtu mainijies, ja iracionalas dalas
vértiba bitu ar pretéju zimi, tas ir, 2884 + 912v10 + b(38 + 12v10) + ¢ = 0, bet 3adu sakaribu var iegit, ja
x = /20 + V/18. No ka izriet, ka x = v/20 + v/18 ari ir dota vienadojuma sakne.

Nemot véra, ka (—x) ir dota vienadojuma sakne, ja x ir $T vienadojuma sakne, ieglistam, ka vienadojuma saknes

irxy =mi\/1_8unx3,4 = —/20 ++/18.
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