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5.1.

5.2.

- - - - S Y . . . e 1 .
Sakuma katra no divam tvertném bija 250 litri degvielas. No pirmas tvertnes vispirms izléja S degvielas un tad
T | e bl s . . _ T | - Y= .
pieléja S no tvertné atlikusas degvielas. Otraja tvertné vispirms pieléja klat - No tvertné esosa degvielas
R | S . - . . - -
daudzuma un tad izl€ja S No tvertné esosas degvielas. Cik litru degvielas tagad ir katra tvertné?

- . o . s 1 . . i, .
Atrisinajums. Vispirms no pirmas degvielas tvertnes izl€ja . 250 = 50 litrus degvielas un tvertné palika

250 — 50 = 200 litri degvielas. Péc tam pieléja
200 4+ 40 = 240 litri degvielas.

- . . S s 1 . . - - ..
Vispirms otraja degvielas tvertné ieléja E-ZSO=50 litrus degvielas, tatad tvertné bija

- 200 = 40 litrus degyvielas. Tatad pirmaja tvertné tagad ir

250 4+ 50 = 300 litri degvielas. Péc tam izl&ja

300 — 60 = 240 litri degvielas.

Dotas 15 péc aréja izskata vienadas monétas, bet visas to masas ir dazadas. K3, izmantojot sviras svarus bez
atsvariem, ar 21 svérsanu atrast gan pasu vieglako, gan pasu smagako monétu?

1. atrisinajums. Sadalam monétas septinos paros (viena monéta paliek bez para; apzimésim So monétu ar M).
Salidzinam katra para monétas — nosakam vieglako un smagako monétu katra pari. Péc katras svérsanas vieglako
monétu liekam viena kaudzite, bet smagako — otra kaudzité. Ta ka ir septini pari, tad ir veiktas 7 svérSanas (skat.
1. att.). Skaidrs, ka visvieglaka monéta jameklé starp vieglakajam monétam, bet vissmagaka — starp smagakajam.
Apskatam katru kaudziti atseviski.

No kaudzites, kura ir 7 vieglakas monétas, panemam divas un salidzinam tas, vieglako atstajam svaros un
salidzinam ar nakamo, atkal svaros atstajot vieglako. Ta turpinam, kameér visas atlikusas monétas no $is kaudzites
ir nosvertas. Pédéjas svérsanas vieglaka monéta ir pati vieglaka Saja kaudzité. Kopa tika veiktas 6 svérsanas.
Analogiski no kaudzites, kura ir 7 smagakas monétas, atrod pasu smagako monétu Saja kaudzité — svaros visu
laiku jaatstaj smagaka monéta, bet vieglaka jamet prom. Kopa tika veiktas 6 svérsanas.

Vel atliek noskaidrot, vai monéta M (monéta, kas pasa sakuma palika bez para) ir vieglaka neka atrasta vieglaka
monéta vai ari smagaka neka atrasta smagaka monéta. Tam nepiecieSamas ne vairak ka 2 svérsanas.
Tatadar7 + 6 + 6 + 2 = 21 svérSanu esam atradusi gan pasu vieglako, gan pasu smagako monétu.

vieglakas @@@@@@@
smagakas @@@@@@@

1. att.

- 300 = 60 litrus degvielas. Tatad otraja tvertné tagad ir

2. atrisinajums. Sakuma izveidojam 7 monétu parus (skat. 2. att.) un katra pari noskaidrojam, kura ir smagaka
monéta (1. karta; 7 svérsanas). Tad Sim septinam atrastajam monétam klat pievienojam vél nesvérto monétu
un izveidojam cetrus monétu parus. Katra pari atrodam smagako monétu (2. karta; 4 svérsanas). legltas Cetras
smagakas monétas atkal sadalam divos paros un ar 2 svérSanam (3. karta) atrodam smagako monétu katra parf.
Veicot vél vienu svérsanu (4. karta), esam atradusi vissmagako monétu no visam.

Vieglaka monéta jameklé no tam septinam monétam, kas “zaudéja” (t.i., bija vieglakas) pirmaja karta, un vél tas
monétas, kas pirmaja karta netika svérta. Lai no 8 monétam atrastu vieglako, nepiecieSamas 7 svérsanas,
pieméram, svaros katra svérsana jaatstaj vieglaka monéta, bet smagaka janoliek prom.

Tatad kopa nepiecieSama 7+ 4+ 2+ 1+ 7 = 21 svérsana.

2. att.



5.3.

5.4.

5.5.

Annina kvadrata 4 X 4 iekrasoja daZas pelékas ratinas ta, ka neveidojas neviens stiritis (skat. 3. att.), kam visas
ratinas ir pelékas. Ja Annina iekrasos vél jebkuru vienu ratinu, tad noteikti veidosies stdritis, kam visas ratinas ir
pelékas. Janttis, ievérojot tos pasus nosacijumus, iekrasoja ritinas cita kvadrata 4 X 4. Vai var gadities, ka Annina
iekrasoja mazak ratinu neka Janttis? Figlra stdritis var bat art pagriezta.

3. att.
Atrisinajums. Ja, var gadities, pieméram, ja Annina iekrasoja 7 ratinas ka paradits 4. att., bet Janitis iekrasoja 8
ratinas ka paradits 5. att.

4. att. 5. att.

Veikala par 28 uzlimém var sanemt masinu. Valentins ieradas veikala, kur pardeveéjs vinam iedeva tikpat uzlimes,
cik Valentinam jau bija, un tad vin$ 28 uzlimes samainija pret masinu. Nakamaja diena Valentins atkal ieradas
veikala, kur pardevéjs vinam iedeva tikpat uzlimes, cik Valentinam jau bija, un 28 vins samainija pret masinu.
Tas pats notika vél 2 reizes. Péc ceturtas reizes, kad Valentins bija veicis apmainu, vinam vél palika 12 uzlimes.
Cik uzlimes bija Valentinam pirms pirma veikala apmekl&juma? (Arpus 31 veikala Valentins uzlimes nesanem un
netére.)

Atrisinajums. Risinam So uzdevumu no beigam (skat. tabula).

4. reize 3. reize 2. reize 1. reize

Uzlimju skaits pirms

. 124+ 28 =40 20428 =48 24428 =52 26 4+ 28 = 54
apmainas
Uzlimju skaits, ejot uz l l l

. /48:2=24 /52:2:26 /54:2:27
veikalu

Tatad Valentinam pirms pirma veikala apmekléjuma bija 27 uzlimes.

Vaivarda NEAP]AUgAMAIS var aizvietot burtus ar cipariem ta, ka dazadus burtus aizstaj dazadi cipari (burti S

un S ir aizstati ar atskirigiem cipariem), bet vienadus — vienadi, turklat izveidotais skaitlis ir pirmskaitlis?

Atrisinajums. N&, nevar. Varda NEAPJAUSAMAIS izmantoti desmit atskirigi burti, tatad batu jaizmanto visi

desmit cipari. Tad NEAPJAUSAMAIS ciparu summa biitu
(N+E+A+P+]+U+S+M+1+S)+3-A=45+3"4,

kas dalas ar 3, Iidz ar to ari pats skaitlis dalitos ar 3. Vienigais pirmskaitlis, kas dalas ar 3, ir pats skaitlis 3, bet

dotais ir desmitciparu skaitlis, tatad tas nevar bt pirmskaitlis.

40:2 =120

6.1.

6.2.

Konkursa bija 90 jautajumu. Par katru pareizu atbildi var ieglt 3 punktus, par katru nepareizu atbildi tiek atnemts
1 punkts. Ja uz kadu jautajumu nav sniegta atbilde, tad par So jautajumu ir O punktu. Olafs konkursa ieguva 200
punktus un zinams, ka vins uz 10 jautajumiem atbildéja nepareizi. Uz cik jautajumiem Olafs nesniedza atbildi?
Atrisinajums. Ta ka Olafs uz 10 jautajumiem atbildéja nepareizi, tad par pareizajam atbildém kopéjais ieglto
punktu skaits tika samazinats par 10, tas ir, par pareizajam atbildem iegutais punktu skaits bija 200 + 10 = 210.
Ta ka par katru pareizu atbildi ieglist 3 punktus, tad Olafs pareizi atbildéja uz 210 : 3 = 70 jautajumiem. Tatad
Olafs nesniedza atbildi uz 90 — 10 — 70 = 10 jautajumiem.

Dotas 11 péc aréja izskata vienadas monétas, no kuram 10 ir istas, bet viena ir viltota. Istds monétas masa ir 12
grami, bet viltotas — 11 grami. Ka ar 3 svérSanam uz sviras svariem bez atsvariem atrast viltoto monétu?

1. atrisinajums. Katra svaru kausa ieliekam 5 monétas, vienu monétu atstajot mala.

(A) Ja svaru kausi ir lidzsvara, tad viltota monéta (11 g) ir ta, kas nebija uz svariem (skat. 6. att. (A)).

(B) Ja svaru kausi nav lidzsvara, tad viltota monéta atrodas uz “vieglaka” svaru kausa (skat. 6. att. (B)). Otraja

svérsana katra svaru kausa ieliekam 2 monétas no “vieglaka” kausa, vienu monétu atstajot mala.
o Jasvaru kausi ir lidzsvara, tad viltota monéta ir ta, kas Saja svérsana bija atlikta mala.
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o Jasvaru kausi nav lidzsvara, tad viltota monéta atrodas uz “vieglaka” svaru kausa. Tresaja svérsana

katra svaru kausa ieliekam pa vienai monétai no “vieglaka” kausa. Viltota monéta atrodas uz
“vieglaka” svaru kausa.

(A) (B)

6. att.

2. atrisinajums. Katra svaru kausa ieliekam 4 monétas, 3 monétas atstajot mala.
(A) Ja svaru kausi ir lidzsvara, tad viltota monéta ir kaudzité, kas nebija uz svariem (skat. 7. att. (A)). Otraja
svérsana katra svaru kausa liekam pa vienai monétai no Sis kaudzites, vienu monétu atstajot mala.
o Jasvaru kausi ir [idzsvara, tad viltota monéta ir ta, kas $aja svérSana bija atlikta mala.
o Jasvaru kausi nav lidzsvara, tad viltota monéta ir ta, kas atrodas “vieglakaja” svaru kausa.
(B) Ja svaru kausi nav lidzsvara, tad viltota monéta atrodas uz “vieglaka” svaru kausa (skat. 7. att. (B)). Otraja
svérsana katra svaru kausa ieliekam 2 monétas no “vieglaka” kausa. Svari noteikti nosvérsies. lzvélamies
tas divas monétas, kas atrodas “vieglakaja” kausa un tresaja svérsana tas salidzinam sava starpa. Viltota

monéta atradisies “vieglakaja” kausa.
(A) (B) .

7. att.

6.3. Vai taisnstdri ar izmériem a) 5 X 8, b) 5 X 12 ratinas var parklat ar 8. att. redzamajam figiram? Taisnstdrim
jabat pilniba parklatam. Figlras nedrikst iziet arpus taisnstira un nedrikst parklaties, tas drikst bt pagrieztas
vai apgrieztas spogulattéla.

[ ]

8. att.

Atrisinajums. a) J3, var, pieméram, skat. 9. att.

b) N€, nevar. lekrasosim doto taisnstdri joslas (skat. 10. att.), tad taisnstirT ir iekrasotas 30 (para skaitlis) melnas
un 30 (para skaitlis) baltas ratinas. Ja taisnstlri varétu parklat, tad tas batu parklats ar tiesi 60 : 4 = 15 figram.
Lai ka arT Saja kvadrata tiktu novietota dota figlra, ta parklas vai nu tiesi vienu melnu ratinu, vai tieSi 3 melnas
rdtinas (skat. 10. att.), tatad nepara skaita melnas ritinas. Tapéc ari 15 (nepara skaitlis) $adas figlras kopa var
parklat tikai nepara skaita melnas ratinas. Ta ka nepara skaitlis nevar bt vienads ar para skaitli — melno ratinu
skaitu visa taisnsturi, tad taisnstdri parklat nevar.

9. att. 10. att.

2018./2019. m.g. http://nms.lu.lv/ 3



6.4. Aizpildi doto kvadratu (skat. 11. att.), tuksajas riitinas ierakstot pa vienam naturalam skaitlim, t3, lai visi devini
skaitli ir daZzadi un visas rindas, visas kolonnas un abas diagonalés skaitlu summas biitu vienadas! (Pietiek paradrt
vienu veidu, ka to izdarit.)

Atrisinajums. Skait|u izkartojumu skat., pieméram, 12. att.
Piezime. Atrast atrisinajumu var palidzét talak aprakstitie spriedumi.
Visas rindas, kolonnas un diagonalés skaitlu summai jabat 10 + 6 + 2 = 18. Aplukojam augséjo rindu. Taja
trikst divu skaitlu, kuru summai jabt 8. Tie nevar bit 4 un 4 (jo visiem skaitliem jabGt dazadiem), ka art 6 un 2,
jo tie jau ir izmantoti, tatad atliek varianti 5 un 3 vai 7 un 1. Parbaudot pirmo variantu, nonakam pie dota
atrisinajuma, bet, parbaudot otro variantu, ieglst, ka vienam skaitlim jabat 0, kas neder, jo visiem skaitliem
jabat naturaliem.
Piezime. Atrisinajumu var iegut ka sekas no 3 X 3 magiska kvadrata, pieskaitot 1.

10 31105

6 8|6 |4

2 71219

11. att. 12. att.

6.5. Dots, ka LAl + SIS 4+ IR + LABS = 2019 un IR + IR = LAl Paradi vienu pieméru, kadi cipari var bt burtu
viet3s, lai dotas vienadibas batu patiesas un vienadus ciparus aizstatu vienadi burti, dazadus — dazadi (burti S un
S ir atskirigi).

Atrisinajums. Vienigais § uzdevuma atrisindjums ir L=1,A=2;1=6;S=5S=0;R=3;B =7, tad
ieglstam patiesas vienadibas 126 + 560 + 63 + 1270 = 2019 un 63 + 63 = 126.

Piezime. Atrast atrisinajumu var palidzet talak aprakstitie spriedumi.

Ta ka divu divciparu skaitlu summa ir trisciparu skaitlis, tas ir, IR + IR = LAI, tad vieniga iespéja, ka L = 1. No
Sis vienadibas izriet ari, ka I ir lielaks neka 4, turklat tam jabat para skaitlim. Tatad japarbauda iespéjamas
vértibas [ = 6 un [ = 8. levietojot $is vértibas vienadojuma LAI + SIS + IR + LABS = 2019, un &kirojot
dazados gadijumus, pakapeniski atrod R, 4, S un S vértibas. Dala no gadijumiem ir nederigi, jo dazadiem burtiem
atbilst vienadi cipari.

7.1. Doti tris vienadojumiax + b = 0, bx + ¢ = 0 un cx + a = 0. Neviens no koeficientiem a, b, ¢ nav 0.
a) Vai var gadities, ka tiesi diviem no Siem vienadojumiem saknes ir vienadas?
b) Vai noteikti vismaz vienam no Siem vienadojumiem ir negativa sakne?
Atrisinajums. a) J3, var. Pieméram, ja a =4, b =8, ¢ = 2, tad vienadojumi ir 4x+8 =10, 8x+2 =0 un
2x + 4 = 0 un to saknes attiecigiirx = =2, x = —0,25unx = —2.
b) Ja, noteikti. Doto vienadojumu saknes ir x = —Z, x = —% un x = —%. Saknu reizinajums ir
— Z . (— %) . (— %) = —1, tatad vismaz viena sakne ir negativa.

7.2. Dotas 14 péc aréja izskata vienadas monétas. Zinams, ka 13 monétu masas ir vienadas sava starpa, bet vienas

monétas masa ir citada. Ka ar divam svérSanam uz sviras svariem bez atsvariem noskaidrot, vai atskiriga monéta

ir vieglaka vai smagaka neka paréjas? (Pasu monétu atrast nav nepiecieSams.)

1. atrisinajums. Uzliekam uz katra svaru kausa 4 monétas, mala atstajot 6 monétas.

(A) Ja kausi ir lidzsvara, tad atskiriga monéta palikusi mala (skat. 13. att. (A)). Otraja svérsana salidzinam mala
palikusas 6 monétas ar jebkuram 6 jau svértajam (parastajam) monétam.
o Jasvarukauss ar 6 parastajam monétam nosveras uz leju, tad atskirigd monéta ir vieglaka neka paréjas.
o Ja svaru kauss ar 6 parastajam monétam nosveras uz augsu, tad atSkirigd monéta ir smagaka neka

paréjas.

(B) Ja pirmaja svérsana svari nav lidzsvara, tad atskirigd monéta ir atradusies uz svariem (skat. 13. att. (B)).
Otraja svérsana salidzinam vieglaka kausa 4 moneétas ar jebkuram 4 mala palikusajam (parastajam)
monétam.
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o Ja svaru kausi ir lidzsvara, tad atSkiriga monéta pirmaja svérsana ir bijusi uz “smagaka” kausa un ir
smagaka neka citas monétas.
o Jasvaru kausi nav Ilidzsvara, tad atskiriga monéta pirmaja svérsana ir bijusi uz “vieglaka” kausa un ir

vieglaka neka citas monétas.
(A) (B) .-

13. att.

2. atrisinajums. Uzliekam uz katra svaru kausa 5 monétas, mala atstajot 4 monétas.
(A) Jakausiir lidzsvara, tad atSkiriga monéta palikusi mala (skat. 14. att. (A)). Otraja svérSana salidzinam mala
palikusas 4 monétas ar jebkuram 4 jau svértajam (parastajam) monétam.
o Jasvaru kauss ar 4 parastajam monétam nosveras uz leju, tad atskiriga monéta ir vieglaka neka paréjas.
o Ja svaru kauss ar 4 parastajam monétam nosveras uz augsu, tad atskirigd monéta ir smagaka neka
paréjas.

(B) Ja pirmaja svérsana svari nav lidzsvara, tad atskirigd monéta ir atradusies uz svariem (skat. 14. att. (B)).
Izvélamies vieglaka kausa monétas un tam pievienojam vienu parasto monétu, kas pirmaja svérsana bija
atlikta mala. leglstam kaudziti ar 6 monétam. Otraja svérSana katra svaru kausa liekam pa 3 monétam no
Sis kaudzites.

o Ja svaru kausi ir Iidzsvara, tad atskiriga monéta pirmaja svérsana ir bijusi uz “smagaka” kausa un ir
smagaka neka citas monétas.
o Jasvaru kausi nav Iidzsvara, tad atskiriga monéta pirmaja svérsana ir bijusi uz “vieglaka” kausa un ir

vieglaka neka citas monétas.
(A) (B) .-

14. att.

7.3. Anninakvadrata 6 X 6 iekrasoja dazas pelékas rltinas t3, ka neveidojas neviens stdritis (skat. 15. att.), kam visas
ratinas ir pelékas. Ja Annina iekrasos vél jebkuru vienu ratinu, tad noteikti veidosies staritis, kam visas ritinas ir
pelékas. Janttis, ievérojot tos pasus nosacijumus, iekrasoja ratinas cita kvadrata 6 X 6. Vai var gadtties, ka Annina
iekrasoja mazak ratinu neka Janitis? Figlra staritis var bat art pagriezta.

T

15. att.
Atrisinajums. J3, var gadities, pieméram, ja Annina iekrasoja 12 rdtinas ka paradits 16. att., bet Janttis iekrasoja
18 ratinas ka paradits 17. att.

16. att.

7.4. Vaivar atrast tadus veselus skaitJus a un b, ka ab(a + 5b) = 150015?
Atrisinajums. Pamatosim, ka nevar atrast prasitos skaitlus. Ja a vai b ir para skaitlis, tad vienadojuma kreisas
puses izteiksmes vértiba ir para skaitlis, kas nevar bat vienads ar nepara skaitli 150015. Ja a un b abi ir nepara
skaitli, tad (a + 5b) ir para skaitlis un vienadojuma kreisas puses izteiksmes vértiba ir para skaitlis, kas nevar
blt vienads ar nepara skaitli 150015. Tatad nevar atrast tadus veselus skaitlus a un b, lai dota vienadiba bitu
patiesa.
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7.5.

Uz tafeles uzrakstitas devinas zvaigznites * * * * * * * * * Ma3artins ieraksta kadas zvaigznites vieta jebkuru ciparu
no 1 Iidz 9. Péc tam Rihards jebkuru divu citu zvaigzniSu vieta ieraksta divus nenulles ciparus (tie var arl
atkartoties). Péc tam vél divas reizes vini atkarto $o darbibu. Rihards uzvar, ja iegitais devinciparu skaitlis dalas
ar 31. Vai Rihards vienmér var uzvarét?

Atrisinajums. Pamatosim, ka Rihards vienmér var uzvareét.

Sadalam visus ciparus grupas pa trim cipariem katra (* * *)(* * *)(* * *). Tad devinciparu skaitli varam izteikt ka
A-10° + B-103 + C, kur A4, B un C ir trisciparu skaitli, kas izveidojas attiecigi pirmaja, otraja un treaja grupa.
Ja Rihardam izdosies panakt, ka katra grupa izveidotais trisciparu skaitlis A, B un C dalas ar 31, tad ari iegUtais
devinciparu skaitlis dalisies ar 31 (ja katrs saskaitamais dalas ar 31, tad arf summa dalas ar 31) un Rihards bis
uzvarejis.

levérojam, ka ar 31 dalas trisciparu skaitli 124, 248, 372, 465, 496, 589, 651, 713, 837 un 992. Kad Martins
aizvieto zvaigzniti, kas atrodas kada grupa, Rihards atlikusas divas tas pasas grupas zvaigznites aizvieto t3, lai tas
kopa veidotu kadu no desmit minétajiem trisciparu skaitliem. Ta ka katra no trim pozicijam (vieni, desmiti, simti)
minétajos skaitlos var atrast jebkuru ciparu no 1 Iidz 9, tad to vienmeér ir iesp&jams izdarit.

Piezime. Var izvéléties art citus trisciparu skaitus, kas dalas ar 31. Ar 31 dalas $adi trisciparu skaitli: 124; 155;
186; 217; 248; 279; 310; 341; 372; 403; 434; 465; 496; 527; 558; 589; 620; 651; 682; 713; 744; 775, 806; 837,
868; 899; 930; 961; 992.

8.1.

8.2.

2 ,
Taisnstdra vienas malas garums ir (2\/§ - \/E)(Z\/? + \/5), bet otras malas garums ir (\/g) + |1 % . Aprékinat

malas garumu kvadratam, kura laukums ir tikpat liels ka dotajam taisnstdrim (atbildi vienkarsot)!
Atrisinajums. Aprékinam taisnstira malu garumus:

o (2V3-V6)(2V3 +6) = (2v3)’ - (V6) = 4-3-6=6;

o (V3)'+ /1§=3+\/¥=3+§=4§.

Taisnstdra laukums ir 6 - 4% = 26. Lidz ar to kvadrata malas garums ir v 26.

Zinams, ka no 26 monétam viena ir viltota — ta ir vieglaka neka paréjas, kuram visam ir vienada masa. Ka ar tris
svérSanam uz sviras svariem bez atsvariem atrast viltoto monétu?
Atrisinajums. Sadalam monétas tris kaudzités: divas kaudzites pa 9 monétam katra un viena kaudzite, kura ir 8
monétas.
Pirmaja svérsana salidzinam kaudzites, kuras ir pa 9 monétam. lesp&jami divi gadijumi.

(A) Javiens svaru kauss ir vieglaks neka otrs, tad uz ta atrodas viltota monéta.

(B) Ja abi svaru kausi ir Iidzsvara, tad viltota monéta ir taja kaudzité, kas $aja svérSana atradas mala.
Lidzigi rikojamies un spriezam ari visas nakamajas svérSanas: izvélamies to kaudziti, kura atrodas viltota
(vieglaka) monéta un dalam to mazakas kaudzités, katru reizi salidzinot kaudzites, kuras ir vienads monétu skaits
un nosakot, kura kaudzité atrodas vieglaka monéta. DaliSana mazakas kaudzités shematiski attélota 18. att.
Piezime. Lai gadijums ar 8 monétam nebtu jaapskata atseviski, varam Sai kaudzitei pievienot vienu “parasto”
monétu.

1 2. 3
1
3 1
9 3 1
9 3
26 1
3 1
3 3 1
1
2 1
18. att.
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8.3. lzliekta piecstliira ABCDE diagonalu AC un BD krustpunkts ir M, AC un BE krustpunkts ir K. Zinams, ka

AK = CM un BK = KE = AE. Pieradit, ka EM = BC.
Atrisinajums. levérosim, ka AMAE = ACKB péc pazimes mfm, jo

o AM =AK+ KM = MC + KM = KC (skat. 19. att.);

o taka XEAK = <AKE ka lenki pie pamata vienadsanu trijstiri AEK un <AKE = <BKC ka krustlenki,

tad «EAM = «BKC;

o AE = KB péc dota.

Lidz ar to EM = BC ka atbilsto$as malas vienados trijstlros.
B

CV
[ r
44 "
E D

19. att.

- e |23 45 . . o - - S
8.4. Uz tafeles uzrakstiti skait]i 253 Ar vienu gajienu atlauts izvéléties divus no uzrakstitajiem skaitliem (apzimésim

S5 ull»

_ - - - . b2 a? . - - ..
tos ar a un b), nodzést tos un to vieta uzrakstit uz tafeles skaitlus S un—. Vai, izdarot vairakus sadus gajienus,

45

5’2

Atrisinajums. N, nevar. lzdarot gajienus, uz tafeles uzrakstito skait|u reizinajums nemainas, tas ir, ja uz tafeles

pirms gajiena izdariSanas ir uzrakstiti skaitli a, b, ¢, tad to reizinajums ira - b - ¢, un arl péc gajiena izdarisanas uz
b2 2

- . - . D e L 4
var panakt, lai uz tafeles vienlaicigi batu uzrakstiti skaitli >

- - . e = . a - - - - - . e = .
tafeles uzrakstito skaitlu reizinajums ir ~ 5= a-b-c. Ta ka sakuma uzrakstito skaitlu reizindjums ir
3 45 445 - 4 4 5 8 - i,

————— =2 kaitlu =, =, = reizinajumsir-- === - rasitais nav i jams.
> 53 , bets at,u3,5,2 eizinajums ir -+ - - 3,tadpastas av iespéjams

8.5. Izmantojot divus atskirigus nenulles ciparus x un y ir izveidoti divi trisciparu skaitli Xyx un yxy. Zinams, ka Xyx
dalas ar 3, bet yxy dalas ar 4. Kads var bit izveidotais trisciparu skaitlis yxy?
Atrisinajums. Skaitlis dalas ar 3 tad, ja ta ciparu summa dalas ar 3. Tatad (2x + y) dalas ar 3.
Skaitlis dalas ar 4 tad, ja ta divu pédéjo ciparu veidotais skaitlis dalas ar 4. Tatad xy = 10x + y dalas ar 4.
levérojam, ka 10x + y = 8x + 2x + y. Ta ka 10x + y dalas ar 4 un 8x dalas ar 4, tad ari (2x + y) ir jadalas ar
4. Bet tas nozimé, ka (2x + y) ir jadalas ar 12, jo 3 un 4 ir savstarpéji pirmskaitli. levérojot, ka x un y ir cipari
(2x + y < 27), iespéjami divi gadijumi:

o ja2x+y=12jeby = 12 — 2x, tad ievérojam, ka x < 5, un parbaudam visus iespéjamos gadijumus:

x 1 2 3 4 5
y=12—-2x 10 8 6 4 2
(neder, jo nav cipars) (neder, jox = y)
o ja2x+y=24jeby = 24 — 2x, tad ievérojam, ka x > 7, un parbaudam abus iespéjamos gadijumus:
X 8 9
y=24-—2x 8 6

(neder, jox = y)
Lidz ar to trisciparu skaitlis yxy var bat 828, 636, 252, 696.
Piezime. Uzdevumu var atrisinat, veicot pilno parlasi, tas ir, parbaudot visus divciparu skaitJus Xy, kas dalas ar 4.
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9.1. Lineara funkcija y = (m? — 3m)x + 4m — 4 krusto x asi punkta, kura abscisa ir 2. Atrodi m vértibas un
noskaidro, vai atbilstosa funkcija ir augosa vai dilstosal
Atrisinajums. Dota funkcija krusto x asi punkta (2;0), ievietojot Sis vértibas dotaja funkcija, ieglistam
vienadojumu 0 = (m? —3m) -2 + 4m — 4 jeb m? —m — 2 = 0, kura saknes ir m; = —1 un m, = 2. Tatad
iespéjami divi gadijumi:

e jam = —1, tad dota funkcija ir y = 4x — 8 un ta ir augosa, jo koeficients pie x ir pozitivs;
e jam = 2, tad dota funkcija ir y = —2x + 4 un ta ir dilsto3a, jo koeficients pie x ir negativs .

9.2. Dotas divas melnas, divas sarkanas un divas zalas lodites. Vienas lodites masa ir 99 g, bet tadas pasas krasas
otras lodites masa ir 101 g. Paréjas Cetras lodttes katra sver 100 g. K3, lietojot sviras svarus bez atsvariem, ar
divam svérSanam atrast vieglako lodtti?

1. atrisinajums. Pirmaja svérsana salidzinam vienas sarkanas un vienas melnas lodites masu.
1) Jasvariir lidzsvara (skat. 20. att.), tad melnas un sarkanas lodites katra sver 100 g, tatad vieglaka lodite ir

zala krasa. Otraja svérsana, salidzinot abas zalas lodites, atrodam vieglako.
1009 100 g

® @ 999 101g 100g 100g
A z z ® @
20. att.

2) Apskatam gadijumu, kad svari nav lidzsvara. Nezaudéjot visparigumu, varam pienemt, ka sarkana lodite ir

smagaka neka melna. Tad iesp&jami divi gadijumi (skat. 21. att.):

o sarkana lodite sver 100 g un melna —99 g;

o sarkana lodtte sver 101 g un melna — 100 g.
Tatad vieglaka lodite ir vai nu ta, kas atrodas uz vieglaka svaru kausa, vai otra no sarkanajam. Otraja
svérsana salidzinot Sis abas lodites (to, kas atrodas uz vieglaka svaru kausa un nesvérto sarkano lodtti),
atrodam vieglako. (Piezime. Otraja svérsana var salidzinat ari to loditi, kas atrodas uz vieglaka svaru kausa
ar kadu no zalajam.)

99 g 100 g

ymo@, 101g V 99g 1009

@ ® @ @ ® @
21. att.

2. atrisinajums. Pirmaja svérsana katra kausa liekam no katras krasas pa vienai loditei (katra svaru kausa ir 3
lodites). Svari noteikti nebis lidzsvara, jo viens no kausiem saturés vieglo loditi, bet otrs saturés smago lodtti.
Tagad atliek tikai uzzinat, kura no loditém vieglaja kausa ir ta, kas sver 99 g. Otraja svérsana salidzinam jebkuras
divas lodttes no viegla kausa:
o jasvariirlidzsvara, tad abas lodites sver 100 g un t3, kura netika svérta, ir mekléta lodtte, kas sver 99 g;
o jasvarinav lidzsvara, tad vieglakais kauss ir tas, kurs satur mekléto loditi.
3. atrisinajums. Pirmaja svérSana viena kausa ieliekam abas zalas lodites un otra ieliekam vienu melnu un vienu
sarkanu lodtti. Jaapskata tris gadijumi.
1) Jasvariirlidzsvara, tad tas nozimé, ka zalas lodites ir tas, kuru masas nav 100 g. Otraja svérsana salidzinam
zalas lodttes, lai atrastu vieglako.
2) Jakauss ar zalajam loditém ir smagaks, tad lodite, kuras masa ir 99 g atrodas vieglakaja kausa un ir vai nu
sarkana, vai melna. Otraja svérsana salidzinam abas melnas lodites:
o jasvariir lldzsvara, tad sarkana lodite, ko izmantojam pirmaja svérsana, sver 99 g;
o jasvarinav lidzsvara, tad vieglaka melna lodite sver 99 g.
3) Ja kauss ar melno un sarkano lodtti ir smagaks, tad taja atrodas lodite, kas sver 101 g. Otraja svérsana
salidzinam abas melnas lodites:
o jasvariir lidzsvara, tad ta sarkana lodite, ko neizmantojam pirmaja svérsana, sver 99 g;
o jasvarinav lidzsvara, tad vieglakaja kausa atrodas vieglaka melna lodtte, kas sver 99 g.
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9.3.

9.4.

Uz kvadrata ABCD malam AB, BC, CD un DA attiecigi atziméti punkti E, F, G, H ta, ka
AE = BF = CG = DH. Kvadrata iekspusée atlikts patvaligs punkts 0. Pieradtt, ka
Sagon t Srcco = Sroe t SpHog-
1. atrisinajums. Nezaudéjot visparigumu, varam pienemt, ka kvadrata malas garums ir 1. Apziméjam
AE = BF = CG = DH = x,tad DG = BE = 1 — x. Novelkam nogrieznus OB un OD (skat. 22. att.).

x F F

B C B C
- a
: G qG
1—2x
FE FE
1
A H D A o D
22. att. 23. att.

levérojam, ka no punkta O ir novilkti divi perpendikuli attiecigi pret kvadrata paralélajam malam BC un AD,
tatad So perpendikulu (apzZiméjam attiecigi ar hgc un hyp) summa ir attalums starp paralélajam malam, no ka

- . - Sl =y 1 -
secinam, ka hgc + hyp = 1. Izmantojot trijstira laukuma aprékinasanas formulu S, = Eaha, ieglstam

1 1 1 1 1
SOBF + SOHD = EBF ' hBF + EHD ' hHD = Ex ' (hBF + hHD) = Ex ‘1= Ex
Lidzigi aprekinam, ka Sogr + Sopg = %(1 - X).

Tatad

1 1
Sgroe + Sprwoc = Sosr + Soup + Sose + Sopc = Ex + 5(1 —x) =
1 1

Sagon + Srcco = Sapcp — (Sror + Sprog) =1 — )

E;

Lidz ar to esam pieradijusi, ka Sugon + Srcco = Sgror + Sprog-
2. atrisinajums. Novelkam nogrieinus EF, FG, GH un HE (skat. 23. att.). Trijstari HAE, EBF, FCG un GDH ir
vienadi péc pazimes m#m un to laukumi arT ir vienadi, tatad pietiek pieradit, ka Sgor + Scon = Sroc + SHok-
Ta ka trijstari HAE, EBF, FCG un GDH ir vienadi taisnlenka trijstdri, tad EF = FG = GH = HE = a un divu
trijstlra Sauro lenku summa ir 90°, tas ir, viens no tiem ir @, bet otrs ir (90° — a). Tapéc

ZHEF = XEFG = ¥FGH = ¥GHE = 180° — a — (90° — a) = 90°
Lidz ar to Cetrstliris EFGH ir kvadrats.

Izmantojot trijstira laukuma aprékinasanas formulu Sy = %aha, iegistam
1 1 1 1

Skor + Scon = EEF “hgr + EGH “hen = Ea(hEF + hey) = 5‘12
Lidzigi iegustam, ka Sppg + Spor = %az. Tatad esam pieradijusi, ka Sgor + Sgon = Sro¢ + Suog, un lidz ar to
ari Sagon + Srcco = Seroe + SpHoc-
Kvadrats sastav no n X n ratinam. Rindas sanumurétas no lejas uz augsSu ar skaitliem 1; 2; ...; n; tapat
sanumurétas kolonnas no kreisas uz labo pusi. Katra ratina ierakstits vai nu (+1), vai (—1). Ja rindas un kolonnas
numuri ir vienadi, tad visu $aja rinda ierakstito skaitJu reizinajums atskiras no visu $aja kolonna ierakstito skaitju
reizinajuma. Vai tas ir iespéjams, jaa)n = 7, b)n = 8?
Atrisinajums. a) N&, nav iesp&jams. levérojam, ka rinda vai kolonna visu ierakstito skaitlu reizinajums var bat
tikai (+1) vai (—1). Apzimeésim rindas ierakstito skaitlu reizinajumus attiecigi ar 71,7,,...,77 un kolonnas
ierakstito skaitlu reizinajumus attiecigi ar kq,k,,...,k;. No dota secinam, ka i-taja rinda un i-taja kolonna
ierakstito skaitJu reizinajumi ir attiecigi (+1) un (—1), vaiotradi. Lidzartor, " k; =1y " ky =...=1, - k; = —1,
tatad

(ry-rynory) s (ky ko ky) = ky)(ry  ky) o (172 k7)) = —1
Tacu Sis reizinajums ir visu tabulad ierakstito skaitlu reizinajuma kvadrats — pretruna, jo skaitla kvadrats ir
nenegativs. Tatad kvadrata 7 X 7 nav iespéjams ierakstit skaitlus atbilstoSi uzdevuma nosacijumiem.
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b) J3, ir iespéjams, noteikumiem atbilstoSu skaitJu izvietojumu skat., pieméram, 24. att., kur tuksajas ratinas
ierakstits (+1).

8. |-1

7.

6. -1

5.

4. -1

3.

2. -1

1.

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
24. att.
9.5. Kads mazakais ciparu skaits japieraksta ciparu virknes 3456 beigas, lai iegltu skaitli, kas dalas ar 2019?
1. atrisinajums. Mazakais ciparu skaits, kas japieraksta ciparu virknes beigas, ir tris. Pieméram, skaitlis 3456528
dalas ar 2019 (3456528 = 2019 - 1712).
Pieradisim, ka mazak ka tris ciparus nevar pierakstit dotas ciparu virknes beigas, lai izpilditos uzdevuma
nosacijumi.
Skaitlis 3456 nedalas ar 2019, tapéc dotas virknes beigas ir japieraksta vismaz viens cipars.
levérojam, ka 17 - 2019 = 34323 < 3456x un 18- 2019 = 36342 > 3456x, kur x — cipars. Lidz ar to ar viena
cipara pievienoSanu nevar izveidot skaitli, kas dalas ar 2019.
Lidzigi 171 - 2019 = 345249 < 3456xy un 172+ 2019 = 347268 > 3456xy, kur x un y — cipari. Lidz ar to ar
divu ciparu pievienosSanu nevar izveidot skaitli, kas dalas ar 2019.
Tatad esam pieradijusi, ka japievieno vismaz tris cipari.
2. atrisinajums. Mazakais ciparu skaits, kas japieraksta ciparu virknes beigas, ir tris. Pieméram, skaitlis 3456528
dalas ar 2019 (3456528 = 2019 - 1712).
Pieradisim, ka mazak ka tris ciparus nevar pierakstit dotas ciparu virknes beigas, lai izpilditos uzdevuma
nosacijumi.
Skaitlis 3456 nedalas ar 2019, tapéc dotas virknes beigas ir japieraksta vismaz viens cipars.
levérojam, ka 3456x = 34560 + x = 172019 + 237 + x, kur x — cipars. Taka 17 - 2019 dalas ar 2019, tad,
lai 3456x dalitos ar 2019, ari (237 + x) jadalas ar 2019, bet tas nav iesp&jams, jo x ir cipars. Lidz ar to ar viena
cipara pievienosanu nevar izveidot skaitli, kas dalas ar 2019.
Lidzigi apskatam skaitli 3456xy = 345600 + Xy = 171-2019 + 351 + Xy, kur x un y — cipari. Ta ka
171 - 2019 dalas ar 2019, tad, lai 3456xy dalitos ar 2019, ari (351 + Xy) jadalas ar 2019, bet tas nav iesp&jams,
jo xy ir divciparu skaitlis. Lidz ar to ar divu ciparu pievienoSanu nevar izveidot skaitli, kas dalas ar 2019.
Piezime. Atrast mekléto skaitli palidz Iidzigi spriedumi, tas ir, 3456000 = 1711-2019 + 1491 un
1491 + 528 = 2019.
10.1. Kvadratfunkcijay = x? + (m? + 3m)x + m — 1 krusto x asi punkt3, kura abscisa ir 1. Kdda var bt m vértiba?

Atrast otru parabolas krustpunktu ar x asi!
Atrisinajums. Dota funkcija krusto x asi punkta (1; 0), lidz ar to, ievietojot is vértibas dotaja funkcija, iegtistam
vienadojumu 0 =1+m? +3m+m—1 jeb m? +4m =0, kura saknes ir m; =0 un m, = —4. Tatad
iespéjami divi gadijumi:

e jam = 0, tad dota funkcija ir y = x? — 1 un tas otrs krustpunkts ar x asi ir (—1; 0);

e jam = —4, tad dota funkcija ir y = x? + 4x — 5 un tas otrs krustpunkts ar x asi ir (—5; 0).
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10.2. Dotas 6 péc aréja izskata vienadas monétas. Trim no tam masa katrai ir 50 g, bet paréjam trim — katrai 51 g. K3,
lietojot sviras svarus bez atsvariem, ar divam svérSanam atrast vienu monétu, kuras masa ir 51 g?
1. atrisinajums. Pirmaja svérSana uz katra svaru kausa uzliekam pa 3 monétam. lesp&jami divi gadijumi:
(A) uz viena svaru kausa ir tris smagakas (masa 51 g) monétas, bet uz otra — tris vieglakas (masa 50 g) monétas;
(B) uz viena svaru kausa ir divas smagakas un viena vieglaka monéta, bet uz otra — viena smagaka un divas
vieglakas monétas (skat. 25. att.).
Abos gadijumos viens svaru kauss nosveras uz leju. Nemam tas tris monétas, kas atrodas uz ta svaru kausa, kas
nosveras uz leju. Uzliekam divas no Sim tris monétam pa vienai uz katra svaru kausa.
o Ja svaru kausi ir lidzsvara, tad uz abiem svaru kausiem uzliktas smagakas monétas — prasitais izpildits,
esam atradusi pat divas monétas, kuru masa ir 51 g.
o Jasvarukausinav [idzsvara, tad smagaka monéta atrodas uz ta svaru kausa, kas nosveras uz leju — prasitais
izpildits, esam atradusi monétu, kuras masa ir 51 g.
Tatad, izmantojot divas svérSanas ir atrasta vismaz viena monéta, kuras masa ir 51 g, un prasitais ir izpildits.

25. att.

2. atrisinajums. Pirmaja svérsana uz katra svaru kausa uzliekam pa 2 monétam.
o Jasvarukausiir lidzsvara, tad uz katra svaru kausa uzlikts pa vienai smagajai (51 g) monétai (skat. 26. att.).
Otraja svérsana izvélamies divas monétas, kas atrodas uz viena svaru kausa un salidzinam sava starpa, lai
atrastu smagako monétu.

(O]0)] OO
A

26. att.

o Jasvaru kausi nav lidzsvara, tad iesp&jami tris gadijumi (skat. 27. att.):

(A) uz smagaka svaru kausa uzliktas divas smagas monétas, bet uz otra kausa — divas vieglas;
(B) uz smagaka svaru kausa uzliktas divas smagas monétas, bet uz otra kausa viena smaga un viena viegla;
(C) uz smagaka svaru kausa uzlikta viena smaga monéta un viena viegla, bet uz otra svaru kausa — divas
vieglas monétas.
Otraja svérSana izvélamies divas monétas, kas atrodas uz smagaka svaru kausa, un salidzinam sava starpa
(no tam vismaz viena ir monéta, kuras masa ir 51 g):

o jasvariir lidzsvara, tad esam atradusi divas monétas, kuru masa ir 51 g;

o jasvari nav lidzsvara, tad smagaka (51 g) monéta ir ta, kas atrodas uz svaru kausa, kas nosveras

uz leju.
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10.3.

10.4.

10.5.

Plakné dotas divas rinka linijas w; un w,, kuram nav kopigu punktu un kuru radiusi nav vienada garuma.
Novilktas tris pieskares t4, t, un t3, kas katra pieskaras abam rinka Iinijam — abas rinka linijas atrodas viena un
taja pasa t; pus€, viena un taja pasa t, pusé, bet katra sava t; puseé (skat. 28. att.). Taisne t; pieskaras w; punkta
A un krusto t3 punkta C, taisne t, pieskaras w, punkta B un krusto t; punkta D. Pieradit, ka AC = BD.

28. att.

Atrisinajums. Ar E, F, G un H apzZiméjam paré&jos pieskarsanas punktus (skat. 29. att.). Ta ka pieskaru, kas vilktas
no viena punkta, nogriezni ir vienadi, tad ieglstam vienadibas: AC = CE, CH = CG, DH = DB, DE = DF.
Tatad

o FB=FD+DB=DE+DB=(EH+HD)+ DB =EH+ 2DB jeb BD =%(FB—EH),

o AG=ACH+CG=AC+CH=AC+ (CE+EH)=2AC+EH jeb AC =%(AG—EH).
Ar X apziméjam pieskaru t; un t, krustpunktu, tad XG = XB un XA = XF. Lidz ar to AG = FB, no ka izriet, ka
AC = BD.

F

29. att.

Doti 2019 reali skait]i ar 1pasibu, ka jebkuru 1010 skaitju summa ir lielaka neka atlikuso 1009 skaitju summa.
Pieradit, ka visi dotie skaitli ir pozitivi!
Atrisinajums. Pienemsim pretéjo, ka kads no dotajiem skaitliem x ir negativs vai 0, tas ir x < 0. AtlikuSos 2018
skaitJus sadalam divas grupas A un B katra pa 1009 skaitliem. Grupas A un B skait|u summu attiecigi apzZiméjam
ar S, un Sp. Péc dota vienlaicigi ir speka divas nevienadibas S, + x > Sz un Sp + x > S4. Saskaitot $is
nevienadibas, ieglstam
Sa+Sp+2x>85,+S5g
Lidz ar to 2x > 0 jeb x > 0. Esam ieguvusi pretrunu ar pienémumu, ka x < 0. Tatad visi dotie skaitli ir pozitivi.
Atrast visus pirmskaitju parus (m, n), kuriem 20m + 18n = 2018.
Atrisinajums. Dalam abas dota vienadojuma puses ar 2 un parveidojam ieglUto vienadojumu:
10m +9n = 1009
1000 —10m =9n -9
10(100 —m) =9(n—1)

levérojam, ka ieglitas vienadibas labas puses izteiksme ir pozitiva, tatad ari (100 — m) jabQt pozitivam. Ta ka 10
un 9 ir savstarpéji pirmskaitli, tad (100 — m) ir jadalas ar 9. lesp&jamas m vértibas varétu bat 1, 10, 19, 28, 37,
46, 55, 64, 73,82 un 91, no kuram derigas ir tikai 19, 37 un 73, jo tie ir pirmskaiti. Atrodam atbilsto$as n vértibas:

o jam=19,tad10-81 =9(n — 1) jebn = 91 (neder, jo nav pirmskaitlis),

o jam=37,tad10-63 =9(n — 1) jebn = 71 (pirmskaitlis),

o jam=73,tad10-27 =9(n — 1) jebn = 31 (pirmskaitlis).
Tatad dotajam vienadojumam ir divi atrisinajumi:m = 37, n = 71unm =73, n = 31.
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11.1. Vaivar gadities, ka 30. att. ir doti funkcijuy = ax? + bx + ¢,y = cx? + bx + auny = bx + c grafiki? (Funkciju
grafiki nav ziméti méroga.)

30. att.

Atrisinajums. N&, nevar.

Funkcijas y = bx + ¢ grafiks ir taisne. levérojam, ka ta ir dilsto$a funkcija un taisne krusto y asi punkta, kura
ordinatas vértiba ir pozitiva, tad b < 0.

Apskatam funkciju y = ax? + bx + c¢. Ta kd doto parabolu zari ir vérsti uz augdu un krustpunktu ar y asi

- s - s we . . o |
ordinatas vértiba ir pozitiva, tad a > 0. Aprékinam 3is parabolas virsotnes abscisas vértibu x,, = — 5 Ta ka

virsotne atrodas treSaja kvadranta, tad x, < 0 un, nemot véra, ka a > 0, secinam, ka b > 0. Esam ieguvusi
pretrunu ar to, ka b < 0 (linedra funkcija dilsto3a), tatad 30. att. nevar bat doti funkciju y = ax? + bx + c,
y = cx? + bx + auny = bx + c grafiki.

11.2. Saha kluba ir 13 ahisti. Visu vinu spéles prasme ir at$kiriga un partija vienmér uzvar spécigakais. a) K3, izspéléjot
12 partijas, noskaidrot pasu labako Sahistu $aja kluba? b) K3, izspélejot 15 partijas, noskaidrot gan pasu labako,
gan otru labako Sahistu Saja kluba?

Atrisinajums. a) lzvélamies divus Sahistus un noskaidrojam labako. Pirmas partijas uzvarétajs spélé ar kadu vel
nespéléjusu $ahistu. Sis partijas uzvarétajs spélé ar nakamo vél nespéléjuso $ahistu. Ta turpina — katras partijas
labakais spélétajs sacensas talak, kamér katrs Sahists ir izspél&jis vismaz vienu partiju. PEdéjas partijas uzvarétajs
ir labakais $aja kluba. Ta ka ir 12 zaudétaji, tad kopa tika izspélétas 12 partijas.

b) Sakuma izveidojam 6 Sahistu parus (skat. 31. att.) un katra pari noskaidrojam labako Sahistu (6 partijas). Tad
Sos sesus labakos Sahistus sadalam tris paros un katra no Siem pariem noskaidrojam labako Sahistu (3 partijas).
Pirmos divus no atrastajiem tris labakajiem Sahistiem salidzinam sava starpa un noskaidrojam labako (1 partija),
bet treSo no tiem salidzinam ar to Sahistu, kas Ilidz Sim nav piedalijies neviena Saha partija un noskaidrojam
labako (1 partija). Visbeidzot labakie sahisti no pédéjam divam Saha partijam sacensas sava starpa (1 partija).
Tatad, izspéléjot 6 +3 + 14+ 1 4+ 1 = 12 Saha partijas, ir noskaidrots pats labakais Sahists $aja kluba. leprieks
paradijam, ka, izspéléjot 12 partijas, var noskaidrot uzvarétaju $aja kluba. Otrs labakais Sahists meklgjams tikai
un vienigi no tiem 4 Sahistiem, kas spéléjusi ar uzvarétaju un tam zaudgéjusi. Labakais no Siem Cetriem Sahistiem
atrodams, izspéléjot vél 3 partijas, pieméram, salidzinam divus Sahistus (1 partija), labakais no tiem spélé ar
nakamo (1 partija), labakais Sahists Saja partija spélé ar nakamo Sahistu (1 partija). Tas nozimé, ka ar
12 + 3 = 15 3aha partijam var atrast pasu labako un otro labako Sahistu.

Piezime. b) gadijuma aprakstitais plans reizé ir atrisinajums gan a), gan b) gadijumam. Rikojoties péc a) gadijuma
aprakstita plana, nav iespéjams, izspéléjot 15 partijas, atrast art otru labako Sahistu.

31. att.
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11.3.

11.4.

Divas rinka linijas w; (ar centru punkta 0;) un w, (ar centru punkta 0,) krustojas punkta A. Taisne 0; A krusto
w5 punkta B,, bet w; — punkta C;. Taisne 0, A krusto w; punkta By, bet w, —punkta C, (skat. 32. att.). Pieradit,
ka <B,B1A = «C,C,A.

32. att. 33. att.

1. atrisinajums. Ta ki <«C;B;A = <«(C,B,A =90° (ka ievilktie lenki, kas balstds uz diametra) un

B, AC, = «B,AC, (ka krustlenki), tad trijstiri AAB, C;~AAB,C, péc pazimes £ un 2t = 241 73325 = 4%
AB,  AC, AB,  AC,

un  XB;AB, = 4C;AC, ka krustlenki, tad AB;AB,~AC,AC, péc pazimes méfm. Tatad
4B,B;A = 4C,(; A ka atbilstosie lenki lldzigos trijsturos.
2. atrisinajums. Ta ka «C;B;A = «C,B,A = 90° ka ievilktie lenki, kas balstas uz diametra, tad ap cetrstari
B, B, C,C; var apvilkt rinka Iiniju (skat. 33. att.). Lidz ar to <B,B;C, = «C,(; B, ka ievilktie lenki, kas balstas uz
viena un ta pasa loka B, C,. Tatad <B,B; A = «C,(C, A.
Pieradit, ka nevienadiba %(a +1)2 +§(b +1)2>2(a+1)(b+1) ir spéka visiem redliem pozitiviem
skaitliem a un b.
1. atrisinajums. Ta ka a un b ir pozitivi skaitli, tad abas nevienadibas puses drikst reizinat ar ab. leglstam
pieradamajai nevienadibai ekvivalentu nevienadibu
a’(a+1)?+b%(b+1)?> > 2a(a+1)b(b + 1)
a’(a+1)?>—2a(a+1)b(b+1) +b?(b+1)2=0
Ekvivalenti parveidojam $is nevienadibas kreisas puses izteiksmi:
(a(a + 1))2 —2a(a+1)bb + 1)+ (b(b + 1))2 >0

(ala+1)—bb+1)) =0
Reala skait]a kvadrats ir vienmeér ir nenegativs. Lidz ar to ieglta patiesa nevienadiba un ari dota nevienadiba ir
patiesa, jo tika veikti tikai ekvivalenti parveidojumi.
2. atrisinajums. Dota nevienadiba ir ekvivalenta nevienadibai
a b
E(a+ 1)? +E(b +1)?=-2(a+1D)B+1) =0

levérojot, ka a un b ir pozitivi skaitli, ekvivalenti parveidojam Sis nevienadibas kreisas puses izteiksmi:
2

2
<\E> (a+1)2+]§ b+1?>-2@+1DOB+1)=0

2

a ‘@ b b N
\/%(a+1) —2\/%(a+1) E(b+1)+ E(b+1) >0

2

a b
o Lo =
b a

Reala skait]a kvadrats ir vienmeér ir nenegativs. Lidz ar to ieglta patiesa nevienadiba un art dota nevienadiba ir
patiesa, jo tika veikti tikai ekvivalenti parveidojumi.
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11.5.

3. atrisinajums. Ta ka a un b ir pozitivi skaitli, tad dotas nevienadibas kreisas puses izteiksmi var novéertét,
izmantojot nevienadibu starp vidéjo aritmeétisko un vidéjo geometrisko:

Car 2+ 2pr2 2 Ll 2 =20+ DB+ 1)
b a - b a a ’

kas ari bija japierada.
Atrast visus pirmskait|u parus (m, n), kuriem 20m + 19n = 2019.
1. atrisinajums. Parveidojam doto vienadojumu
2000 — 20m =19n — 19
20100 —m) =19(n—1)
levérojam, ka iegltas vienadibas labas puses izteiksme ir pozitiva, tatad art (100 — m) jabat pozitivam. Ta ka 20
un 19 ir savstarpgji pirmskaitli, tad (100 — m) ir jadalas ar 19. lesp&jamas m vértibas varétu bat 5, 24, 43, 62
un 81, no kuram derigas ir tikai 5 un 43, jo tie ir pirmskaitli. Atrodam atbilsto$as n vértibas:
o jam=5,tad20-95 =19(n — 1) jebn = 101 (pirmskaitlis),
o jam =43,tad 20-57 = 19(n — 1) jebn = 61 (pirmskaitlis).
Tatad dotajam vienadojumam ir divi atrisinajumi:m = 5,n = 101 unm = 43,n = 61.
2. atrisinajums. Apskatisim doto vienadojumu péc modula 19. Ta ka 20m=1-m =m (mod 19),
19n = 0 (mod 19) un 2019 = 5 (mod 19), tad, lai batu vienadiba, jaizpildas nosacijumam m = 5 (mod 19).
levérojot, ka 20-101 = 2020 > 2019, secinam, ka m < 101. Tatad derigas m veértibas ir pirmskaitli, kas
mazaki nekd 101, un, dalot ar 19, dod atlikumu 5. Sadas vértibas ir tikai divas m = 5 un m = 43. Atrodam
atbilstosas n vértibas:
o jam=5,tad 20-95 =19(n — 1) jebn = 101 (pirmskaitlis),
o jam=43,tad 20-57 = 19(n — 1) jeb n = 61 (pirmskaitlis).
Tatad dotajam vienadojumam ir divi atrisinajumi:m = 5,n = 101 unm = 43,n = 61.

12.1.

Urna atrodas 66 baltas un nezinams skaits melnu lodisu. Ja uz labu laimi tiek izvilktas divas lodites, tad varbitiba,
ka abas lodites bus viena krasa, sakrit ar varbatibu, ka lodites bis dazadas krasas. Cik melno lodisu atrodas urna?
Atrisinajums. Ta ka varb(tiba, ka abas lodites bis viena krasa, sakrit ar varbitibu, ka lodites bis dazadas krasas,

tad abas varbdtibas ir % Varbutibu, ka abas lodites bis viena krasa, aprékinasim izmantojot formulu P(4) = %,
kur k ir labvéligo notikumu skaits un n ir visu notikumu kopskaits.
Ar m apziméjam melno lodiSu skaitu. Tad labvéligo notikumu (abas lodites ir viena krasa) skaits ir
6665+ m(m — 1) un visu notikumu kopskaits (iznemtas divas lodites) ir (66 + m)(65 + m). Lidz ar to
varbitiba, ka abas izvilktas lodttes ir vienada kras3, ir %.
Lai iegltu melno lodisu skaitu, jaatrisina vienadojums

m(m—1)+66-65 1

(66 + m)(65+m) 2
Reizinam abas vienadojuma puses ar 2(66 + m)(65 + m) > 0, ieglstam
2m? —2m+2-66-65= 6665+ 131m + m?

m? —133m+66-65=0
Sivienadojuma saknes ir m; = 78 un m, = 55. Tatad urna atrodas 78 vai 55 melnas lodites.
Piezime. Varbutibu, ka abas iznemtas lodites ir viena krasa, var ari aprékinat, izmantojot notikumu summas
varbtibu, tas ir, ja notikumi A un B ir nesavienojami, tad P(AU B) = P(A) + P(B), kur A — abas iznemtas

lodites ir baltas un B — abas iznemtas lodites ir melnas. Aprékinam varbatibu P(A). Ar m apziméjam melno

lodisu skaitu. Varbitiba, ka pirma izvilkta lodtte ir balta, ir 6666 un varbatiba, ka otra izvilkta lodtte arT ir balta

+m

(ja pirma bija balta), ir 0071 Titad varbatiba, ka abas izvilktas lodites ir baltas, ir P(A) = __ 6665 Lidzigi
66+m—1 (66+m)(65+m)
ieglstam, ka varbatiba, ka abas izvilktas lodites ir melnas, ir P(B) = M. Lidz ar to varbuatiba, ka abas
(66+m)(65+m)

m(m—1) 6665
(66+m)(65+m)  (66+m)(65+m)’

izvilktas lodttes ir vienada krasa, ir
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12.2,

12.3.

Brigita ir iedomajusies naturalu skaitli, kas neparsniedz 60. Indra drikst Brigitai uzdot jautajumus, uz kuriem
atbilde ir “ja” vai “né”. K3, uzdodot sesus jautajumus, Indra noteikti var uzzinat Brigitas iedomato skaitli?

1. atrisinajums. Indra domas sadala skaitJus divos vienada apjoma intervalos: [1; 30] un [31; 60]. Pirmais
jautajums: “Vai iedomatais skaitlis pieder intervalam [1; 30]?”

o Ja atbilde uz pirmo jautajumu ir “ja”, tad nakamais jautajums jauzdod par divreiz mazaku intervalu neka
tas, par kuru jau zinams, ka taja atrodas iedomatais skaitlis, tas ir, “Vai iedomatais skaitlis pieder
intervalam [1; 15]?”

o Ja atbilde uz pirmo jautajumu ir “né”, tad iedomatais skaitlis atrodas intervala [31; 60] un nakamais
jautajums batu jauzdod par divreiz mazaku intervalu [31; 45].

Lidzigi Indrai jarikojas art turpmakajos jautajumos, tas ir, atkariba no atbildes vienmér jaapliko tas intervals, kas
satur iedomato skaitli, un Sis intervals jasadala divos péc apjoma vienados intervalos (katra no abiem intervaliem
ir vai nu n skaitli, vai artviena ir n, bet otra n + 1 skaitlis). (Skat., pieméram, 34. att., kura paradits, kada apjoma
intervalos notiek dalisana.)
Sadi rikojoties, ar se$iem jautdjumiem Indra noteikti var uzzinat Brigitas iedomato skaitli.
Piezime. Atrisinajums balstits uz “skaldi un valdi” algoritmu.
2. atrisinajums. Ta ka Brigitas iedomatais skaitlis neparsniedz 60, tad to binaraja skaitiSanas sisteéma var uzrakstit
izmantojot ne vairak ka 6 ciparus. Indrai jauzdod jautajums par katru skaitla ciparu:

1. jautajums — Vai skaitla pirmais cipars binaraja skaitiSanas sistéma ir 1?

2. jautajums — Vai skait)a otrais cipars binaraja skaitiSanas sistéma ir 1?

6. jautajums — Vai skaitla sestais cipars binaraja skaitiSanas sistema ir 1?
Ta ka skaitla binaraja pieraksta tiek izmantoti tikai cipari 0 un 1, tad sadi rikojoties, ar seSiem jautajumiem Indra
noteikti var uzzinat Brigitas iedomato skaitli.

60
—i—

1. jautajums 30| |30

2. jautajums 15| 15

3. jautajums 8 7

4. jautajums 4 4 3 4

5. jautajums 2 2 2 1

6. jautajums | 1 1 1 1

34. att. 35. att.
Trijstlrm ABC ievilktas rinka linijas centrs ir 0. Nogriezni OA, OB, OC krusto $o rinka liniju attiecigi punktos D, E,
Lo AB BC AC . _ e - . . -

F.Zinams, ka — = — = —. Pieradit, ka trijstlris ABC ir regulars!

DE EF DF
1. atrisinajums. Punkts O ir trijstira ABC bisektriSu krustpunkts (skat. 35. att.). Apziméjam <BAC = 2a,

SABC =28 un <ACB =2y. Tad ¥DOF =180°—a —y un <ODF = <DFO =(a+YV), jo AODF ir
vienadsanu. Lidzigi ieglstam, ka <EDO = <DEO = %(a + ) un XOEF = «OFE = %(ﬁ +7).
Tatad ADEF iekséjo lenku lielumi ir XEDF = a +3 (B +V), <DEF = + - (a +), <EFD =y +3 (a + f).

lzmantojot, ka a + f +y = 90°, ieglistam XEDF = % + 45°, *DEF = §+ 45° un XEFD = % + 45°. Ta ka
%zgzg, tad AABC~ADEF péc pazimes mmm un atbilstosie trijstiru lenki ir vienadi, tas ir,
20 =%+45°25 =£

2 2
regulars.

2. atrisinajums. Punkts O ir trijstirim DEF apvilktas rinka [inijas centrs — vidusperpendikulu krustpunkts. Ta ka
AB _ BC _AC
F—EF  Dp tad trijstari ABC un DEF ir homotétiski ar homotétijas centru 0. Tatad trijstari DEF ievilktas

rinka lTnijas centrs artir 0. Ta ka trijstira DEF bisektrisu krustpunkts sakrit ar vidusperpendikulu krustpunktu,
tad tas ir regulars trijstaris. Lidz ar to ari trijstaris ABC ir regulars.

+45°un 2y = %+45°. Tatada = B =y = 30°jeb 2a = 28 = 2y = 60°un AABC ir
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12.4. Pieradit, ka pozitiviem skaitliem a, b, c izpildas nevienadiba |\/a2 + b% —+a? + cz| <|b—c|.
1. atrisinajums. Ja b = c, tad dota nevienadiba ir patiesa.

Jab > c,tad japierada, kaVa? + b2 —va? + c2 < b — c. Reizinot abas nevienadibas puses ar saistito izteiksmi
(Va2 +b% + Va2 + c?), iegistam b? — c? < (b —c)(Va? + b? + Va? + ¢?).
Talak, dalot abas nevienadibas puses ar (b — ¢), kas ir pozitivs skaitlis, ieglistam

b+c<+a?+b% + a?+c?,
kas ir patiesa nevienadiba, jo b < Va2 + b2 unc < Va? + 2.
Jab < c, tad japierada, ka Va2 + ¢ —Va? + b2 < ¢ — b, ko var izdarit analogi ka iepriek$éja gadijuma.
2. atrisinajums. Ja b = ¢, tad dota nevienadiba ir patiesa.
Apskatam gadijumu, kad b # c. Novelkam nogriezni AD, kura garums ir a. Tam perpendikulari no punkta D uz
vienu pusi atliekam nogrieznus BD un CD, kuru garumi attiecigi ir b un c (iesp&jami divi gadijumi, skat. 36. att.).
No Pitagora teorémas trijstiros ADB un ADC ieglstam, ka AC = va? + c2 un AB = Va? + b2. levérojam, ka
BC =|BD — CD| = |b —c|. No trijstira nevienadibas trijstiri ABC ieglstam BC > |AB — AC| jeb
|b —c| > |[Va? + b% — Va? + ¢2|.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka [Va? + b% —Va? + ¢?| < |b —¢|.

C B D
c
36. att.
12.5. Pieradit, ka vienadojumam (a — b)? = a + b ir bezgaligi daudz atrisindjumu naturalos skait|os!
Atrisinajums. Pamatosim, ka der vértibas forma a = @ nb= k(k_l), kur k ir naturals skaitlis, kas lielaks

neka 1:
o aun b ir naturali skaitli, jo k(k + 1) un k(k — 1) dalas ar 2 ka divu péc kartas esosu naturalu skaitju
reizinajums;
o ievietojot §is vértibas dotaja vienadojuma, iegiustam patiesu vienadibu:
(Mk+D k@—1»2_kw+1)+uk—u

2 2 2 2

2k\*  2k?
—) =— = k?=k?
( 2 ) 2

Ta ka $adu k vértibu ir bezgaligi daudz, tad arT dotajam vienadojumam ir bezgaligi daudz atrisinajumu:

Piezime. Meklétas a un b vértibas var palidzét atrast talak aprakstitie spriedumi.

1. veids. ApzZiméjam a—b =k, tad k? = a + b. Saskaitot abas vienadibas, ieglistam 2a =k + k? jeb
_ k(k+1) K2+k k = k2-k _ k(k-1)
2 2 2
2. veids. Apziméjam a—b =k, tad a+ b =k + 2b, tatad doto vienadojumu var parrakstit forma
k?2-k _ k(k—1)
2 T 2

Aprékinamb =a -k =

k? = k + 2b, no ka ieglistam, ka b = una =k +b.
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