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Latvijas 70. matematikas olimpiades 2. posma uzdevumi un atrisinajumi
5.-8. klase

5.1. Doti Cetri trisciparu skaitli Xzy; yaz; yax; zxa un zinams, ka a,x,y,z ir dazadi cipari. Vai var but,
kaxzy < yaz < yax < zxa?
Atrisinajums. Pienemsim, ka Saja virkné katrs nakamais skaitlis ir lielaks neka iepriek$éjais. Lielaks ir tas skaitlis,
kuram lielaks ir vecakas Skiras cipars. Aplukojot pirmo, otro un ceturto skaitli, iegtistam, ka x < y < z. Salidzinot
otro un treso skaitli, ieglistam z < x. legita pretruna, tatad nevar bit, ka Saja virkné katrs nakamais skaitlis ir lielaks
neka iepriekséjais.

5.2. Valentins sava burtnica zime figuras, pirmas tris no tam paraditas 1. att. Pirma figlra sastav no pieciem vienadiem
kvadratiem un tas perimetrs ir 12 cm. Katru nakamo figlru Valentins ieglst, iepriek$éjai figlrai labaja pusé
pieziméjot klat vienu 2. att. doto figlru.

1. att. 2. att.

a) No cik kvadratiem sastav 70. figlra?

b) Nosaki 70. figliras perimetru!

c) Vai kadai no Valentina zimétajam figliram perimetrs ir 1000 cm?

Atrisinajums. a) levérojam, ka, lai iegltu nakamo figiru, iepriekséjai figlirai tiek pievienoti 4 kvadrati. Pirma figlrai
sastav no 5 kvadratiem un vél japievieno 69 - 4 kvadrati, tatad 70. figlira sastavés no 5 + 276 = 281 kvadrata.

b) levérojam, ka pirmajai figlirai ir 12 vienadas malas, tatad katras malas garums ir 1 cm. Apskatam, ka mainas katras
nakamas figliras perimetrs.

o Pirmajai figirai perimetrs ir P; = 12 cm. levérojam, ka 12 var uzrakstit ka 4 + 8 (skat. 3. att., kur malu, kas
iekrasotas ar partrauktu lniju, kopéjais garums ir 4 cm, bet ar biezaku liniju iekrasoto malu kopéjais garums
ir 8 cm).

o Otrajai figlrai perimetrsir P, =4+ 8+ 8 =4+ 2-8 cm, jo pie pirmas figliras perimetra nak klat 8 malas
(skat. 4. att., kur ar biezaku Iiniju iezimétas malas, kas tiek pievienotas figlrai), kuru kopéjais garums ir 8 cm.

2 e &

o =

3. att. 4. att.

Lidzigi ieglst art nakamo figliru perimetrus, katru reizi pieskaitot 8 cm. Lidz ar to figlras, kuras kartas numurs ir n,
perimetrsir b, =4 +n-8cm.

Tatad 70. figuras perimetrsir P, =4 + 70 -8 = 564 cm.

c) levérojam, ja no figlras perimetra atnem 4, tad iegltajam rezultatam jadalas ar 8. Ta ka 1000 — 4 = 996 un
996 : 8 = 124, atl 4 (nedalas ar 8), tad nav tadas figlras, kuras perimetrs ir 1000 cm.
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5.3. Sagriez 5. att. doto figliru divpadsmit 6. att. figliras!

5. att. 6. att.

Atrisinajums. Skat., pieméram, 7. att.
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7. att.

5.4. Dota tabula arizmériem 2 X 12 ritinas. Katra rltina ierakstits naturals skaitlis no 1 Iidz 24 (katra ratina cits skaitlis).
Vai iespéjams, ka ritinas, kuram ir kopiga mala, ierakstito skaitJu starpiba ir vismaz a) 11, b) 12?
Atrisinajums. a) J3, prasitais ir iespéjams, pieméram, skat. 8. att.
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8. att.

b) Pieradisim, ka prasitais nav iesp&jams. Pienemsim pretéjo, ka iesp&jams aizpildit tabulu. levérojam, ka katrai
tabulas ritinaiir vismaz divas blakus ratinas (blakus rltinas ir rGtinas, kuram ir kopiga mala), un aplikosim to ritinu,
kura ierakstits skaitlis 12. Sim skaitlim tikai viens no tabula ierakstitajiem skaitliem var nodroginat starpibu, kas ir
vismaz 12, ir skaitlis 24. Esam ieguvusi pretrunu, tatad derigs tabulas aizpildijums neeksisté.

5.5. Atrodi tadu trisciparu skaitli, kam vienlaicigi izpildas talak dotie nosacijumi! Sis skaitlis,
o dalot ar 2, atlikuma dod 1,

dalot ar 3, atlikuma dod 2,
dalot ar 4, atlikuma dod 3,
dalot ar 5, atlikuma dod 4,
dalot ar 6, atlikuma dod 5,
dalot ar 7, atlikuma dod 6,

o dalot ar 8, atlikuma dod 7.
Atrisinajums. Ja meklétajam skaitlim pieskaitisim 1, tad iegltais skaitlis dalisies ar 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 (bez atlikuma).
levérojam, ka der skaitlis 3:5-7-8 =840, tas dalas ar 2; 3; 4; 5; 6; 7 un 8. Tatad meklétais skaitlis
ir 840 — 1 = 839.

o O O O O
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6.1. Doti tris kvadrati ar laukumiem attiecigi 1 m?, 4 m? un 9 m?2. Kvadrati salikti viens virs otra ta, ka paradits 9. att.
Aprékini iegltas figlras perimetru!

K EE M
_________________ N
el
M H
A B 7 |7
9. att. 10. att.

Atrisinajums. Kvadratu malu garumi attiecigiir 1 m, 2 m un 3 m. levérojam, ka lauztas linijas ABCDE garums ir tads
pats ka lauztas linijas AKE garums un lauztas linijas JIHGF garums ir tads pats ka lauztas linijas JMF garums (skat.
10. att.). Tad dotas figiras garums ir 14+ 2+3 =6 m un platums ir 3 m. Lidz ar to figliras perimetrs
ir(6+3)-2=18m.
6.2. Atrodi skaitla 13 + 33 + 53 + -+ + 1013 pédéjo ciparul!
Atrisinajums. Lai atrastu dotas summas pédgéjo ciparu, sagrup€jam saskaitamos un nosakam katras grupas summas
pédéjo ciparu:
o summas13 + 113 + --- 4+ 1013 pédéjais cipars ir 1, jo ir vienpadsmit saskaitamie un katra saskaitama pédéjais
ciparsir 1;
o 334133+ ---+ 933 pédéjais cipars ir 0, jo katra saskaitama pédéjais cipars ir 7, jo 33 = 27, un pavisam ir 10
sadi saskaitamie 7 - 10 = 70.
o 534153 + --- + 953 pédéjais cipars ir 0, jo katra saskaitama pédéjais cipars ir 5, jo 53 = 125, un pavisam ir
10 $adi saskaitamie 5 - 10 = 50.
o 734173+ ---+ 973 pédéjais cipars ir 0, jo katra saskaitama pédéjais cipars ir 3, jo 73 = 343, un pavisam ir
10 $adi saskaitamie 3 - 10 = 30.
o 934193 + .-+ 993 pédéjais cipars ir 0, jo katra saskaitama pédéjais cipars ir 9, jo 93 = 729, un pavisam ir
10 $adi saskaitamie 9 - 10 = 90.
Tatad uzdevuma dota skaitla pédéjais cipars ir 1.

6.3. Izmantojot divas 11. att. un Cetrpadsmit 12. att. figiras, saliec taisnstidri ar izmériem 10 X 9 t3, lai 11. att. figlras
nesaskartos! Figuras drikst pagriezt.

11. att. 12. att. 13. att.

Atrisinajums. Skat., pieméram, 13. att.
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6.4. Dota tabula arizmériem 3 X 10 ratinas. Katra ritina ierakstits naturals skaitlis no 1 Iidz 30 (katra rdtina cits skaitlis).
Vai iespéjams, ka ritinas, kuram ir kopiga mala, ierakstito skaitlu starpiba ir vismaz a) 14, b) 15?
Atrisinajums. a) J3, prasitais ir iespéjams, pieméram, skat. 14. att.

| | | | | | | | |
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14. att.

b) Pieradisim, ka prasitais nav iespéjams. Pienemsim pretéjo, ka iespéjams aizpildit tabulu. levérojam, ka katrai
tabulas ratinai ir vismaz divas blakus ratinas (blakus rtinas ir ratinas, kuram ir kopiga mala), un aplikosim to ratinu,
kura ierakstits skaitlis 15. Sim skaitlim tikai viens no tabula ierakstitajiem skaitliem var nodroginat starpibu, kas ir
vismaz 15, ir skaitlis 30. Esam ieguvusi pretrunu, tatad derigs tabulas aizpildijjums neeksisté.

6.5. Sesciparu naturaliem skaitliem katrs cipars aizstats ar burtu t3, ka vienadi burti aizstaj vienadus ciparus, bet dazadi
burti — daZzadus ciparus. Zinams, ka tris skaitli, kam péc aizstasanas atbilst vardi AGNESE, ASTERE un SNIEGS, visi
dalas ar 8. Vai iespéjams, ka skaitlis, kam atbilst vards GRIEZE, dalas ar 8?

Atrisinajums. Skaitlis dalas ar 8, ja ta pédéjo tris ciparu veidotais skaitlis dalas ar 8. Pienemsim, ka visi skaitli ESE,
ERE, EGS un EZE dalas ar 8.
levérojam, ka ar 8 dalas tikai para skaitli, tapéc burtiem E un S atbilst para cipari.
No ta, ka skaitlis ESE dalas ar 8, ieglistam, ka burta E var vieta bt tikai 0, 4 vai 8, jo neviens no skaitliem 202, 242,
262, 282, 606, 626, 646, 686 nedalas ar 8 (neviens no tiem nedalas ar 4, tatad nedalas ari ar 8).
Apskatam visus iesp&jamos gadijumus.
o Jaar Eiraizstats cipars 0 vai 8, tad trisciparu skait)u, kas sakas un beidzas ar E un dalas ar 8, vidéjais cipars var
bat tikai 0, 4 vai 8. Ta ka E jau izmanto vienu no cipariem 0 vai 8, tad iespéjami tikai divi varianti. Péc dota ESE
un ERE atbilstoSie skaitli dalas ar 8, tapéc EZE atbilstosais skaitlis nevar dalities ar 8.
o Ja ar E aizstats cipars 4, tad trisciparu skaitu, kas sakas un beidzas ar E un dalas ar 8, vidéjais cipars var bit
tikai 2 un 6. ArT Saja gadijuma iesp&jami tikai divi varianti 424 un 464. Péc dota ESE un ERE atbilstoSie skait]i
dalas ar 8, tapéc EZE atbilstosais skaitlis nevar dalities ar 8.
Lidz ar to esam pamatojusi, ka skaitlis, kam atbilst vards GRIEZE, nedalas ar 8.
Piezime. Viens derigs skaitlu komplekts ieglistams, ja burtus aizvieto $adi: A=9, G=2, N=3, E=0, S=4, T=6, R=8, |=5,
Z=1 (der ari Z=7). Tada gadijuma vardam AGNESE atbilst skaitlis 923040, ASTERE - 946080, SNIEGS - 435024 un
GRIEZE - 285010.
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7.1. Dota taisne y = 2019x — 2020. Uzraksti vienadojumu taisnei, kas iet caur punktu (14; —2006) un krusto doto
taisni punkta, kura abscisa ir 0.
Atrisinajums. Meklétas taisnes vienadojums ir forma = kx + b, kur k € R, b € R. Sakuma atrodam ordinatu
punktam, kura mekléta taisne krusto doto taisni y = 2019 -0 — 2020 = —2020. Tatad mekléta un dota taisne
krustojas punkta (0; —2020). Lidz ar to b = —2020. Ta ka mekléta taisne iet caur punktu (14;—2006), tad
ieglistam vienadojumu —2006 = 14k — 2020 jeb k = 1. Tatad meklétas taisnes vienadojums ir y = x — 2020.

7.2. Uz tafeles rinda uzrakstiti nepara skait)i 1; 3; 5; ...; 2021; 2023. Katram no tiem prieksa pierakstija vai nu ,+”,
vai ,—” zZimi. Vai var gadtties, ka iegltas izteiksmes vértiba ir a) 4; b) 1?
Atrisinajums. a) J3, iegltas izteiksmes vértiba var bit 4. Apskatam Cetrus péc kartas esoSus naturalus nepara skait|us
2n—1;2n+ 1;2n + 3; 2n + 5. levérojam, ka katram no tiem var pierakstit priek$a vai nu ,+”, vai ,—” zZimi ta, lai
ieglitu summu O:
+2n—-1D)-2n+1)-2n+3)+(2n+5)=0
Pavisam uz tafeles ir uzrakstiti 1012 skaitli. Sagrup€jam skaitlus no 9 lidz 2023 grupas pa Cetri ta, lai katra grupa
esoso skaitlu summa batu 0, bet skaitliem 1; 3; 5; 7 prieksa liekam attiecigi ,— + — +”:
—-14+3-54+7 +49—-11—-13+15 +... 42017 — 2019 — 2021 + 2023 = 4.
=4 =0 =0
b) N&, nevar iegat vértibu 1. Ta ka uz tafeles ir uzrakstits para skaits (1012 skaitli) nepara skaitju, tad to summa bus
para skaitlis, jo, saskaitot vai atnemot divus nepara skaitlus, iegist para skaitli.

7.3. Vai 15. att. figliru var parklat ar a) piecpadsmit 16. att. figlram, b) tris 16. att. figlram un divpadsmit 17. att.
figiram? Figlras drikst pagriezt.

15. att. 16. att. 17. att.

Atrisinajums. a) N&, nevar. Dotaja figlra kopa ir 60 ratinas, bet viena figlra ir 4 rGtinas. Tatad, ja uzdevuma prasibas
varétu izpildtt, figira bGtu noklata ar tiesi 15 figlram. lzkrasojam figlru Saha galdina veida (skat. 18. att.); pavisam
melna krasa ir nokrasotas 30 (para skaits) ratinas. Lai ka ari Saja figlra tiktu novietota 16. att. figlra, ta noklas vai nu
tiesSi vienu melnu ratinu, vai tieSi 3 melnas ratinas (skat. 19. att.), tatad nepara skaita melnas ratinas. Tapéc ari 15
(nepara skaitlis) $adas figliras kopa var noklat tikai nepara skaita melnas ritinas. Ta ka nepara skaitlis nevar bt

= al s

18. att. 19. att.

b) N&, nevar parklat. Dota figlra satur 60 ratinas, bet 3-4 4+ 12-3 =12 4+ 36 = 48 < 60.
Piezime. a) gadijuma pieradit, ka figlru nevar parklat, var ari, pieméram, apskatot apakséjo kreiso ritinu, kuru var
parklat viena vieniga veida, un pamatojot, ka ari talakais parklajums ir noteikts viennozimigi.
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7.4. Dota tabula ar izmériem 2 X n ratinas, kura katra rdtina ierakstits viens naturals skaitlis no 1 lidz 2n (katra ritina cits
skaitlis) ta, ka ratinas, kuram ir kopiga mala, ierakstito skaitlu starpiba ir vismaz K, (kur K ir naturals skaitlis). Kadai
lielakajai K vértibai tas ir iespéjams (izsaki atbildi atkariba no n vértibas)?

Atrisinajums. Lielaka iespéjama K vértiba ir n — 1, atbilstosu tabulas aizpildijumu skat. 20. att., kur blakus ratinas
(blakus ratinas ir ratinas, kuram ir kopiga mala) pa vertikali ierakstito skait|u starpiba ir n, bet pa horizontali starpiba ir
n+1lvain—1.

n n n

n+1l =

1 'ﬂ.{l»l n+2 n‘1 3 n1}-1 n+4 .
! I
| |

| |
b2 % n+3 o 4 + oo

20. att.

Pamatosim, ka K nevar bat vienads ar n vai lielaks neka n. Pienemsim pretéjo, ka K = n. levérojam, ka katrai tabulas
rGtinai ir vismaz divas blakus rtinas, un aplikojam to rtinu, kura ir ierakstits skaitlis N. Sim skaitlim tikai viens no tabula
ierakstrtajiem skaitliem var nodrosinat starpibu, kas ir vismaz n, tas ir skaitlis 2n. leglta pretruna, tatad derigs tabulas
aizpildijums $aja gadijuma neeksisté.

7.5. Atrodi tadu naturalu skaitli n, ka skaitla 11n ciparu summa ir vismaz 11 reizes mazaka neka skaitla n ciparu summal
Atrisinajums. Der, pieméram, skaitlis n = 909091 (ciparu summa ir 28), jo 11n = 10000001 (ciparu summa ir 2) un

?:14>11.

Piezime. Prasito skaitli var atrast, izmantojot dalamibas pazimi ar 11 un ievérojot, ka skaitlis 1 00...00 1 dalas ar 11.
para skaits 0

2019./2020. m.g. http://nms.lu.lv/ 6
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8.1. Profesoram Ciparinam ir airu laiva. Profesors stavos$a ddent airé ar atrumu 7 km/h. Vienu dienu vin$ nolema doties
brauciena pa vietéjo upi. Izbraucot no majam, profesors brauca 8 stundas pret straumi, [1dz nokluva kada atptas vieta.
Vélak, kad bija atputies, profesors devas atpakal majas. Péc 4 stundu airéSanas vinu izbiedéja skal$ putna kliedziens un
vin$ no rokam izlaida airus, kas iekrita Gden1. AtlikuSo cela gabalu laivu nesa straume. Aprékini straumes atrumu, ja
zinams, ka profesors Ciparins cela uz atpltas vietu pavadija par 2 stundam vairak neka atpakalcela!

Atrisinajums. Ar x apziméjam upes straumes atrumu. Izmantojot uzdevuma doto, aizpildam tabulu.

v, km/h t,h s, km
Pret straumi 7—x 8 8(7 —x)
Pa straumi (airéjot) 7+ x 4 4(7 + x)
Pa straumi (bez airiem) X 2 2x

Ta ka turpcela un atpakalcela veiktais attalums ir viens un tas pats, tad ieglistam vienadojumu:
8(7—x)=4(7+x)+ 2x
56 —8x =28+ 4x + 2x
14x = 28
x = 2.
Lidz ar to esam ieguvusi, ka upes straumes atrums ir 2 km/h.

8.2. Divainam kalkulatoram ir tikai divas pogas: “P”, kas uz ekrana redzamo skaitli palielina par pieci, un “S”, kas uz ekrana
redzamo skaitli palielina par septini. leslédzot kalkulatoru, uz ekrana redzams skaitlis 0. Kads ir lielakais naturalais
skaitlis, kuru nevar ieglt uz kalkulatora ekrana?

Atrisinajums. Pieradisim, ka lielakais skaitlis, ko nevar ieglt uz ekrana, ir 23.
levérojam, ka vienigie skaitli, kas mazaki neka 15 un ko iesp&jams iegiit ar pogu nospiedieniem, ir 5 (P), 7 (S), 10 (PP),
12(PS) un 14 (SS).
Lai uz ekrana iegutu skaitli 23, iepriek$ejam skaitlim jabat vai nu 18, vai 16 un pirms tam ir bijis jabut kadam no skaitliem
13, 11 vai 9, bet $adus skaitJus nav iespéjams ieglt. Lidz ar to ari 23 nav iesp€jams iegut.
Pieradisim, ka visus skaitlus, kas lielaki neka 23, ir iespéjams ieglt. levérojam, ka uz ekrana var ieglt piecus secigus
skaitjus:

o 24=2-542-7(PPSS);

o 25=5-5(PPPPP);

o 26=1-5+4+3-7(PSSS);

o 27=4-541-7(PPPPS);

o 28 =4"-7(SSSS).
Katru no skaitliem, kas lielaks neka 28, var iegit no kada no skaitliem 24; 25; 26; 27; 28, nospieZot pogu “P” vajadzigo
reizu skaitu.

8.3. Trijstlr1 ABC novilktas bisektrises AK un BM. Zinams, ka AK = BM = AB. Apreékini trijstira ABC lenkus!
Atrisinajums. Trijstlris ABM ir vienadsanu, jo AB = BM (péc dota), tapéc apziméjam <BAM = <BMA = 2a un péc
bisektrises definicijas *BAK = « (skat. 21. att.). Ta ka trijstira ABM virsotnes lenkis xABM = 180° — 4a, tad <ABK =
24ABM = 360° — 8a. levérojam, ka

o %AKB =~ (180° — <BAK) = =,
o YAKB = <ABK = 360° — 8a.
180°—a

Lidz ar to ieglstam vienadojumu = 360° — 8a, no ka izriet, ka 180° — a = 720° — 16« jeb a@ = 540°: 15 =
36°. Tatad trijstira ABC lenku lielumi ir <«BAC =36°-2=72° <XABC =360°—8-36°=72° un
JACB = 180° —2-72° = 36°.

2019./2020. m.g. http://nms.lu.lv/ 7
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A M C
21. att.

8.4. Dota tabula ar izmériem 3 X 2n ritinas, kura katra ratina ierakstits viens naturals skaitlis no 1 lidz 6n (katra ritina cits
skaitlis) ta, ka rQtinas, kuram ir kopiga mala, ierakstito skaitju starpiba ir vismaz K (kur K ir naturals skaitlis). Kadai
lielakajai K vértibai tas ir iespéjams (izsaki atbildi atkariba no n vértibas)?

Atrisinajums. Lielaka iespéjama K vertiba ir 3n — 1.
Pienemsim pretéjo, ka K > 67n = 3n. levérojam, ka katrai tabulas ratinai ir vismaz divas blakus rtinas (blakus ritinas ir
ratinas, kuram ir kopiga mala), un aplikojam to ratinu, kura ierakstits skaitlis 3n. Sim skaitlim tikai viens no tabula

ierakstrtajiem skaitliem var nodrosinat starpibu, kas ir vismaz 3n, tas ir skaitlis 6n. Esam ieguvusi pretrunu, tatad derigs
tabulas aizpildijums ar K > 3n neeksiste.

Ja K = 3n — 1, tad tabulu var aizpildit, pieméram, ka paradits 22. att., kur blakus ritinas ierakstito skaitlu starpibas
periodiski atkartojas.

|
3n+1 3n‘—1 2 s;ntz 3n+4 3n‘71 5 3n|+z 3n|+z 6n — 2 3n‘—1 3n —1
. sn L 3+l | 3 L 3n+1 3n | 3+l |
1 3n+2 3n+3 3m-1 4 3n+2 3n+6 3n-1 3n-1 3n —2 3n+2 6n
— 3n+1 — 3 — 3n+1 ——  3n 3n+1 | 3n —
3n+2 3m-1 3 sn+z 3n+5 3n-1 6 In+2 m+z 6m—1 3:m-1  3n
| | | | | \
22. att.

8.5. Dotas 8 péc aréja izskata vienadas monétas. Ir zinams, ka vai nu visam tam masas ir vienadas, vai art 4 monétam ir
viena masa, bet 4 monétam — cita masa. Ka ar 2 svérSanam uz sviras svariem bez atsvariem var noskaidrot, kura no
iespéjam pastav istentba?

Atrisinajums. Pirmaja svérsana uz katra svaru kausa uzliekam pa 3 monétam. lespé&jami divi gadijumi.
1. Ja svaru kausi nav lidzsvara, tad ir divu dazadu masu monétas.
2. Svaru kausi ir Iidzsvara, tas ir iespéjams divos gadijumos, ja
O Visu 6 svérto monétu masas ir vienadas, tatad ari nesvérto monétu masas ir vienadas (un ari vienadas ar svérto
monétu masu);
o uz katra svaru kausa ir divas monétas ar masu x un viena monéta ar masu y, tatad katras nesvértas monétas
masa ir y.
Otraja svérSana panemam divas monétas no viena svaru kausa noliekam mala un to vieta svaru kausa ieliekam abas
nesvértas monétas. lespéjami divi gadijumi.
1. Jasvaru kausi ir [idzsvar3, tad visam 8 monétam ir vienada masa.
2. Jasvaru kausi nav lidzsvara, tad ir divu dazadu masu moneétas.
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9.1. Vienadsanu trijstlira pamata malas garums ir 10 cm, bet perimetrs ir mazaks neka 30 cm. Kads var bt trijstlra sanu
malas garums?
Atrisinajums. Trijstira sanu malas garumu apziméjam ar x. Tad no dota ieglistam, ka jaizpildas nevienadibai
10+x+x<30
2x < 20
x < 10.
Lai trijstlris eksistétu, jaizpildas trijstra nevienadibai, tas ir, x + 10 > x (patiesa visam x vértibam) un x + x > 10 jeb
x > 5. Lidz ar to x € (5;10) jeb trijstlra sanu malas garums ir lielaks neka 5 cm un mazaks neka 10 cm.

- 1 1 1 1 1010
9.2. Pieradit, ka —+ —+—+... + ——— = —.
13 35 57 2019-2021 2021
c Lo o . . - e 1 1/ 1 1 -
Atrisinajums. levérojam, ka visiem naturaliem skaitliem n izpildas vienadiba = —( — ) Tapéc
‘ (2n-1)(2n+1) 2\2n-1 2n+1

pieradamas vienadibas kreisas puses izteiksmi var parveidot forma:

1 + 1 4 1 - 1 _1(1 1>+1(1 1)+1(1 1)+ +1( 1 1 )_
1-3 3-5 5-7 77 2019-2021 2\1 3 2\3 5 2\5 7 2\2019 2021/

_1(1 1 1 1 1 1 1 1)
2173737575777 " 2019 2021/

levérojam, ka Saja izteiksmé paradas pretéji skaitli, kuru summa ir 0, Iidz ar to péc vienkarSoSanas paliek tikai divi
saskaitamie % un (— ﬁ), tatad
1 1 1 1 1/1 1 1 2020 1010
1.373.5" (5~ 5031) = 35021 = 2027

kas ar bija japierada.

s 7t T2019-2021 2

9.3. Divas rinka linijas w; un w, iekséji pieskaras punktd A (w, atrodas w; iekSpusé) un w; centrs neatrodas w, iekSpusé.
Rinka [Tnijas w; diametrs AB $kérso w, punkta C. Zinams, ka w; hordas DE, kas iet caur C perpendikulari AB, garums

sakrit ar BC garumu. Aprékinat w; un w, diametru garumu attiecibu i—i.
1. atrisinajums. Simetrijas dé| CD = CE un péc dota BC = 2CD (skat. 23. att.). Péc krustisku hordu Tpasibas ieglistam,
ka BC - CA = CD? jeb 2CD - CA = CD?, no ka ieglistam AC =~ CD. Tatad AB = BC + AC = 2CD +5CD = 2CD un

AB ECD

N - 2

varam aprékinat prasito — = +— =
AC 5CD

o.C Os

w3

FE
23. att.

2. atrisinajums. Apziméjam 0,D = 0,4 = R un 0,A = 0,C = 7, kur O4 un 0, ir attiecigi rinka liniju w; un w, centri
(skat. 23. att.). levérojam, ka BC =AB—-AC=2R—-2r, 0, =0,A—AC =R —2r un simetrijas dé|
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CD = %BC = R — r. Péc Pitagora teorémas taisnlenka trijstari 0,CD ieglstam, ka CD? = 0;D? — 0,C?. Lidz ar to

esam ieguvusi vienadojumu
2

1
(EBC> = 0,D? — 0,C?

(R—71)?=R?— (R —2r)?
R? —2Rr +7r? = R? — R? + 4Rr — 4r?
R? —6Rr+5r2=0.
Izmantojot grupésanas panémienu, sadalam kreisas puses izteiksmi reizinatajos:
R?—Rr —5Rr+5r?2=0
RR-1r)—-5r(R—-7r)=0
(R—7r)(R-5r)=0.
Reizinajums ir O tikai tad, ja kads no reizinatajiem ir 0. Tatad iesp&jami divi gadijumi:
o R—1r=0jeb R =r, kas neder, jo rinka linijas $aja gadijuma sakrit;

o R —5r =0jeb R = 5r, tatad varam apréekinat prasito % =2R_R_5,

9.4. Uz katras no 2N kartitem uzrakstits viens naturals skaitlis no 1 Iidz N, katrs skaitlis uzrakstits uz tiesi divam kartitém.
Kartites jasaliek rinda vienu aiz otras ta, lai starp kartitém, uz kuram uzrakstits skaitlis k, atrastos tiesi k citas kartites.
Vai kartites var salikt prasitaja veida, jaa) N = 4,b) N = 5?

Atrisinajums. a) J3, kartites var salikt, pieméram, skat. 24. att.
(af1]3]1]2[4a[3]2]
24, att.

b) Pienemsim, ka ir izdevies salikt kartites rinda ta, ka prasits. Sanumurésim tas péc kartas ar naturaliem skaitliem
no 1 lidz 10 (skat. 25. att.).

25. att.

Paradisim, ka ir para skaits kartisu, kas atrodas vietas ar para numuriem. No divam kartitém, uz kuram uzrakstits skaitlis
2, viena atrodas vieta ar para numuru, otra — vieta ar nepara numuru. Tas ir spéka ari kartitém, uz kuram rakstits 4.
Tatad no $im Cetram kartitém divas atrodas vietas ar para numuru, bet otras divas — vietas ar nepara numuru.

Abas kartites, uz kuram ir rakstits viens un tas pats nepara skaitlis (1, 3 vai 5), atrodas vietas, kuru numuriem ir vienada
paritate (tas ir, abi ir para vai abi nepara), tatad tas izmaina para vietas esoS$o kartisu skaitu par para skaitli (0 vai 2).
Redzam, ka kopa vietas ar para numuriem atrodas para skaits kartiSu (tapat ari vietas ar nepara numuriem).

Bet pavisam ir 5 vietas ar para numuriem un 5 vietas ar nepara numuriem, ieglta pretruna, tatad prasito izdarit nevar.
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9.5. Dota N X N ritinu tabula, kura visas diagonales ir sanumurétas péc kartas ar skaitliem no 1 Iidz 2N — 1. Visas ratinas,
kas pieder vienai diagonalei, ierakstits Sis diagonales numurs (pieméram, 26. att. paradits tabulas aizpildijums, ja N =
5). Pieradit, ka visam naturalam N vértibam visu tabula ierakstito skaitlu summa ir kada naturala skaitla kubs!

1 2 3 4 5

1]2]374]5]

213]4]5]6] ",

34(5(6|7] ",

stetris]

5/6/7]8]9
26. att.

1. atrisinajums. Aplikojam tadas divas rutinas, kas ir simetriskas attieciba pret galveno diagonali, kas iet caur visam
ratinam, uz kuram rakstits skaitlis N. Ja viena no tam atrodas uz diagonales, kura ir k diagonales "pirms" galvenas
diagonales, tad otra atrodas uz diagonales, kura ir k diagonales "aiz" galvenas diagonales, tas nozimg, ka tajas ir ierakstiti
attiecigi skaitli (N—%k) un (N+k) un to summa ir 2N. Tas nozim&, ja abus Sajas ratinas esoSos
skaitlus (N — k) un (N + k) aizstaj ar N, tad to summa nemainas. Ta izdarot ar visiem simetriskajiem rdtinu pariem,
ieglstam kvadratu, kura visds N - N = N? ritinas ierakstits skaitlis N, tatad visu kvadrata ierakstito skaitlu summa
irN?2-N = N3,

2. atrisinajums. levérojam, ka vismazaka ir pirmaja rinda ierakstito skaitlu summa, bet katra nakamaja ta ir par N lielaka
tresas rindas skaitlu summaiir (s + 2N), ..., pédgéjas rindas skaitlu summair (s + (N — 1)N). Tatad visu tabula ierakstito

skaitJu summa ir
N-(N-1)

N-(N+1 N-(N-1) N
N-¥+ N-¥=E(N2—N+N2+N)=N3.

10.1. Pieradit, ka katram naturalam n izpildas vienadiba
12 22 n? nn+1)
1-3 3-5 2n-1)(2n+1) 2@2n+1)

Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
2 12, ,1 1

Indukcijas baze. Jan = 1, tad L= —jeb==-.
13 23 3 3
Induktivais pienémumes. Pienemsim, ka vienadiba izpildas, jan = k, tas ir,
12 4 22 k? B k(k+1)

1-3 3-5 QRk-1QRk+1) 2Qk+1)
Induktiva pareja. Pieradisim, ka vienadiba ir spéka aritad, jan = k + 1, tasir,

12 22 (k+ 1) _(k+D((k+1+1)
13735 "TRGTD-DRGID D) 2@k+DFD
jeb
12 22 (k +1)? _(k+1D)(k+2)
13735 T Rk+D@k+3) | 202k+3)
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Parveidojam vienadibas kreisas puses izteiksmi:

12 2 k2 (k+1?  k(k+1) k+1D>
T3 35 " Y@k Dk+D  Qk+D@k+3) 22k+1) T Ck+D@2k+3)

induktivais pienémums

_k+1 (k k+1> k+1 <2k2+3k+2k+2)_(k+1)(2k2+5k+2)_

2+2k+3

T2k +1 T 2k+1 202k + 3) 2k + )2(2k + 3)
e+ DK+ DKk +2)  (k+D(k+2)
T QRE+1D2R2k+3) 21k +3)

Secindjums. Ta ka vienadiba ir patiesa, jan = 1, un no t3, ka vienadiba ir spék3, jan = k, izriet, ka vienadiba ir spéka ari
n = k + 1, secinam, ka vienadiba ir spéka visam naturalam n vértibam.

10.2. Vai eksisté tads dazadmalu trijstiris, kura malu garumi ir naturali skaitli, kas veido geometrisko progresiju?

Atrisinajums. Ja, eksisté, pieméram, trijstliris ar malu garumiem 4, 6 un 9, jo Sie skaitli apmierina trijstiira nevienadibu:
44+6>9,44+9>6unb6+9 >4 untieveido geometrisko progresiju, kuras pirmais loceklis ir 4 un kvocients 1,5.

10.3. Divas rinka linijas w; un w, ieksgji pieskaras punkta A (w, atrodas w4 iekSpusé) un w, centrs neatrodas w, iekSpuseé.

Rinka lTnijas w; diametrs AB $kérso w, punkta C. Pieskares BF, kas no B vilkta pret w,, un w; hordas DE, kas iet caur
C perpendikulari AB, garumi sakrit. Aprékinat w; un w, diametru garumu attiecibu %.
1. atrisinajums. Simetrijas dé] CD = CE (skat. 27. att.) un péc dota BF = 2CD. Péc pieskares-sekantes Tpasibas
ieglstam, ka BF? = BC - AB jeb 4CD? = BC - AB un péc krustisku hordu Tpasibas BC - AC = CD?, no ka ieglistam
4BC - AC = BC - AB jeb 4AC = AB. Lidz ar to esam ieguvusi, ka % =4,

D

wy

Ol C ()g

F
27. att.

2. atrisinajums. Apziméjam 0D = 04 = R un 0,4 = 0,C =1, kur 0 un O, ir attiecigi rinka Iiniju w; un w, centri
(skat. 27. att.). levérojam, ka 0,C = 0;A — AC = R — 2r un 0,B = AB — A0, = 2R — r. Péc Pitagora teorémas
taisnlenka trijsttri 0;CD un BF 0, ieglstam

o €D?=0,D?>-0,C?>=R?—(R—2r)?=4Rr — 4r%

o BF?=0,B? —0,F?> = (2R —1)?> —r? = 4R? — 4Rr.
Ta ka simetrijas dé] CD = %BF, tad 4CD? = BF? un ieglistam vienadojumu

16Rr — 1612 = 4R?> — 4Rr jeb R?> —5Rr+4r?=0.

Izmantojot grupésanas panémienu, sadalam kreisas puses izteiksmi reizinatajos:

R?—Rr—4Rr+4r>=0 = R(R—-1r)—4r(R-r)=0 = (R-r)(R—4r)=0.

Reizinajums ir O tikai tad, ja kads no reizinatajiem ir 0. Tatad iesp&jami divi gadijumi:
o R—1r =0jebR =r, kas neder, jo rinka linijas $aja gadijuma sakrit;
2R R

o R —4r =0 jeb R = 4r, tatad varam apréekinat prasito 4B _2R_ER_ 4.
AC 2r r
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10.4. Uz katras no 2N kartitem uzrakstits viens naturals skaitlis no 1 lidz N, katrs skaitlis uzrakstits uz tiesi divam kartitem.
Kartites jasaliek rinda vienu aiz otras t3, lai starp kartitém, uz kuram uzrakstits skaitlis k, atrastos tiesi k citas kartites.
Vai kartites var salikt prasitaja veida,jaa) N = 6,b) N = 7°?

Atrisinajums. a) Pienemsim, ka ir izdevies salikt kartites rinda ta, ka prasits. Sanumurésim tas péc kartas ar naturaliem
skaitliem no 1 Iidz 12 (skat. 28. att.).

28. att.

Paradisim, ka ir nepara skaits kartiSu, kas atrodas vietas ar para numuriem. No divam kartitém, uz kuram uzrakstits
skaitlis 2, viena atrodas vieta ar para numuru, otra — vieta ar nepara numuru. Tas ir speka ari kartitém, uz kuram rakstits
4 un ar1 6. Tatad no Sim sesam kartitém tris atrodas vietas ar para numuru, bet otras tris — vietas ar nepara numuru.
Abas kartites, uz kuram ir rakstits viens un tas pats nepara skaitlis (1, 3 vai 5), atrodas vietas, kuru numuriem ir vienada
paritate (tas ir, abi ir para vai abi nepara), tatad tas izmaina para vietas esoso kartisu skaitu par para skaitli (0 vai 2).
Redzam, ka kopa vietas ar para numuriem atrodas nepara skaits kartiSu (tapat ari vietas ar nepara numuriem).

Bet pavisam ir 6 vietas ar para numuriem un 6 vietas ar nepara numuriem, iegita pretruna, tatad prasito izdarit nevar.
b) Ja, kartites var salikt, pieméram, skat. 29. att.

(s[2]7]3]26[s5[3[4]1][7]1]6]4]
29. att.

10.5. Dota N X N ritinu tabula, kura visas diagonales ir sanumurétas péc kartas ar skaitliem no 1 lidz 2N — 1. Katram i,
kur 1 <i < 2N —1 visas ritinas, kas pieder diagonalei ar numuru i, ierakstits i-tais nepara skaitlis péc kartas
(pieméram, 30. att. paradits tabulas aizpildijums, ja N = 5). Pieradit, ka ir bezgaligi daudz tadu naturalu N vértibu, ka

visu tabula ierakstito skaitlu summa ir kada naturala skaitla kvadrats!
1 2 3 4 5

3|5 79
571911
71901113
9
i

11315
1311517
30. att.

‘©[~[onfw[=

1

1. atrisinajums. Aplikojam kadas divas ritinas, kas ir simetriskas attieciba pret galveno diagonali, kas iet caur visam
ratinam, uz kuram rakstits skaitlis 2N — 1 . Ja viena no tam atrodas uz diagonales, kura ir k diagonales "pirms" galvenas
diagonales, tad otra atrodas uz diagonales, kura ir k diagonales "aiz" galvenas diagonales, tas nozimé, ka tajas ir ierakstiti
attiecigi skaitli (2N —1 — 2k) un (2ZN — 1 + 2k) un to summa ir 4N — 2. Tas nozimé, ja abus 3ajas ritinas esoSos
skaitjus (2N —1 —2k) un (2N — 1+ 2k) aizstdj ar 2N — 1, tad to summa nemainas. Ta izdarot ar visiem
simetriskajiem ritinu pariem, ieglistam kvadratu, kura visas N - N = N? ritinas ierakstits skaitlis 2N — 1, tatad visu
kvadrata ierakstito skaitlu summa ir N?:(2N —1). Ja 2N —1 ir kada naturala nepara skaitla k kvadrats

. . k? . . - - I - - . .
(tasir, 2N—1=k? jeb N = 2+1, kur k — jebkurs naturals nepara skaitlis), tad tabula ierakstito skaitlu summa ir
k(k?+1)

2

naturala skait]a
daudz.

2. atrisinajums. levérojam, ka vismazaka skaitlu summa ir pirmaja rinda, bet katra nakamaja rinda summa ir tiesi par
2N lielaka. Ja pirmas rindas ritinas ierakstito skaitju summa ir s, tad otraja rinda skaitlu summair s + 2N, tresaja rinda

skaitlu summa ir s + 4N, ..., pédéja rinda skaitlu summa ir s + 2(N — 1)N. Visu tabula ierakstito skaitlu summa
irNs+2N(1+2+--+ (N —1)).

kvadrats. Ta ka naturalu nepara skait|u ir bezgaligi daudz, tad ari derigu N veértibu ir bezgalgi
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Aprékinam pirmas rindas skaitlu summu:
s=1+4345++@N-1)=1+1+2)+Q+D++(1+2(N-1)) =
=N+2(1+2+..+(N-1)) =N+ NN —1) = N2,

Lidz ar to visas tabulas skaitju summa ir N3 + N2(N — 1) = 2N3 — N2 = N2(2N — 1). Ja 2N — 1 ir kada naturala

2
nepara skaitla k kvadrats (tas ir, 2N —1 = k? jeb N = %, kur k — jebkur$ naturals nepara skaitlis), tad tabula

. - . . - o k(K241 _ - _ - . _ -
ierakstito skaitlu summa ir naturala skait|a % kvadrats. Ta ka naturalu nepara skait|u ir bezgaligi daudz, tad ari

derigu N vértibu ir bezgaligi daudz.

11.1. Pieradit, ka visam naturalam n vértibam 62" + 19" — 2™+1 dalas ar 17.
1. atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1, tad 6% + 19! — 22 = 51, kas dalas ar 17.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess, jan = k, tas ir, 62¢ + 19% — 2¥+1 dal3s ar 17.
Induktiva pdreja. Pieradisim, ka apgalvojums ir patiess ari, jan = k + 1, tas ir, 62%+2 + 19k+1 — 2k+2 q3|35 ar 17.
Parveidojam izteiksmi:
62k+2 + 19k+1 _ 2k+2 =36 - 62k +19- 19k —2. 2k+1 —
=19-(6%F + 19F — 2k+1) 4 17 . 62k 4 17 - 2k+1,
17 17 17
Ta ka katrs saskaitamais dalas ar 17, tad ari summa dalas ar 17.
Secindjums. Ta ka apgalvojums ir patiess, jan = 1, un no ta, ka apgalvojums ir patiess, ja n = k, izriet, ka apgalvojums
ir patiess arin = k + 1, secinam, ka apgalvojums ir patiess visam naturalam vértibam.
2. atrisinajums. Apskatam doto izteiksmi péc modula 17:

62" + 19" — 2"l =36m + 19" — 22" = 2" + 2" — 22" = 0 (mod 17).

11.2. Bezgaligas augosas aritmétiskas progresijas locek|i ir naturali skaitli. Pieradit, ka taja ir tads loceklis, kura desmit cipari
péc kartas ir piecinieki.
Atrisinajums. Apzimé&jam aritmétiskas progresijas diferenci ar d un izvélésimies tadu naturalu skaitli n, kuram d < 10™.
Aplikojam 10™ péc kartas sekojosus naturalus skaitJus, no kuriem pirmais sakas ar m pieciniekiem un beidzas n nullem
unm = 10 ir izvéléts tads, lai Sis pirmais skaitlis batu lielaks neka misu aritmétiskas progresijas pirmais loceklis:

5555...55500...00; 5..500..01; 5..500..02; .., 5..599..98;, 5..599..99.

m piecinieki n nulles

Ta ka Sie ir vairak neka d péc kartas sekojosi naturali skaitli, tad vismaz viens no tiem piederés dotajai aritmétiskajai
progresijai un taja ir vismaz 10 piecinieki péc kartas.

11.3. Divas rinka linijas w; un w-, ar€ji pieskaras. Taisne t pieskaras w; punkta A, bet w, —punkta B. Ir novilkts w, diametrs
AC un no punkta C — pieskare CD pret w, (D — pieskarSanas punkts). Pieradit, ka AC = CD!
1. atrisinajums. Ar 0; un O, apzimé&jam attiecigi rinka lTiniju w; un w, centrus, bet ar K —rinka lniju pieskar$anas punktu
(skat. 31.att.). Taka AC L ABun BO, 1 AB,tad <B0,K = <C0,K ka ieks€jie skérslenki pie paralélam taisném AC un
BO,. Tad art «BKO, = «CK0, ka vienadsanu trijstiru CO,K un BO,K lenki pie pamata trijstlros ar vienadiem
virsotnes lenkiem. Tatad punkts K ir nogriezna BC iek$éjs punkts.
Ta ka AC ir diametrs, tad <CKA = 90° un péc Eiklida teorémas taisnlenka trijstiiri CAB ieglstam, ka AC?> = CK - CB.
Péc pieskares-sekantes ipasibas ieglistam, ka CD? = CK - CB.
Tatad AC? = CD? unlidzarto AC = CD.
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D
G o
wi K Oz
O,
| t
A B
31. att.

2. atrisinajums. Apziméjam 0,4 = 0,C = r un 0,B = 0,D = R, kur 01 un O, ir attiecigi rinka Iiiju w; un w, centri
(skat. 32. att.). Novelkam O4E 1 O,B un O,F 1 O,C, kur E € O,BunF € 0,C.Taka 0,0, =r+RunO,E =R —r,
tad péc Pitagora teorémas A0, E O, ieglstam
0,E%? = (0,0,)> — 0,E? = (r + R)> — (R —1)? = 4Rr.
levérojam, ka AB? = 0,E%? = 0,F?> = 4Rrun 0,E =FO; =R —r.Tatad CF =C0, —FO,=r— (R—1r)=2r—R
un péc Pitagora teorémas ACF O, ieglistam
0,C% = CF? + 0,F?> = (2r —R)?> + 4Rr = 4r? + R?.
Apskatam ACDO,
CD? = 0,C%* — 0,D? = 4% + R? — R? = 42,
Lidzarto CD = 2run AC = 2 - 0,4 = 2r, un esam pieradijusi, ka AC = CD.
D

C W
w1 F
Oy
t
A B
32. att.

11.4. Pa apli uzrakstiti 10 naturali skaitli, kuru summa ir 100. Zinams, ka jebkuru tris péc kartas esosu skaitlu summa ir
vismaz 29. Kadu lielako vértibu var pienemt lielakais no Siem desmit skaitliem?
Atrisinajums. Lielakais no Siem skaitliem var bat 13, tad skaitli var bat izvietoti, pieméram, ka paradits 33. att.
Pieradisim, ka lielakais skaitlis nevar bat lielaks ka 13. ApzZiméjam lielako skaitli ar a un paréjos 9 skaitJus sadalam tris
trijniekos. Skaitlu summa katra trijnieka ir vismaz 29, tapéca < 100 — 3-29 = 13.

13 9
9 10
10 10
10 9
9 11
33. att.
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11.5. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumun® = (n — 1)3 + (n — 2)3 + (n — 3)3.
Atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam doto vienadojumu:
n*=n®-3n2+3n—1+n3—6n%+12n—-8+n3—9n?+27n—27
2n3 —18n?2+42n—-36=0

n3—9n? +21n—18 = 0.
levérojam, ka 63=53+43+33 titad n=6 ir dotd vienadojuma sakne un vieniddojumu
n3 —9n? + 21n — 18 = 0 var parveidot forma (izdalot polinomu ar binomu (n — 6)):

(n—6)(n?—-3n+3)=0.
Vienadojumam n? — 3n + 3 = 0 nav veselu saknu,joD = 9 — 12 < 0.

Piezime. Ta ka vienadojuma veselas saknes var bt tikai briva locekla dalitaji, tad var parbaudit visas iespéjamas vértibas
+1; £2; £3; £6; £9; £18.

12.1. Virkne (x,) definéta rekurenti: x; =1, x, = =3, x3=—-29 un Xx,43 =YX, — 26X,41 + 24X, visiem
naturaliem n. Pieradit, ka x,, = 2™ + 3™ — 4" visiem naturaliem n.
Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Ja n=1, tad x; =2'+3'—41=1. Jan=2, tad x, =22+32—-42=-3. Ja n=3, tad
x3 =23+33-43=-29
Induktivais pienémumes. Pienemsim, ka formula ir spéka, jan =k, n=k+ lunn =k + 2, tasir,
Xp = Zk + 3k _ 4k , Xpp1 = 2k+1 + 3k+1 _ 4k+1 un Xtz = 2k+2 + 3k+2 _ 4k+2_
Induktiva pareja. Pieradisim, ka formula ir spéka arftad, jan = k + 3, tas ir, xg43 = 253 4 3K+3 — 4k+3
Izmantojot induktivo pienémumu, ieglstam
Xi+3 = Mppz — 26Xp41 + 245 =
— 9(2k+2 + 3k+2 _ 4k+2) _ 26(2k+1 + 3k+1 _ 4k+1) + 24(21( + 3k _ 4k) —
=2%09-4-26-2+4+24)+3%(9:-9—-26-3+24) —4%(9-16 —26-4 + 24) =
=2K-843K.27 — 4% 64 = 2K*3 4 3K+3 _4k+3
Secindjums. Ta ka formula ir patiesa, ja n=1, n=2 un n=3, un no ta, ka formula ir spéka, ja n =k,
n=k+1unn=k+ 2, izriet, ka formula ir spéka ari n = k + 3, secinam, ka formula ir spéka visam naturalam n
vértibam.
12.2. a) Paradi vienu veidu, ka 34. att. figliras katra ratina ierakstit veselu skaitli ta, lai jebkura taisnstdri 1 X 3 vai 3 X 1
ierakstito skaitlu summa batu 2020 un ari visu trispadsmit ierakstito skaitlu summa bdtu 2020. b) Paradi, ka prasito
izdarft, lai figdra batu ierakstiti péc iespéjas vairak dazadi skaitli!

34, att.

Atrisinajums. a) Skat., pieméram, 35. att., kur figliras labaja pusé noraditas atbilstosaja rinda esoso skaitlu summas, visu
figlra ierakstito skaitlu summair3S+S+0+S5—4S =S, kur S = 2020.

b) Lielakais atskirigo skait]u skaits ir 9, pieméram, skat. 35. att., kur S = 2020. Pamatosim, ka vairak atskirigu skaitlu
nevar ierakstit. Apskatdam rindu, kurd ir ierakstiti pieci skaitli (skat. 36. att.). Ta ki a+ b+ c = 2020 un
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b+ c+d = 2020, tad a = d un simetrijas dé] b = e. Tatad $aja rinda ir ierakstiti lielakais tris atskirigi skaitli. Art
kolonna, kura ir ierakstiti pieci skaitli, lielakais tris no tiem var bat dazadi. Tatad lielakais atSkirigo skaitlu skaits
ir13—4 =29, jo pavisam ir 13 skaitli un vismaz 4 ir vienadi ar kadu citu.

38 3S

10S |-4S|-5S8 S

0 |=S|25| 0 |=§S| O

-8S| 35 | 65 S

—4S —4S a b c d e

35. att. 36. att.

12.3. Dots trijstliris ABC, kura <A < «C. Uz malas BC pagarinajuma izvéléts punkts D t3, ka B atrodas starp C un D un
BD = AB. Uz lenka ABC bisektrises izvéléts punkts E ta, ka XBAE = XACB. Nogriezni BE un AC krustojas punkta
F. Taisne, kas novilkta caur punktu E paraléli CD, krusto nogriezni AD punkta G. Pieradit, ka AG = BF.
Atrisinajums. Pieradisim, ka AABF = AEGA (skat. 37. att.).
Ta ka péc bisektrises definicijas <CBF = «FBA un péc dota <BAE = <XACB, tad ¥BFC = «BEA. Tatad
ABEA = 4<BF(C = XAFE, tapéc AFAE ir vienadsanu trijstdris un AE = AF.
levérojam, ka <EGA = «<CDA ka kaps|u lenki pie paralélam taisném EG un CD. Ta ka trijstaris ABD ir vienadsanu,
tad ¥<BDA = «BAD. levérojam, ka ¥ABC = <BAD + ¥BDA ka trijstira ABD aréjais lenkis, tatad «2FBA =
24BAD jeb <BAD = «FBA. Lidz ar to X<EGA = <ABF.
Izmantojot, ka XAFB ir trijstira FCB aréjais lenkis, ieglistam

4AFB = <ACB + «CBF = ¥EAB + «BAD = «EAG.

Ta ka «EGA = <ABF un XEAG = XAFB, tad ari XAEG = <FAB.
Tatad AABF = AEGA péc pazimes Ymf un AG = BF ka atbilsto$as malas.

37. att.
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12.4. Debesskrapi, kura strada profesors Ciparins, ir 500 stavi un ta lifta ir neparasta vadibas pults: taja var ievadit
naturalu skaitli n, kas neparsniedz 100, nospiest pogu <uz augSu> vai < uz leju> un lifts brauks n stavus attiecigi uz
augsu vai uz leju. Ta, pieméram, parasti profesors Ciparins, lai aizbrauktu no 1. stava uz savu kabinetu 314. stava,
brauc uz augsu tris reizes pa 100 staviem, un tad vienu reizi 13 stavus uz augsu.

Diemzel Sortt izradijas, ka lifts ir sallizis, un reizém tas brauc nepareiza virziena, tas ir, var gadities, ka ta viet3, lai
brauktu n stavus uz augsu, tas aizbrauc n stavus uz leju (un otradi). Paradiet, ka ar saltzuso liftu profesors Ciparins
var nokJat no 1. stava uz savu kabinetu 314. stava, ja zinams, ka lifts nekad neaizbrauc nepareizi 7 reizes péc kartas,
tas ir, ja tas ir sesas reizes péc kartas kludijies, tad septitaja tas noteikti aizbrauks pareizaja virziena.
Piezime. Lifts nebrauc zemak par 1. un augstak par 500. stavu. Ja, pieméram, tam jabrauc no 3. stava 5 stavus uz
leju, tas aizbrauc lidz 1. stavam un tur apstajas.
Atrisinajums. Vispirms ar liftu vajag uzbraukt 100 stavus uz augsSu lidz 101. stavam, to var izdarit atkartoti
ievadot n = 100 un spieZot <uz augsu>, vismaz viena no pirmajam septinam reizém tas brauks uz augsu.
Talak paradisim, ka ar So liftu var uzbraukt 1 stavu uz augsSu. Tad, So atkartoti izmantojot, varésim noklut lidz
jebkuram stavam.
levadisim 1 un nospiedisim <uz augSu>:
e ja lifts uzbrauks uz augsu, tad esam klat.
e jang, tad tas nobrauks 1 stavu uz leju, un tad ievadisim 2 un nospiedisim <uz augsu>:
o ja lifts uzbrauks uz augsu, tad esam klat,
O jang,tad tas nobrauks 2 stavus uz leju (kopa jau esam 3 stavus uz leju), un tad ievadisim 4 un nospiedisim <uz
augsu>:
= ja lifts uzbrauks uz augsu, tad esam klat,
= ja ng, tad tas nobrauks 4 stavus uz leju (kopuma jau esam 7 stavus uz leju), un tad ievadisim 8 un
nospiedisim <uz augsu>:
e ja lifts uzbrauks uz augsu, tad esam klat,
e ja ng, tad tas nobrauks 8 stavus uz leju (kopuma jau esam 15 stavus uz leju), un tad ievadisim 16 un
nospiedisim <uz augsu>:
o ja lifts uzbrauks uz augsu, tad esam klat,
o0 jang, tad tas nobrauks 16 stavus uz leju (kopuma jau esam 31 stavu uz leju), un tad ievadisim 32 un
nospiedisim <uz augsu>:
= jalifts uzbrauks uz augsu, tad esam klat,
= ja né, tad tas nobrauks 32 stavus uz leju (kopuma jau esam 63 stavus uz leju), un tad ievadisim
64 un nospiedisim <uz augsSu>. Ta ka ieprieks$gjas 6 reizes lifts ir aizbraucis pretéja virziena, tad
tagad tas noteikti brauks uz augSu un més nok|dsim tieSi vienu stavu uz augsu no sakotnéja.

12.5. Zinams, ka naturali skaitli x un y ir tadi, ka x? + y? + 1 dalas ar 13. Pieradit: a) x2 — y? nedalas ar 13, b) tiesi
viens no skaitliem x*, y*, x* + y* + 1 dalas ar 13.
Atrisinajums. Apskatam, kadi atlikumi rodas, ja naturala skaitla kvadratu dala ar 13.

n(mod13) O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
n?(mod13) 0 1 4 9 3 12 10 10 12 3 9 4 1
Ta ka péc dotd x? + y2 + 1 dalas ar 13, tad secinam, ka x? + y? = 12 (mod 13). levérojam, ka ir tikai divi skait]a
kvadratu atlikumu pari, kas summa dod 12, tie ir (0; 12) vai (3;9).
a) Apskatot abus gadijumus, redzams, ka neviena no tiem x2? — y? nedalas ar 13.
b) Apskatam abus gadijumus.
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o Jaatlikumu paris ir (0; 12), tad tiesi viens (tas skaitlis, kurs dod atlikumu 0) no skaitliem x* vai y* dalas ar 13,
bet otrs nedalds, unx* + y* + 1 =0+ 122+ 1 = (-1)? + 1 = 2 (mod 13), tatad $aja gadijuma tiei viens
no skaitliem x*, y*, x* + y* + 1 dalas ar 13.

o Ja atlikumu paris ir (3;9), tad x* = 32 = 9 (mod 13) un y* = 92 = 81 = 3 (mod 13), bet tada gadijuma
x*+y*+1=3+9+1=0(mod 13), lidz ar to tiesi viens no skaitliem x*, y*, x* + y* + 1 dalas ar 13.
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