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Latvijas 73. matematikas olimpiades 2. posma uzdevumi un atrisinajumi

5.1. leraksti katra tuksaja ratina (skat. 1. att.) vienu skaitli (skaitli var bat arT vienadi) ta, lai katras tris blakus
ratinas skaitlu summa bdtu viena un ta pati un visu ratinas ierakstito skait|u (ieskaitot abus dotos skait|us)
summa bitu 223. Pietiek paradit vienu veidu, ka to var izdarft.

19 20

1. att.

Atrisinajums. Prasito var izdarit, ka paradits 2. att., kur katru tris péc kartas esosu skaitlu summa ir 51.

19 | 20 | 12 | 19 | 20 | 12 | 19 | 20 | 12 | 19 | 20 | 12 | 19

2. att.

Piezime. Paskaidrosim, ka Sos skaitlus var atrast. Aplikojam Cetras ritinas péc kartas, kuras ierakstiti skaitli
x; a; b un y (skat. 3. att.).

X a b y

3. att.

Ta ka katras trijas blakus ratinas skaitlu summair vienaunta pati, tadx+a+b=a+ b+ y,tatadx =y
un ratinas x un y jabit ierakstitam vienam un tam paSam skaitlim. Tatad ritinas ierakstitie skait|i atkartojas
ar periodu 3 (skat. 4. att.), kur n ir kads nezinams skaitlis (visur viens un tas pats).

19 20 n 19 20 n 19 20 n 19 20 n 19

4, att.

Ja més nonemam nost pasu pédéjo skaitli 19, tad més ieglstam, ka Cetros tris ratinu blokos (19; 20; n)
kopa skaitlu summa ir 223 — 19 = 204 , tatad viend 33da bloka (19; 20; n) skaitlu summa
ir 204 : 4 = 51. Tatad skaitla n vieta jaraksta 51 — 19 — 21 = 12.

5.2. ROKISi meza ir uzblvéjusi astonas majinas un starp tam izveidojusi vairakas tacinas. Katra tacina savieno
divas majinas, tacinas var krustoties. Vai iespéjams, ka no majinam iziet attiecigi: a) 2,2, 2,4, 4, 4,4, 4
tacinas; b) 1, 2, 2, 2, 2, 3, 4, 5 tacinas?

Atrisinajums. a) Ja, pieméram, skat. 5. att., kur ar punktiem attélotas majinas, bet ar linijam attélotas
tacinas un pie katra punkta pierakstits no ta izejoso Iniju skaits.

b) Pamatosim, ka tas nav iesp&jams. Ta ka katrai tacinai ir divi gali, tad kop&jam tacinu galu skaitam ir jablt
para skaitlim, bet péc dota iegistam, kair1+2+2+2+2+ 3+ 4+ 5= 21 tacinu gali. Ta ka 21 ir
nepara skaitlis, tad prasitais nav iespéjams.

2 4 4
2
4
5. att.
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5.3. Paradi, ka 6. att. figliru (6 X 8 rtinu taisnstdris, no kura izgriezts 3 X 4 ratinu taisnstadris), grieZot pa ratinu
[inijam, var sagriezt tris vienadas figlras! Figuras ir vienadas, ja tas var uzlikt vienu uz otras ta, ka abas
figlras sakrit (figlras var pagriezt un apmest otradi).

6. att.

Atrisinajums. Skat. 7. att.

7. att.

5.4. Paradi, ka skaitli 174 var uzrakstit ka 3 dazadu naturalu skaitlu summu t3, lai katru divu So skaitlu summa
dalttos ar treso skaitli!
Atrisinajums. Prasito var izdarit $adi: 174 = 29 + 58 + 87. Parbaudam, ka katru divu 3o skaitlu summa
dalas ar treSo skaitli:
o (29+58):87=87:87 =1;
o (29+487):58=116:58 = 2;
o (58+87):29 =145:29 =5.

5.5. Ja automata ievieto sarkanu monétu, tad tas izdod 5 zilas monétas, bet, ja automata ievieto zilu monétu,

tad tas izdod 3 sarkanas monétas. Vai, atkartoti izmantojot automatu, ir iespéjams ieglt vienada skaita
sarkanas un zilas monétas, ja sakuma ir dota viena sarkana monéta?
Atrisinajums. N€, tas nav iespé&jams. levérosim, ka sakuma ir dota viena monéta un ar katru darbibu
monétu skaits palielinas par 4 monétam (ja ievieto 1 sarkanu monétu, tad izdod 5 zilas monétas) vai
2 monétam (ja ievieto 1 zilu monétu, tad izdod 3 sarkanas monétas), tatad kopéjais monétu skaits vienmér
bls nepara skaitlis. Bet, ja zilas un sarkanas monétas bltu vienada skaita, tad kopé&jais monétu skaits batu
para skaitlis. Tatad prasitais nav iespéjams.
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6.1.

6.2.

6.3.

Atrodi vienu veidu, kadi naturali skaitli jaievieto x, y un z vieta, lai vienadiba 2 + % = % bdtu patiesa!
X+t—q
vtz
Atrisinajums. Der vértibas x = 1; y = 5 un z = 2. Ar §im vértibam vienadiba ir patiesa, jo
- 1 o 1 P 1 _2+11_ 11 37
1 2 2 7713 T13 13
1+—~ 14+ 1~
1 11 11
5+ 3
Piezime. Paradisim, ka var ieglt prasitas vértibas. levérojam, ka 37 = 2 E, tatad % = E, no ka ieglistam,
13 13 x+— 13
y+7

1 13 __ 13 2 1 2 - 111 _ .
kax+—=—=.Ta ka—==1—, tad x =1 un — = —, no ka ieglstam, ka y +- = —. levérojot,
y+> 11 11 11 y+i 11 z 2

z

ka%lz 5%,iegﬂstam, kay=5unz=2.

ROK1Si meza ir uzbivéjusi desmit majinas un starp tam izveidojusi vairakas tacinas. Katra tacina savieno
divas majinas, tacinas var krustoties. Vai iespéjams, ka no majinam iziet attiecigi: a) 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3,
3,3, 7tacinas; b) 2,2,2,2,4,4,4, 4,4, 4 tacinas?
Atrisinajums. a) Pamatosim, ka tas nav iespéjams. Ta ka katrai tacinai ir divi gali, tad kopéjam tacinu galu
skaitam ir jabat para skaitlim, bet no dota iegistam, ka2+2+2+2+2+3+3+3+3+7=29
tacinu gali. Ta ka 29 ir nepara skaitlis, tad prasitais nav iesp&jams.
b) J3, pieméram, skat. 8. att., kur ar punktiem attélotas majinas, bet ar linijam attélotas tacinas un pie katra
punkta pierakstits no ta izejoso liniju skaits.

2 4 4 2

8. att.

Paradi, ka, griezot pa ratinu linijam, 9. att. doto figlru var sagriezt 4 vienadas figlras! Figlras ir vienadas,
ja tas var uzlikt vienu uz otras ta, ka abas figliras pilnigi sakrit (figliras var pagriezt un apmest otradi).

9. att.

Atrisinajums. Skat., pieméram, 10. att. vai 11. att.

10. att. 11. att.
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6.4.

6.5.

Vai skaitli: a) 72, b) 73 var izteikt ka tris dazadu naturalu skaitju summu t3, lai katru divu So skaitlu summa
dalttos ar atlikuso skaitli?
Atrisinajums. a) J3, var $adi 72 = 12 + 24 + 36. Parbaudam, vai katru divu $o skaitJu summa dalas ar treso
skaitli:

o (12+4+24):36 =36:36=1;

o (12+36):24 =48:24 = 2;

o (24+436):12=60:12=5.
b) Pamatosim, ka prasitais nav iespéjams. Ja divu skaitlu a un b summa dalas ar kadu skaitli n, tad ari visu
tris so skaitlu summa a + b + n dalas ar skaitli n. Tatad visu tris skaitlu summai jeb 73 jadalas ar jebkuru
no tris saskaitamajiem. Bet skaitlis 73 ir pirmskaitlis, kas dalas tikai ar 1 un 73. Tatad Sie tris dazadie skaitli
var pienemt tikai vértibas 1 vai 73, kas nav iesp&jams.

Naturalu skaitli atlauts reizinat ar 2, ka ar izsvitrot no ta pieraksta ciparus 0, 3, 6, 9 (varbut tikai kadu no
tiem). Vai, vairakkart izpildot sadus gajienus, no skaitla 17 var iegit: a) skaitli 1; b) skaitli 15?
Atrisinajums. a) J3, var, pieméram, $adi:
17-34-4-8->16 - 1.
b) N&, nevar. Sakotnéjais skaitlis 17 nedalas ar 3. Ja skaitlis nedalas ar 3, tad, izpildot dotas darbibas, iegltais
skaitlis nedaltsies ar 3:
o jaskaitli, kas nedalas ar 3, reizina ar 2, tad arT iegltais reizinajums nedalisies ar 3;
o ja skaitlim, kas nedalas ar 3, izsvitro ciparu 0, 3, 6, 9, tad ari iegltais skaitlis nedalisies ar 3
(sakotnéja skaitla ciparu summa nedalas ar 3 (dalamibas pazime ar 3), ja izsvitros 0, 3, 6, 9, tad ari
iegis ciparu summu, kas nedalas ar 3).
Tatad ari péc vairakam operacijam iegltais skaitlis nedalisies ar 3. Tas nozimég, ka skaitli 15 ieglt nevar, jo
tas dalas ar 3.
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7.1.

7.2.

7.3.

Vai tuksajas ratinas (skat. 12. att.) var ierakstit pa vienam naturalam skaitlim t3, lai rezultata batu ierakstiti
visi naturalie skaitli no 1 [idz 25 un katri divi skaitli, kuru starpiba ir 1, batu ierakstiti rGtinas ar kopigu malu?

6
24
2
15
12. att.
Atrisinajums. Ja, var, skat. 13. att.
6|5|4]25
11/12| 3 |24
10(13| 2 |23
16(15|14| 1 (22
17(18|19|20(21

13. att.

Vai a) 90 lampinas, b) 73 lampinas ar vadiem var savienot t3, lai katra no tam batu savienota ar vadu ar
tiesSi 5 citam lampinam?

Atrisinajums. a) Ja, var. Sadalam 90 lampinas 15 grupas pa 6 lampinam katra grupa. Katras grupas katras
divas lampinas savienojam ar vadu (skat. 14. att., kur lampinas attélotas ar punktiem un vadi ar nogriezniem,
kas $os punktus savieno). Sada veida katra no 90 lampinam bds savienota ar tiesi 5 citam lampinam.

14. att.

b) Ta ka no katras lampinas iziet 5 vadi, tad vadu galu skaits ir 73 - 5 = 365. Bet katram vadam ir 2 gali,
tapéc kopéjais galu skaits nevar bt nepara skaitlis. Tapéc 73 lampinas ar vadiem nevar savienot sava starpa
ta, lai katra no tam bGtu savienota tieSi ar 5 citam lampinam.

Dots Cetrstaris ABCD, kuram visi lenki ir mazaki neka 180°, <A = «B, BC = 1 un AD = 3. Pieradit, ka
CD > 2.

Atrisinajums. Novelkam nogriezni BD (skat. 15. att.). No dota izriet, ka <DAB = <ABC > <ABD. Ta ka
trijstar1 ABD pret lielaku lenki atrodas garaka mala, tad BD > AD = 3.

No trijstira nevienadibas trijsturt BCD iegustam, ka DC > DB —BC >3 —1 = 2.

15. att.
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7.4. Cik ir tadu naturalu skait]u n, kuriem skaitlim n? ir tikpat ciparu, cik skaitlim n3?
Atrisinajums. Ir tris skaitli, kam izpildas uzdevuma nosacijumi, $ie skaitli ir 1; 2 un 4, jo 12 = 13 = 1;
22 = 4un 23 = 8visiir vienciparu skaiti, un 4> = 16 un 43 = 64 abi ir divciparu skaitli. Pamatosim, ka
citu derigu n vértibu nav.
Skaitlis 3 neder, jo 3% = 9, bet 33 = 27.
Skaitlu no 5 Iidz 9 kvadrati ir divciparu skaitli, jo 52 = 25 un 92 = 81 abi ir divciparu, tatad ari
skaitu 6; 7; 8 kvadrati ir divciparu skaitli. So skaitJu kubi ir trisciparu skaitli, jo 53 = 125 un 93 = 729 abi
ir trisciparu, tatad pa vidu esoso skaitlu kubi arT ir trisciparu skaitli.
Skaitliem, kas lielaki neka 9, lai no skaitla kvadrata iegltu skaitla kubu, tie jareizina ar pasu skaitli, tatad
vismaz ar 10. Tada gadijuma skaitla kuba ciparu skaits ir vismaz par 1 lielaks neka 31 skait]a kvadrata ciparu
skaits.

7.5. Kasté atrodas baltas, sarkanas un zalas lodttes. Ar vienu gajienu no kastes var iznemt divas dazadu krasu
lodites un ielikt kasté vienu tresas krasas loditi (vienmér pietiek jebkuras krasas lodisu, ko ielikt kasté). Vai
var panakt, ka kasté paliek tikai viena lodite, ja sakuma kasté atrodas:

a) 10 baltas, 12 sarkanas un 16 zalas lodites;

b) 10 baltas, 12 sarkanas un 15 zalas lodites?

Atrisinajums. a) N, nevar. Ar katru gajienu visu krasu lodiSu skaita paritate mainas (no para skaitla uz
nepara skaitli un otradi). Tapéc nevaram iegit situaciju, ka divi lodisu skaiti ir O (para skaitlis), bet viens
skaits ir 1 (nepara skaitlis), jo sakuma visu krasu lodisu skaits ir para skaitlis.

b) Ja, var. Ar tris péc kartas sekojoSiem gajieniem nemot balta-sarkana (apzimésim ar bs), balta-zala
(apzimésim ar bz), sarkana-zala (apzimésim ar sz), katras krasas lodiSu skaits samazinas par 1. Atkartojot 9
reizes Sadu gajienu trijniekus, ieglistam, ka kasté ir 1 balta, 3 sarkanas un 6 zalas lodites. Talak ar gajieniem
sz, sz, bz izveidojam situaciju, ka kasté ir 2 baltas, 2 sarkanas un 3 zalas lodites. To ar gajieniem bs, sz, bz,
sz, bz, bs parveidojam par situaciju, kad kasté ir 0 baltas, 0 sarkanas un 1 zala lodtte.
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8.1.

8.2.

leraksti katra tuksaja ritina (skat. 16. att.) vienu pirmskaitli (skaitli var bat art vienadi) t3, lai katras Cetras
blakus ratinas skaitlu summa b{tu viena un ta pati un visu ritinas ierakstito skaitlu (ieskaitot abus dotos
skaitlus) summa batu 127. Pietiek paradtt vienu veidu, ka to var izdartt.

11 3

16. att.

Atrisinajums. To var izdarit, ka paradits 17. att., kur katru ¢etru péc kartas ierakstitu skaitlu summa ir 36.

3 5 11 | 17 3 5 11 | 17 3 5 11 | 17 3 5 11

17. att.

Piezime. Paskaidrosim, ka Sos skaitus var atrast. Aplikojam piecas ritinas péc kartas, kuras ierakstiti skait/i
x; a; b; c un y (skat. 18. att.).

x a b c y

18. att.

Ta ka katras Cetras blakus ratinas skaitlu summa ir viena un ta pati, tadx+a+b+c=a+b+c+y,
tatad x = y un ritinas x un y jablt ierakstitam vienam un tam paSam skaitlim. Tatad ratinas ierakstitie
skaitli atkartojas ar periodu 4 (skat. 19. att.), kur m un n ir kadi vél nezinami pirmskait|i.

3 m 11 n 3 m 11 n 3 m 11 n 3 m 11

19. att.

No t3, ka visu skaitlu summa ir 127 iegistam, ka 4m + 3n = 127 — (3 + 11) - 4 = 71, no ki ieglstam, ka
n = (71 — 4m) : 3. Aplukosim dazZas iespéjamas pirmskaitla m vértibas, lidz ieglisim derigu n vértibu:

o jam=2,tadn = (71 — 8): 3 = 21 (nav pirmskaitlis);

o jam=3,tadn=(71-12):3 = 19% (nav pirmskaitlis);

o jam=5,tadn = (71— 20):3 = 51:3 = 17 (pirmskaitlis).

Pasakuma satikas m cilveki. Katrs no tiem draudzéjas ar tiesi 3 citiem cilvékiem (ja A draudzéjas ar B, tad
B draudzéjas ar A). Zinams, ka no katriem trim cilvékiem var atrast divus, kuri sava starpa nedraudzéjas.
Vai var gadities, kaa) m = 11, b) m = 10?

Atrisinajums. a) Né, nevar. Cilvékus iedomasimies ka punktus, bet draudzibas ka nogrieznus, kas Sos
punktus savieno. Ta ka no katra punkta iziet tieSi 3 nogriezni un katru nogriezni ieskaitam divas reizes
(nogrieznis AB un BA ir viens un tas pats nogrieznis), tad kopéjais nogrieznu skaits ir 11-3:2 = 16,5.
leglta pretruna, jo nogrieznu skaitam ir jabut naturalam skaitlim.

Piezime. Pretrunu var ieglt ari, ja skaita nogrieZznu galus — ta ka no katra punkta iziet 3 nogriezni, tad kopa
ir 11 - 3 = 33 nogrieznu gali, bet katram nogrieznim ir divi gali, tatad kopa jabit para skaitam nogrieznu
galu.

b) Ja, var gadities, pieméram, skat. 20. att. Dotaja pieméra dalibnieki sadaliti divas grupas pa pieciem
daltbniekiem t3, ka katrs pirmas grupas dalibnieks draudzéjas ar tiesi tris dalibniekiem no otras grupas, bet
nedraudzéjas ar nevienu savas grupas dalibnieku. Ta ka starp jebkuriem tris daltbniekiem vismaz divi
atrodas viena grupa, tad tie sava starpa nedraudzéjas un uzdevuma nosacijumi izpildas.

20. att.
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8.3. Dots vienadsanu trijstris ABC, kuram AB = BC. Uz malas AB izvéléts punkts M un uz malas BC izvéléts
punkts K ta, ka AM = AK = AC. Zinams, ka AK L MC. Aprékinat trijstira ABC lenkus!
Atrisinajums. Apziméjam AK un MC krustpunktu ar H (skat. 21. att.). Ta ka AKAC un AABC ir vienadsanu
trijstari, tad XAKC = XACK = ¥BAC = «. Nogrieznis AH ir vienadsanu trijstdra MAC augstums pret
pamatu, tatad art bisektrise, tapéc «KAC = «BAC : 2 = % Ta ka trijstira KAC iekséjo lenku summa ir

180°, tad ieglistam, ka % +a+ a=180° no kurienesga = 180° jeb a = 72°.
Tatad <BAC = <ACB = 72°un <B = 180° — 2-72° = 36°.
B,

21. att.

8.4. Paradi, k3, griezot pa ratinu Iinijam, 22. att. doto figliru var sagriezt 4 vienadas figlras! Figilras ir vienadas,
ja tas var uzlikt vienu uz otras ta, ka abas figras sakrit (figlras var pagriezt un apmest otradi).

22. att.

Atrisinajums. Skat. 23. att. vai 24. att.

23. att. 24. att.
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8.5.

Pa aplveida trasi viena virziena Karlis skrien ar kajam un Sandris brauc ar skrejriteni, bet pretéja virziena
Vilnis brauc ar velosipédu un Martins ar mopédu (katrs brauc ar savu, nemainigu atrumu). Zinams, ka Karlis
satiek Vilni ik péc 12 mintGtém, Sandris apdzen Karli ik péc 20 minGtém, bet Martin$ apdzen Vilni ik péc 5
mindtém. Cik bieZi Martins satiek Sandri?

1. atrisinajums. Apzimésim Karla atrumu ar k, Sandra atrumu ar s, Vilna atrumu ar v, Martina atrumu ar
m un trases garumu ar L.

No ta, ka Karlis satiek Vilni ik pa 12 minatém, izriet, kak + v = é

No t3, ka Sandris apdzen Karli ik pa 20 minGtém, izriet, kas — k = %.
l

No ta, ka Martin$ apdzen Vilni ik pa 5 minatém izriet, kam — v = e
Takim+s=m—-v)+(—-k)+(k+v)= é + % + é = é, tad secinam, ka Martins Satiek Sandri ik
péc 3 minutem.

2. atrisinajums. Pienemsim, ka Karlis un Sandris parvietojas pa labi, bet Vilnis un Karlis — pa kreisi.
Pienemsim ari, ka vini visi sak parvietoties viena laika no viena punkta un noskaidrosim, cik aplus un kura
virziena 60 minatés Karli apdzen paréjie (60 izvéléts, ka 5, 12 un 20 mindsu mazakais kopigais dalamais).
No ta, ka Karlis satiek Vilni ik pa 12 minGtém izriet, ka Vilnis ir veicis 60 : 12 = 5 aplus pa kreisi attieciba
pret Karli.

No ta, ka Martin$ apdzen Vilni ik pa 5 minGtém izriet, ka Martins ir veicis 60 : 5 = 12 aplus pa kreisi
attieciba pret Vilni, tatad vins veicis 12 + 5 = 17 aplus pa kreisi attieciba pret Karli.

No ta, ka Sandris apdzen Karli ik pa 20 minGtém izriet, ka Sandris ir veicis 60 : 20 = 3 aplus pa labi
attieciba pret Karli.

Ta ka Martins ir veicis attieciba pret Karli 17 aplus pa kreisi, bet Sandris veicis 3 aplus pa labi, tad vini $ajas
60 minatés ir satikuSies 17 + 3 = 20 reizes. Tatad vini satiekas ik péc 60 : 20 = 3 minatém.
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Latvijas 73. matematikas olimpiades 2. posma uzdevumi un atrisinajumi
9.-12. klase

9. klase

9.1. Dots, ka x ir naturals skaitlis. Kads lielakais skaits skaitlu x; x + 2; x + 4; x + 6; x + 8 vienlaicigi var but pirmskait|i?
Atrisinajums. Ja x = 1, tad ir 3 pirmskaitli, un tie ir 3; 5; 7 (1 + 8 = 9 nav pirmskaitlis).
Ja x ir para skaitlis, tad ir ne vairak ka viens pirmskaitlis (pirmskaitlis 2, parégjie ir para skaitli, tatad nav pirmskaitli).
Ja x = 3, tad pirmskaitlu skaits ir 4, un tieir 3; 5; 7; 11 (3 + 6 = 9 nav pirmskaitlis).
Ja x = 5, tad pirmskaitlu skaits ir 4, un tie ir 5; 7; 11; 13 (5 4+ 4 = 9 nav pirmskaitlis).
Ja x ir nepara skaitlis un x > 5, tad skaitla x pédéjais cipars var bt 1; 3; 5; 7; 9, bet tad vienam no skaitliem pédgjais
ciparsbis5(jol1+4=5;3+2=05,7+8=15,9 4+ 6 = 15), tatad tas nebis pirmskaitlis, jo dalisies ar 5 un bis
lielaks neka 5. Lidz ar to vismaz viens no skaitliem nebs pirmskaitlis, un pirmskaitju skaits nebds lielaks ka 4.
Tatad lielakais pirmskait|u skaits ir 4.
Piezime. Var pamatot, ka viens no skaitliem x, x + 2 vai x + 4 dalas ar 3 (un ir lielaks neka 3).

9.2. Novadija dzivo 73 riki un daZi no tiem sava starpa draudzéjas (ja rdkis A draudzéjas ar riki B, tad ari B draudzéjas
ar A, tas ir, draudziba ir abpuséja). Vai var bt ta, ka katram rikim ir tiesi 9 draugi?
Atrisinajums. Riukus apziméjam ar punktiem un divus punktus savienojam ar nogriezni, ja punktiem atbilstosie riki
sava starpa draudzéjas. Ta ka no katra punkta iziet 9 nogrieznu gali, tad nogrieznu galu kopé€jais skaits
ir 73 -9 = 657, kas ir nepara skaitlis. Bet katram nogrieznim ir divi gali, tapéc nogrieznu galu skaitam ir jabGt para
skaitlim. Esam ieguvusi pretrunu. Tapéc nevar bat, ka katram rakim ir tiesi 9 draugi.

9.3. Punkts X ir izliekta Cetrstira ABCD diagonales AC viduspunkts. Zinams, ka CD||BX. Aprékinat AD garumu, ja
BX =3,BC =7unCD = 6.
1. atrisinajums. Apzimésim CD viduspunktu ar punktu Y un novilksim nogriezni XY (skat. 1. att.). Taka CD = 6, tad
CY = 3. Ta ka nogriezni BX = CY = 3 ir vienadi un paraléli, tad Cetrstiris BCYX ir paralelograms. Tada gadijuma
XY = BC = 7 ka paralelograma malas. Nogrieznis XY ir trijstira ACD viduslinija, tatad AD = 2XY = 14.

B C B 7 C

X X

A D A D

L att. 2. att.

2. atrisinajums. Ta ka BX||CD, tad <BXC = <ACD ka iekséjie skérslenki pie paralélam taisném (skat. 2. att.).
No dota izriet, ka IZ—; = % = % Tatad ABXC~ADCA péc pazimes mfm. Lidz ar to AD = 2BC = 14 ka atbilstosas

malas lidzigos trijstaros.

, A LATVIJAS UNIVERSITATE
LATVI Asi‘ . Fizikas, matematikas un optometrijas fakultate
¥ UNIVERSITATE

J A.Liepas Neklatienes matematikas skola



9.4.

9.5.

Atrast visus tadus realu skaitlu parus (x; y), kuriem
(x*+ D(y* + 1) = 4x2y2,
1. atrisindjums. Atverot iekavas un abam vienadojuma pusém atnemot 4x2y?, ieglistam:
xtyt+xt+yt+1—4x%y? = 0;
(xty* —2x%y2 + 1) + (x* — 2x%y2 + yH) = 0;
(nyZ _ 1)2 + (xz _ y2)2 = 0.
Divu kvadratu summa ir nulle tikai tad, ja katrs saskaitamais ir nulle, tatad
x2y? = 1unx? = y2.

Tas nozimé, ka x? = y? = 1. Tatad vienadojumam ir &etri atrisinajumi: (—1; —1),(—1; 1), (1; —=1) un (1; 1).
2.atrisinajums. Ta ka reala skaitla kvadrats ir nenegativs, tad

(x2-1)2%=>0;

x*—2x%2+1>0;
x*+1>2x2.

Analogiski iegiistam, ka y* + 1 > 2y?. Sareizinot kopa pédéjas divas nevienadibas (to drikst darit, jo abu
nevienadibu abas puses ir nenegativas), ieglistam, ka

(x*+1D* + 1) = 4x?y2,

No iepriek$ veiktajiem spriedumiem izriet, ka vienadiba tiks sasniegta tad un tikai tad, ja (x> —1)? =0 un
(y? —1)? = 0, tasir, x? = y? = 1. Tatad vienadojumam ir &etri atrisinajumi: (—1; —1), (—1; 1), (1; —=1) un (1; 1).

Dabas rezervata katra koka vecums gados izsakams ka naturals skaitlis. Koku vidéjais vecums pirms vakardienas
negaisa bija tieSi 72 gadi. Negaisa laika zibens spériena dé| gaja boja viens 2023 gadus vecs koks un tagad rezervata
koku vidéejais vecums ir tieSi 71 gads. Kads lielakais skaits 2023 gadus vecu koku varéja atrasties rezervata pirms
vakardienas negaisa?

Piezime. Pa STm divam dienam neviens koks nav kluvis vecaks.

Atrisinajums. Koku skaitu pirms negaisa apzimésim ar n, bet koku gadu kopsummu apzimésim ar s.

Tad s=72n un s—2023=71(n—1). Tatad 72n—2023 =71n—71 un ieglistam, ka n = 1952
uns =72-1952 = 140544.

Noskaidrosim, kads lielakais skaits 2023 gadus vecu koku var bdt. levérojam, ka s = 2023 - 69 + 957. Tatad 2023
gadus veco koku skaits nevar parsniegt 69. Pienemot, ka atlikuSo koku vecums ir mazakais iespéjamais (1 gads),
koku kopskaits ir mazaks neka koku skaits parka: 69 + 957 = 1026 < 1952. Tatad 2023 gadus veco koku skaits
nevar but 69.

Nakama iesp&jama vértiba ir 68. Izsakam s = 2023 - 68 + 2980. Pienemsim, ka starp atlikusajiem kokiem ir v
viengadigi koki un viens koks, kuram ir x gadi (x > 1).

Tad koku skaits 68 + v + 1 = 1952, no ka ieglistam, ka v = 1883 jeb parka ir 1883 viengadigi koki. Nemot vér3, ka
v+ x = 2980, ieglstam, ka x = 1097 jeb atlikusa koka vecums ir 1097 gadi.

Tatad lielakais skaits 2023 gadus vecu koku parka pirms vakardienas negaisa ir 68.
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10. klase

10.1.

10.2.

10.3.

Noskaidrot, vai skaitlis \/4 + 23— \/4 — 2+/3 ir racionals vai iracionals!
1. atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

\/4+2x/§—\/4—2\/§=\/(\/§)2+2-\/§-1+12—\/(\/§)2—2-\/§-1+12=
=\/(\/§+1)2—\/(\/§—1)2=\/§+1—(\/§—1)=2.

Lidz ar to esam ieguvusi, ka dotais skaitlis ir racionals skaitlis.
2. atrisinajums. Doto skaitli kapinot kvadrata, iegistam

<\/4+2x/§—\/4—2\/§) =4+2\/§—2\/(4+2\/§)(4—2\/§)+4—2\/_:8—2\/16—1 = 4.

Ta ka skaitla kvadrats ir 4, tad dotais skaitlis ir racionals skaitlis.

Uz papira lapas atziméti daZi punkti ta, ka nekadi tris punkti neatrodas uz vienas taisnes. Dazi punkti ir savienoti ar
nogriezniem ta, ka no katra punkta iziet tieSi 4 nogrieZni. Zinams, ka nav uzziméts neviens tads trijstaris, kuram
visas virsotnes ir dotajos punktos. Kads ir mazakais skaits punktu, kas var bit atziméti uz papira lapas?
Atrisinajums. Mazakais iespéjamais punktu skaits ir astoni. Dotaja pieméra (skat. 3. att.) punkti sadaliti divas grupas
(1. grupa un 2. grupa) pa Cetriem punktiem ta, ka katrs pirmas grupas punkts ir savienots ar katru otras grupas
punktu, bet nav savienots ar nevienu savas grupas punktu. Izvéloties jebkurus tris punktus, vismaz divi bis viena
grupa, tatad attiecigie punkti nebis savienoti ar nogriezni, lidz ar to nebis uzziméts neviens trijstaris, kura virsotnes
ir dotajos punktos.

1 p 1.

3. att. 4. att.

Pieradisim, ka uz lapas nevar bt atziméts mazaks skaits punktu. Apskatam punktu A (skat. 4. att.), kas savienots

ar tiesi 4 citiem punktiem. Apskatam punktu B (skat. 4. att.). Ta ka nav uzziméts neviens trijstlris, tad punkts B

nevar but savienots ne ar vienu citu punktu, kas savienots ar A, bet tada gadijuma nepiecieSami vél vismaz 3 citi

punkti, tas ir, kopa uz lapas ir atziméti vismaz 8 punkti.

Saurlenku trijstira ABC augstumi krustojas punkta H. Aprékinat ¢etrstira ABHC laukumu, ja AH = BC = 8.

1. atrisinajums. Pret malam BC un AC novilktos augstumus apziméjam ar AA; un BB; (skat. 5. att.).
levérojam, ka Sugrc = Sapn + Sacu-

. - Sl =y 1 -
Izmantojot trijstira laukuma aprékinasanas formulu Sy = Sa- h,, ieglstam, ka

1 1 1 1 1
SABHC = SABH + SACH = EAH - BA1 + EAH AlC = EAH(BAl +A1C) = EAH . BC = E 8 - 8 = 32

B
H Ay
A [
B, ¢

5. att.
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10.4.

10.5.

2. atrisinajums. Pret malam BC un AC novilktos augstumus apziméjam ar AA; un BB, (skat. 5. att.).
IeVérOjam, ka SABHC = SABC - SHBC'

Izmantojot trijstlra laukuma aprékinasanas formulu Sy = %a - h,, ieglistam, ka
1 1 1 1 1
SABHC = SABC - SHBC = EBC . AA1 — EBC . HA1 = EBC(AAI — HAl) = EBC . AH = E . 8 . 8 = 32.

Atrast lielako naturalo skaitli N ar Tpasibu — katram pirmskaitlim p < N skaitlis N + 2p arT ir pirmskaitlis!
Atrisinajums. Aplukojam vértibu N = 7 un parbaudam, vai N + 2p ir pirmskaitlis visiem p, kas mazaki neka N:

0 jap=2,tad 7 + 2 -2 = 11 (pirmskaitlis);

o jap =3,tad 7 + 2 - 3 = 13 (pirmskaitlis);

o jap=5,tad 7 + 2 -5 = 17 (pirmskaitlis).
Pamatosim, ka neder skaitli, kas lielaki neka 7. Ja N > 7, tad kads no tris skaitliem: N +4, N+ 6, N + 14 nav
pirmskaitlis, jo

o N+ 6dalasar3,jaN = 3k;

o N+ 14dalasar3,jaN =3k + 1;

o N+ 4dalasar3,jaN =3k + 2.

Volejbola turnira katra komanda spéléja ar katru tiesi vienu reizi; neizskirtu nav. Ir zinams: lai kuru komandu més
izvélétos (apzimésim to ar K), ta ir izcinjusi tiesi tikpat uzvaru, cik kopa izcinijusas visas tas komandas, pret kuram K
uzvaréja. Kads var bt komandu skaits, kas piedalijas $aja turnira? (Neviena turnira nav mazak ka 2 komandas.)
Atrisinajums. Turnira varéja piedalities 3 vai 4 komandas, pieméram, atbilstoSu spélu norisi skat. 6. att., kur skaitlis
1 norada rinda rakstitas komandas atbilstosas uzvaras pret komandam, kas rakstitas kolonna, skaitlis 0 norada
zaudéjumu (pieméram, tris komandu gadijuma komanda A ir uzvaréjusi komandu B un zaudgéjusi komandai C).
Pamatosim, ka cits komandu skaits nav iespéjams. Komandu skaits nevar bt 2, jo tad ir tikai viena spéle, kura ir
uzvaréetajs un zaudéetajs.

A B D
A 1 1|1
B|O 1|0
cio|0 1
Djoj1 0

6. att.

(x-1)

levérosim, ka x komandas sava starpa kopaizspéle (x — 1)+ (x —2)+ -+ 2+ 1 = xT spéles un izcina tikpat

s s . . x—1 . . x—1 o s
uzvaras. Ta ka vidéji uz vienu komandu ir —, uzvaras, tad ir komanda ar vismaz —,~ uzvaram (ja sadas komandas

nebdtu, tad kopéjais uzvaru skaits batu mazaks neka x(xT_l)).

Apzimésim turnira komandu skaitu ar x un pienemsim, ka lielakais uzvaru skaits vienai komandai ir y; apzZimésim 3o
y(y-1) y(y-1)

komandu ar A. Tas y komandas, kas zaudg&jusas pret A, sava starpa spéléjusas 5

spéles, kuras izcinitas

y(y-1)
2

uzvaras; bez tam vinam varbdat ir vél kadas citas uzvaras. Tapécy > , no kurienes izriet, kay < 3.

Apskatam visas iespéjamas y vértibas.

o Jay =3, tad A izcinijusi 3 uzvaras pret B, C, D. Tatad C un D sava starpa ar1 ir 3 uzvaras. Ja batu vél kada
komanda E, tad ta ir uzvaréjusi gan pret A, gan pret B, C, D (citadi B, C, D kopa bitu vairak par 3 uzvaram), un
tair pretruna ar to, ka A ir vislielakais uzvaru skaits. Tatad $aja gadijuma citu komandu nav, un turnira piedalas
4 komandas.

o Jay = 2, tad no ieprieks iegitas nevienadibas y > xT_l izriet, ka x < 5. Mums tikai janoskaidro, vai var bit,
kax = 5.Jax = 5, tad tiek izspélétas 10 spéles un izcinitas 10 uzvaras. Ja lielakais uzvaru skaits ir 2, tad visam
komandam ir pa 2 uzvaram, un ta ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem. Tapéc x # 5.

-1. . - G - s
o Jay=1,tadnoy = xT izriet, ka x < 3. Tatad citu iespéju bez sakuma uzraditajam nav.
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11. klase

11.1.

11.2.

11.3.

Pieradit, ka x? + y2 + % > x + y visiem realiem x un y.
1. atrisinajums. Reizinam abas nevienadibas puses ar 4 un veicam ekvivalentus parveidojumus:
4x? —4x +4y? — 4y +2 = 0;
(4x* —4x+ 1)+ (4y* —4y + 1) = 0;
2x—1)2+ Q2y—-1)?=>=0.
Ta ka divu kvadratu summa ir nenegativa, tad ieglita nevienadiba ir patiesa, tatad art sakotnéja nevienadiba ir
patiesa.
2. atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

1
xz—x+y2—y+520;
22 ! +(1)2+ 2_2 ! +(1>2>0-
X 2*T\2) Y 27 \2) =Y
2

1\2 1

(x=3) +(-3) =0
Ta ka divu kvadratu summa ir nenegativa, tad ieglta nevienadiba ir patiesa, tatad ari sakotnéja nevienadiba ir
patiesa.
Kada zemé dzivo riki, katri divi no tiem vai nu draudzéjas, vai viens otru ienist. Zinams, ka nav tadu tris riku, kas
visi viens otru ienist. Vai noteikti var atrast tadus tris rikus, kas visi sava starpa draudzéjas, ja Saja zemé ir a) 5 raki,
b) 6 raki?
Atrisinajums. Katru ruki apzimésim ar punktu. Ja divi raki draudzejas, tad tos savienosim ar zalu nogriezni
(nepartraukta linija), ja tie viens otru ienist, tad savienosim tos ar sarkanu nogriezni (partraukta linija).
a) Ng, var gadities, ka nav tadu tris riku, kas visi sava starpa draudz€&jas, pieméram, skat. 7. att.

7. att. 8. att. 9. att.
b) Pamatosim, ka noteikti var atrast tadus tris rikus, kas visi sava starpa draudzéjas.

Apskatam punktu A. No ta iziet vismaz 3 vienas krasas nogriezni, jo katri divi riki vai nu draudz€jas, vai ir ienaidnieki
un no viena punkta iziet 5 nogriezni (péc Dirihlé principa). Apskatam abus iespéjamos gadijumus, kada krasa var
blt nogriezni AB, AC un AD.

1. Janogriezni AB,AC,AD ir sarkana krasa (ienist), tad nogriezniem BC, CD, BD ir jabit zala krasa (skat. 8. att.),
lai neveidotos sarkani trijstiri ABC, ACD un ABD, jo péc dota nav tadu tris ruku, kas visi ienist viens otru.
Tatad ir tris riki B, C un D, kas visi draudz€&jas sava starpa (veidojas zals trijstris BCD).

2. Nogriezni AB,AC,AD ir zala krasa (draudzgéjas). Pienemsim pretéjo, ka nav tadu tris riaku, kas visi sava starpa
draudzéjas (nav zala trijstara). Tad punkti B, C, D jasavieno ar sarkaniem nogriezniem BC,CD, BD (skat. 9.
att.), lai neviens no trijstiriem ABC, ACD un ABD nebitu zals. Bet tada gadijuma riki B, C, D visi viens otru
ienist, kas ir pretruna ar doto. Tatad pienémums ir aplams un ir tadi tris raki, kas visi sava starpa draudzéjas.

Dots vienadsanu trijstaris ABC, kuram AB = AC un ¥BAC < 60°. Rinka linija, kuras centrs ir punkta B un radiuss
AE 2

EB 5

1. atrisinajums. Apziméjam AE = 2x un EB = BD = BC = 5x. Tad AB = AC = 7x.

Trijstari ABC un BCD ir vienadsanu trijstari (AB = AC péc dota un BC = BD ka radiusi), turklat lenki pie pamata

abiem trijstdriem ir vienadi (XACB ir kopigs abiem trijstdriem, skat. 10. att.). Tatad ABCD~AABC péc pazimes £¥.

BC, krusto trijstira malas AC un AB attiecigi punktos D un E. Aprékinat %, ja
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11.4.

- N oy . . .. .- - AB _ BC _ L
Lidzigos trijstiros atbilstoSo malu garumi ir proporcionali, tapéc 3¢ = oo " ldz ar to ieglstam,

BC? 5x)? 25x _ 25x _ 24x AD 24
BC _ B0 _BX Tatad AD = 7x — X =X n 2 = 2
AB 7x 7 7 DC 25

A

kaDC =

L

F

10. att.

2. atrisinajums. Apziméjam AE = 2x un EB = BD = BC = 5x (skat. 10. att.). Tad AB = AC = 7x.
Pagarinasim AB lidz otram krustpunktam ar rinka Iiniju, apzimésim to ar F. Tada gadijuma BF = EB = 5x ka radiusi
un AF = AE + EB + BF = 12x. lzmantojot sekansu 1pasibu, ieglistam, ka

AE - AF = AD - AC; 2x -12x = AD - 7x; AD:Z;‘f:Zi;‘.
Taka DC = AC — AD = Tx — 225 = 23X 43q 42 = 22
7 DC 25

Pieradtt, ka nekadu divu secigu naturalu skaitlu reizinajums nav izsakams forma 36n + 8, kur n ir naturals skaitlis.
1. atrisinajums. Pienemsim pretéjo, ka 3adi skaitli eksisté un apzimésim tos attiecigi ar x un x + 1, ieglstot
vienadojumu x(x + 1) = 36n + 8.
Pareizinot abas vienadojuma puses ar 4 un pieskaitot 1, ieglistam, ka
4x% + 4x + 1 = 144n + 33;

(2x + 1)? = 144n + 33.
levérojam, ka 144 dalas ar 9, toties 33 dalas ar 3, bet nedalas ar 9. Tatad 144n + 33 dalas ar 3, bet nedalas ar 9, un
tas nevar bt naturala skaitla kvadrats. Tatad esam ieguvusi pretrunu. Lidz ar to nekadu divu secigu naturalu skait|u
reizinajums nav izsakams forma 36n + 8, kur n — naturals skaitlis.
2. atrisinajums. Pienemsim, ka $ads secigu naturalu skaitJu paris eksisté. Tad to reizinajums péc modula 9 ir 8, jo.
36n + 8 = 8 (mod 9). Aplikosim, kadus atlikumus péc modula 9 var iegit, reizinot secigus skaitlus x un (x + 1).

x (mod 9) x + 1 (mod 9) x(x + 1) (mod 9)
0 1 0
1 2 2
2 3 6
3 4 3
4 5 2
5 6 3
6 7 6
7 8 2
8 0 0

Visi iespéjamie varianti ir apldkoti un neviena gadijuma reizinajuma atlikums péc modula 9 nav 8. Tatad esam
ieguvusi pretrunu. Lidz ar to nekadu divu secigu naturalu skait|u reizinajums nav izsakams forma 36n + 8, kur n ir
naturals skaitlis.
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11.5. Skait]u virkni, kura ir N elementi, sauksim par N mazako naturalo skaitlu permutaciju, ja taja atrodami visi naturalie
skaitlino 1 lidz N.
Zinams, ka virkne {a;} ir n (n > 3) mazako naturalo skaitlu permutacija. Virknes {b;} (1 < i < n — 1) elementus
aprékina péc formulas b; =|a;4q —a;|. Virknes {c¢;} (1<i<n-—2) elementus aprékina péc
formulas ¢; = |b;;1 — b;|. Pieradit, ka {b;} un {c;} vienlaikus abas nevar bit attiecigi n — 1 un n — 2 mazako
naturalo skaitlu permutacijas!
Atrisinajums. Pienemsim pretéjo, ka abas virknes {b;} un {c;} ir attiecigi n —1 un n —2 mazako skaitju
permutacijas. Tas nozimé, ka virkné {c;} ir skaitlis n — 2, bet virkné {b;} ir visi skait]i no 1 lidzn — 1.
Uzskatamibas péc rakstisim virknes vienu zem otra ta, ka elements b; atrodas zem elementiem a; un a; 4 pa vidu
un ari elements c; atrodas zem elementiem b; un b;,; pa vidu. Tiesi virs n — 2 virkné {c;} jaatrodas virknes {b;}
skaitliem 1 unn — 1, jo nav cita veida, ka virkné {c;} ieglt n — 2. Lidzigi tiesi virs n — 1 virkné {b;} jaatrodas virknes
{a;} skaitliem 1 un n, jo nav cita veida, ka virkné {b;} iegit skaitlin — 1. Tadéjadi ir iesp&jami divi varianti, kadi skait|i
atrodas virkné {a;} virs 1 un n — 1 (skat. 11. att. un 12. att.). Gadijumi, kad virkné {b;} skaitli 1 un n — 1 atrodas
pretéja seciba, ir Siem simetriski.

n—1 ; n ; 1 2

n—2 n—2
11. att. 12. att.

Virkné {b;} kaut kur jaatrodas ari skaitlim n — 2, ko var iegit tikai divos veidos: vai nu ka n— 2, vai arl
ka (n — 1) — 1. Tatad virkné {a;} vai nu skaitlu parim (1; n — 1), vai ar (2; n) jaatrodas blakus. Bet neviena no
gadijumiem tas nav iespéjams. Patiesam, 11. att. gadijuma 1 un n — 1 neatrodas blakus, bet skaitlim n abi kaimini
jau ir aiznemti, un lidzigi 12. att. gadijuma skait)i 2 un n neatrodas blakus, bet skaitlim 1 abi kaimini jau ir aiznemti.
Tatad pienémums bija aplams un abas virknes {b;} un {c;} vienlaikus nevar bat attiecigi n — 1 un n — 2 mazako
naturalo skaitlu permutacijas.
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12. klase

12.1.

12.2.

Atrast mazako realo skaitli a, ar kuru visiem realiem skaitliem x, y, z ir spéka nevienadiba:
x2+y2+z2+a=>x+2y+3z

- Mmoo 7 . S L .
Atrisinajums. Mazaka iespéjama vértiba ir a =3 Ekvivalenti parveidosim doto nevienadibu, atdalot pilnos

kvadratus:
(2 +1)+(2 2 +1)+(2 3+9)>1+1+9
xXc—x+- - - - - ——a;
3) YT SRR EY A
2 2
(x——) +(y—1)2+(z——) 25-a
Vispirms pamatosim, ka a nevar but mazaks ka levietosim nevienadiba x = %,y =1,z ==, ieglstot, ka

7

2
. - - . = _ . - - 7
nevienadibas kreisa puse klUst vienada ar 0, tatad a = b

7 . - o et = .. e . .. - . . - el
Jaa= b tad nevienadiba izpildas visiem realiem x,y un z, jo triju kvadratu summa noteikt ir nenegativs skaitlis.

- 7. Mmoo s - L . .
Tatad a = Sir mazaka iespéjama vértiba, ar kuru izpildas dota nevienadiba visiem realiem skaitliem x, y, z.

Saha turnira katri divi $ahisti ir vai nu izspéléjusi tiesi vienu $aha partiju, vai ari nav izspéléjusi nevienu partiju. Vai
noteikti var atrast tadus tris Sahistus, kas sava starpa ir izspél&jusi vai nu visas 3 partijas, vai nevienu partiju, ja
turnira piedalas a) 5, b) 6 Sahisti?

Atrisinajums. Sahistus apziméjam ar punktiem. Divus $ahistus savienosim ar nepartrauktu Iiniju, ja tie ir izspéléjusi
partiju, bet ar partrauktu liniju, ja tie nav izspéléjusi partiju.

a) Ng&, var gadities, ka nav tadu tris Sahistu, kas izspél&jusi vai nu 3, vai nevienu partiju, pieméram, skat. 13. att.,
kur nav neviena trijstlira, kuram visas malas ir viena veida linijas.

b) Pieradisim, ka noteikti var atrast tadus tris Sahistus, kas kopa ir izsp€&léjusi vai nu 3 partijas, vai nevienu partiju,
tas ir, ka var atrast tadu trijstiri, kuram visas malas ir viena veida linijas.

Pienemsim, ka nav neviena $ada trijstra. Aplikojam punktu A. Ta ka no ta iziet 5 nogriezni, tad vismaz tris no tiem
ir viena veida (péc Dirihlé principa). Nezaudéjot visparigumu, uzskatisim, ka nogriezni AB, AC, AD nepartrauktas
[inijas. Tad BC un CD jabat partrauktam linijam, bet tada gadijuma trijstirim ABD vai BCD visas malas bis viena
veida linijas (skat. 14. att.). leglta pretruna ar pienémumu.

B C
A / \;D
F E
14. att.
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12.3. Dots vienadsanu trijstiris ABC, kuram AB = AC un <BAC < 60°. Rinka linija, kuras centrs ir punkta B un radiuss
BC, krusto trijstira malas AC un AB attiecigi punktos D (kas nesakrit ar C) un E. Pieradit, ka AD < 2AE.
Atrisinajumes. Trijstlri ABC un BCD ir vienadsanu trijstari (AB = AC péc dota un BC = BD ka radiusi), turklat lenki
pie pamata abiem trijstiriem ir vienadi (XACB ir kopigs abiem trijstariem, skat. 15. att.). Tatad ABCD~AABC péc
pazimes £¥.

Lidzigos trijstiros atbilstoSo malu garumi ir proporcionali, tapéc
AB BC AE + EB BC
_— = = .
BC DC BC AE + EB — AD’
(AE + EB)(AE + EB — AD) = BC?>.

Ta ka BC = EB ka radiusi, tad
AE? 4+ 2AE -BC + BC?* — AD - AE — AD - BC = B(C?;
AE? + 2AE - BC = AD(AE + BC);
2AE(AE + BC) — AE? = AD(AE + BC).
Dalot abas vienadibas puses ar (AE + BC), ieglistam, ka

AD = 2AE AE” AD < 2AE
= -_—— > :
AE + BC

15. att.

12.4. Pieradit, ka nekadu divu secigu naturalu skaitju reizinajums nav izsakams forma 27n+4 11, kur
n ir naturals skaitlis.
1. atrisinajums. Pienemsim pretéjo, ka $adi skaitli eksisté un apzimésim tos attiecigi ar x un x + 1, iegustot
vienadojumu x(x + 1) = 27n + 11.
Pareizinot abas puses ar 4 un pieskaitot 1, ieglistam, ka

4x% + 4x +1 = 108n + 45;
(2x + 1)? = 108n + 45.

Vienadojuma laba puse dalas ar 9, tatad 2x + 1 dalas ar 3. lzdalot abas vienadojuma puses ar 9, iegiistam, ka

(Zx +1
3
levérojam, ka, dalot vienadojuma labo pusi ar 3, tiek iegits atlikums 2. Toties, dalot skaitla kvadratu ar 3, var iegut

tikai atlikumu 0 vai 1. Tatad Sim vienadojumam nav atrisindjuma un esam ieguvusi pretrunu. Lidz ar to nekadu divu
secigu naturalu skait|u reizinajums nav izsakams forma 27n + 11, kur n — naturals skaitlis.

2
) =12n+ 5.
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2. atrisinajums. Pienemsim pretéjo, ka Sadi skaitli eksisté un apzimésim tos attiecigi ar x un x + 1, ieglstot
vienadojumu x(x + 1) = 27n + 11.

Ja x vai x + 1 dalas ar 3, tad vienadojuma kreisa puse dalas ar 3, bet laba nedalas, tatad vienadojumam nav
atrisindjuma. No ta ieglistam, ka, x dalot ar 3, nevar iegit atlikumu 0 vai 2, tatad tiek iegits atlikums 1. Tatad x var
izeikt forma x = 3k + 1. levietojot doto vienadibu vienadojuma, ieglistam

Bk +1Bk+2)=27n+ 11;
9k? +9k 4+ 2 =27n+11;
9k? + 9k =27n + 9.

Abas vienadojuma puses izdalot ar 9 un sadalot reizinatajos, ieglistam
k(k+1)=3n+1.

Ta ka vienadojuma laba puse nedalas ar 3, tad analogi ieprieks secinatajam, ieglistam, ka, k dalot ar 3, var ieg(t tikai
atlikumu 1 (citadi vienadojuma kreisa puse dalisies ar 3). Lidz ar to, apziméjot k = 3m + 1, ieglistam vienadojumu

Bm+1)3m+2)=3n+1;
9m? +9m =3n— 1.
levérojam, ka vienadojuma kreisa puse dalas ar 3, bet laba — nedalas. Tatad Sim vienadojumam nav atrisinajuma un

esam ieguvusi pretrunu. Lidz ar to nekadu divu secigu naturalu skaitJu reizinajums nav izsakams forma 27n + 11,
kur n — naturals skaitlis.

12.5. Dotas 2023 kastes, sakuma tajas ir attiecigi 1, 2, 3, ..., 2023 konfektes. Viena gajiena var izvéléties naturalu skaitli n
un no dazam kastém (varbut tikai no vienas) apést n konfektes. Kads ir mazakais gajienu skaits, ar kuru var panakt,
ka visas kastes ir tuksas?

Atrisinajums. Mazakais gajienu skaits ir 11.

Paradisim, ka ar 11 gajieniem pietiek. Pirmaja gajiena apédam pa 1 konfektei no kastém, kuras ir nepara skaits
konfekSu. Rezultata visas kastés konfeksu skaits dalas ar 2. Otraja gajiena apédam pa 2 konfektém no tam kastém,
kuras konfeksu skaits nedalas ar 4. Rezultata visas kastés konfeksu skaits dalas ar 4. TreSaja gajiena apédam pa 4
konfektém no tam kastém, kuras konfeksu skaits nedalas ar 8. Rezultata visas kastés konfekSu skaits dalas ar 8.
Lidzigi turpinot, péc 11 gajieniem konfek3u skaits visas kastés dalas ar 211 = 2048. Ta ka neviena kasté konfek$u
skaits neparsniedz 2048, tad $aja bridi tas ir O.

Pamatosim, ka ar 10 gajieniem nepietiek. Sakuma visas kastés ir dazads skaits konfek3Su. Lidz ar to péc pirma gajiena
vienads konfeksu skaits var bat lielakais 2 kastés, péc otra gajiena — lielakais 2 + 2 = 4 kastés, péc tresa gajiena —
lielakais 4 + 4 = 8 kast8s, ..., péc 10. gajiena — lielakais 2% = 1024 kastés. Tapéc péc 10. gajiena visas 2023 kastes
nevar bit tuksas.
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