Latvijas 74. matematikas olimpiades 2. posma uzdevumi un atrisinajumi
9.-12. klase

9. klase

9.1. Dots izliekts Cetrsturis KLMN. Zinams, ka <LKN = <MNK un malu KL un MN vidusperpendikulu krustpunkts X
atrodas uz malas KN. Pieradit, ka KM = LN!
Atrisinajums. Péc vidusperpendikula Tpasibas iegustam, ka XK = XL un XN = XM, tatad AKXL un AMXN ir
vienadsanu trijstdri un to pamata pielenki ir vienadi, tas ir, *{XKL = <XLK un <XMN = «<XNM (skat. 1. att.).
levérojam, ka <KXL =180°—2xXKL = 180°—2%«XNM = x<MXN. Tatad <XKXM = «KXL + <LXM =
= IMXN + <LXM = «LXN un AKXM = ALXN péc pazimes mlm:

o KX =1LX;

o <IKXM = xLXN;
o XM =XN.

Tatad KM = LN ka atbilstosas malas vienados trijstlros.
M
L
N
K X

1. att.

9.2. Pieradit, kav17 — 12v2 + /3 — 2v2 + 3 + 2v2 = 3.
1. atrisinajums. Katru zemsaknes izteiksmi izteiksim ka summas vai starpibas kvadratu un veiksim ekvivalentus
parveidojumus:

J17—12ﬁ+J3—2x/§+\/3+2f=

=J32—2~3-2ﬁ+(2ﬁ)2+J(ﬁ)2—z-ﬁ-1+12+J(ﬁ)2+2-ﬁ-1+12=

=J(3—2ﬁ)2+J(ﬁ—1)2+J(ﬁ+1)2=|3—2\/§|+|\/§—1|+|x/§+1| -

=3-2V24+V2—-1+4+2+1=3.

2. atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

\/17—12ﬁ+J3—2ﬁ+J3+2ﬁ=3;

J3—2v§+J3+zv§=3— /17—12\/5.
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levérojam, ka v 17 — 1242 < /9, tapeéc vienadibas labas puses izteiksmes vértiba ir pozitiva, un varam kapinat
kvadrata abas vienadibas puses, péc tam veicam ekvivalentus parveidojumus:

2

<\/3—2\/E+\/3+2\/E)2=(3—\/17——12\/§> ;

3—2\/§+2\/(3—2\/§)(3+2\/§)+3+2\/§=9—6/17—12\/§+17—12\/§;

3—2\/§+2\/9—8+3+2\/_=9—6/17—12\/§+17—12\/§;

6 /17—12x/§= 18 — 12V2.

levérojam, ka 122 < 18, tapéc abas vienadibas puses ir pozitivas un varam tas kapinat kvadrata, péc tam veicam

ekvivalentus parveidojumus:
2

(6 17 - 12&) = (18 — 12v2)

36- (17 — 12v2) = 324 — 18 - 24V/2 + 288;
612 —36-12v2 = 612 — 18- 24V/2;
3-12-12v2=3-6-2-12V2,
Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi un iegiita patiesa vienadiba, tad arT dota vienadiba ir patiesa.

9.3. Uz kvadrata ABCD diagonales BD atlikts punkts E. Pieradit, ka ED - EB + EA - EC = AB?!
Atrisinajums. Apziméjam diagonalu krustpunktu ar O; BD = d un OE = x. Diagonale BD ir kvadrata simetrijas ass,
tapéc EA = EC (skat. 2. att.).
B C

A D

2. att.
Kvadrata diagonales ir perpendikularas un krustpunkta dalas uz pusém, tapéc trijstlris AOE ir taisnlenka trijstris,

2
kura péc Pitagora teorémas ieglistam, ka EA? = A0? + OE? = (%) + x2. Tada gadijuma iegistam:
ED -EB + EA-EC = (OD — OE)(OB + OF) + EA? =

=) G+ )+ =) (@) +e =2 =%

Izmantojot Pitagora teorému vienadsanu taisnlenka trijstari ABD, ieglstam, ka AB? + AD? = BD?. Ta ka AB =

2
AD, tad 2AB? = d? jeb AB? = d?

2
Lidz ar to esam ieguvusi, ka ED - EB + EA - EC = d? = AB?.
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9.4. Taisnstdriarizmériem 4 X 6 rtinas sakotnéji katra ratina atradas tiesi viens kakis. Viena bridi katrs kakis parléca uz
kadu no blakus ratinam (katrs kakis parléca tiesi vienu reizi). Vai var gadities, ka tagad visi kaki atrodas tiesi:
a) 8 rlitinas; b) 7 ratinas?
Piezime. Divas ratinas sauc par blakus rGtinam, ja tam ir kopiga mala.
Atrisinajums. a) J3, var, pieméram, skat. 3. att., kur visi kaki atrodas pelékajas ratinas (katrs kakis no baltas ritinas
varéja parlékt uz kadu peléko ratinu, un kaki, kas sakuma atradas kada no pelékajam rdtinam, parléca uz blakus
eso3o peléko ratinu).
3. att.
Piezime. Der ari piemérs, kur kaki parlec uz otras un piektas kolonnas rdtinam.
b) N€&, nevar. Pieradisim, ka kaki tagad atrodas vismaz 8 ritinas.
Aplikojam tos 8 kakus, kas sakuma atradas 3. att. iekrasotajas ratinas, un ievérosim, ka nekadi divi no tiem péc
parléksanas nevar atrasties viena un taja pasa ratina. Lai divi kaki no pelékajam ritinam varétu nonakt viena un taja
pasa ratina, butu jabat tadai ratinai, kurai divas blakus ratinas ir peleka krasa, bet tadas rltinas nav. Tatad péc
parléksanas kaki atradisies vismaz 8 riitinas.
9.5. Dots naturals skaitlis, kura cipari ir sakartoti augosa seciba (katrs cipars, iznemot pirmo, ir lielaks neka ta kaimins
kreisaja pusé). Pieradit, ka 9 reizes lielaka skaitla ciparu summa ir 9.
Atrisinajums. levérojam, ka 9x = 10x — x = x0 — x. Apziméjam x = a,a, - ayp_1a, un aplikojam skaitla
9x = x0 — x ciparus, ievérojot, ka ciparu virkne ir augosa:
aq a, as ap_1 an 0
- a a an-2 an-1 an
a, a —a; Az —a; ap—1 — An-2 ap —ap-1—1 10 - ay,
Aplikojot skaitla 9x ciparu summu, ieglistam prasito:
a; +(ay,—ay) +(az—ay) ++(ap-1 —ap-)+ (@, —ap_1—1)+10—a, =9.
10. klase

10.1. Dotas divas rinka linijas w; un w5, kas krustojas punktos X un Y. Taisne t,, kas vilkta caur X, krusto w; un w, attiecigi

punktos A un B (punkts X atrodas starp A un B), savukart taisne t,, kas vilkta caur Y, krusto w;un w, attiecigi
punktos C un D (punkts Y atrodas starp C un D). Pieradit, ka AC ir paraléla ar BD!

Atrisinajums. Apziméjam XACY = a (skat. 4. att.). Ta ka Cetrstlris CAXY ir ievilkts Cetrstiris, tad ta pretéjo lenku
summa ir 180°, tatad ¥AXY = 180° — a. levérojam, ka <BXY = 180° — <AXY = «a (blakuslenku Tpasiba). Ta ka
Cetrstlris BDYX ir ievilkts Cetrstlris, tad ta pretéjo lenku summa ir 180°. Tatad <BDY = 180° — «BXY = 180° —
a.Taka XACY + «BDY = a + 180° — a = 180° un tie ir iek$éjie vienpuslenki pie taisném AC un BD, kuras krusto
taisne t,, tad AC || BD.

4. att.
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10.2.

10.3.

Doti reali skait]i x un y, kuriem xy® + 1 = x + y3. Pieradit, kayx3 + 1 = y + x3.
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus un sadalam vienadibas kreiso pusi reizinatajos:
xy3+1—x—y3=0;
x(P-1D-0*-1)=0;
¥-Dx-1=0.
Ta ka reizinajums ir vienads ar 0, tad y> — 1 = 0vaix — 1 = 0 jeby = 1 vai x = 1. Apskatam abus gadijumus:
o jay =1,tadvienadiba yx3 +1 =y + x3ir patiesa, jox3 + 1 = 1 + x53;
o jax =1,tadvienadiba yx3 + 1 =y + x3ir patiesa,joy + 1 =y + 1.

Saurlenku trijstira ABC malu garumiir AB = 7 cm, AC = 12 cmun BC = 13 cm. Pieradit, ka uz malas AC var atrast
tadus divus iekSéjus punktus P un Q, ka nogrieznu AP, AQ, BP un BQ garumi ir izsakami vesela skaita centimetru!
Atrisinajums. Punkti P un Q jaatliek ta, ka AP = 2 cm un AQ = 5 cm (skat. 5. att.). Paradisim, ka $ada gadijuma
BP =7 cmun BQ = 8 cm.

B
13
7
. C
AP 0
3
_'_J
5
5. att.

Pret malu AC novelkam augstumu BD. lzmantojot Pitagora teorému trijstGros BDA un BDC, ieglstam, ka
AB? — AD? = BD? = BC? — DC?.Taka AC = 12 cm, tad varam izteikt, ka CD = 12 — AD. Lidz ar to iegiistam, ka
72 — AD? = 132 — (12 — AD)?;

49 — AD? = 169 — (144 — 24AD + AD?);
24AD =24 = AD=1cm.

Izmantojot Pitagora teorému trijstiri ADB, ieglistam, ka BD? = AB? — AD? = 48.

Ta ki DP=AP —AD =2 —1=1 cm, tad péc Pitagora teorémas ABDP iegistam, ka BP =+VBD? + DP? =
=48+ 1=7cm.

Ta ka DQ = AQ —AD =5—1 =4 cm, tad péc Pitagora teorémas ABDQ ieglstam, ka BQ = \/WDQZ =
=+/48+ 16 = 8cm.

Piezimes

1. Augstumu BD var aprékinat ari, izmantojot trijstira laukumu (péc Hérona formulas).

2. Vajadzigos punktus var ieglt, méginot kombinét dazadus malu garumus, lai iegitu, ka hipotenizas garums ir
vesels skaitlis.
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10.4.

10.5.

Atrast visus tadus veselu skaitJu parus (a; b), kuriem izpildas vienadiba (a + b)? = a® + b3.
Atrisinajums. Sadalam vienadibas labo pusi reizinatajos:

(a+b)? = (a +b)(a? —ab + b?).
levérojam, ka jebkuram skaitlu parim (a; b), kuram a + b = 0, dota vienadiba ir identitate, jo tad abas puses ir
vienadas ar 0. Tatad der skaitu pari (k; —k), kur k ir vesels skaitlis.
Apskatam gadijumu, kad a + b # 0. Dotas vienadibas abas puses dalam ar izteiksmi a + b # 0 un ieglstam:

a+b=a?—ab+b>
Veicot ekvivalentus parveidojumus, ieglistam:
a’?—a—ab+b*>—b=0;
2a’> —2a —2ab + 2b% — 2b = 0;
(a® — 2ab + b?) + a? — 2a + b? — 2b = 0;
(a=b)?+ (@ —-2a+1)+(B*-2b+1)—-2=0;

(a=b)?+(@a-1D*+B-1?*=2.
Ta ka a un b ir veseli skaitli, tad vienigais veids, ka tris veselu skaitlu kvadratu summai ieglt vértibu 2, ir, ja viens
saskaitamais ir 0, bet atlikusie divi ir 1. Apskatam visus gadijumus.

o Jaa—b=0jeba = b, tad paréjiem saskaitamajiem jabit vienadiemar 1,tadtada—1=»b —1 = 1 vaiar

a—1=>b—1=—1(Sis gadijums neder, joa + b # 0). Tatad a = b = 2 jeb der skaitlu paris (2; 2).
o Jaa—1=0jeba=1,tad(1—b)2+(b—1)2=2(b—1)?>=2jebb = 0vaib = 2, [idz ar to ieglistam
divus atrisinajumus (1; 0) un (1; 2).

o Gadijums, kad b — 1 = 0, ir simetrisks iepriek$éjam, tad secinam, ka der ari skaitJu pari (2; 1) un (0; 1).
Lidz ar to esam ieguvusi, ka derigie skaitlu pariir: (1; 0), (1; 2), (0; 1), (2; 1), (2; 2) un (k; —k), kur k ir vesels skaitlis.
Piezime. Vienadojumu a + b = a? — ab + b? var risinat ari ka kvadratvienadojumu a®? — (b + 1)a +b%>—-b =0
3— 2\/_ 3+2\/_

attieciba pret nezinamo a, tad D = —3b% + 6b + 1, kuram ir redlas saknes, ja D >0 jeb b € [

Parbauda veselas b vértibas, kas atrodas atbilstosaja interval3, tas ir 0; 1; 2.

Taisnstart ar izmériem 8 X 10 ritinas sakotnéji katra ratina atradas tiesi viena varde. Viena bridi katra varde parléca
uz kadu no blakus rtinam (katra varde parléca tiesi vienu reizi). Vai var gadities, ka tagad visas vardes atrodas tiesi:
a) 24 ratinas; b) 23 ritinas?

Piezime. Divas ratinas sauc par blakus ratinam, ja tam ir kopiga mala.

Atrisinajums. a) J3, var, pieméram, skat. 6. att., kur visas vardes ir nonakusas pelékajas ratinas (katra varde no baltas
ratinas varéja parlekt uz kadu peléko ritinu, un vardes, kas sakuma atradas kada no pelékajam ritinam, parléca uz
blakus esoso peléko ratinu).

6. att.

b) N€&, nevar. Pieradisim, ka vardes atrodas vismaz 24 rtinas.

Aplikosim tas 24 vardes, kas sakuma atradas 6. att. iekrasotajas ritinas, un ievérosim, ka nekadas divas no tam péc
parléksanas nevar atrasties viena un taja pasa ratina. Lai divas vardes no pelékajam ratinam varétu nonakt viena un
taja pasa ratina, batu jabat tadai ratinai, kurai divas blakus ritinas ir peléka krasa, bet tadas ritinas nav. Tatad péc
parléksanas vardes atradisies vismaz 24 ritinas.
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11. klase

11.1.

11.2.

No punkta A4, kas atrodas arpus rinka linijas ar centru O, novilktas divas pieskares, kas pieskaras rinka linijai punktos
D un E. Uz taisném AD un AE atlikti attiecigi punkti B un C t3, ka punkts D atrodas starp A un B, punkts C atrodas

starp A un E un OB = OC. Pieradit, ka punkti 0, 4, B un C atrodas uz vienas rinka Iinijas!

Atrisinajums. Ta ka OD = OE (radiusi) un OB = OC (dots), tad abi taisnlenka trijstiri OBD un OCE ir vienadi péc
pazimes hk, tatad to atbilstoSie lenki ir vienadi: <OBD = XOCE (skat. 7. att.). levérosim, ka péc blakuslenku
ipasibas ¥0CA = 180° — <OCE = 180° — <OBD, tatad «0OBA + <0CA = <0BD + (180° — «0OBD) = 180°.

Tatad ap Cetrstiri OCAB var apvilkt rinka Iiniju un punkti O, A, B un C atrodas uz vienas rinka linijas.
E

C

D

B
7. att.

x+y +y x?-y?
Realiem skaitliem x un y ir speka V|enad|ba +=2 = 5 pieradit, ka >+ < 3.
-y x+y -y? | x%+y?

1. atrisinajums. Reizinot dotas vienadibas abas puses ar (x2 —y2) # 0, |egustam:
(x+y)* + (x —y)? =5(x* — y?);

2x?% + 2y? = 5x% — 5y? = y? =—x2,

levietojam iegito sakaribu pieradamas nevienadibas kreisas puses izteiksmé:
10 , 4,

x24+y? x*-y? =X 5 2 29
I ANt R f I 2280
xc—ys x*+y 4.2 10, 25 10
x x
7 7
2. atrisinajums. Vienadojot saucéjus |zte|ksme Xy
x+y x—y_(x+y)2+(x—y)2_x2+2xy+y2+x2—2xy+y2_2 x? + y?
x—y x+y  (x+n&-y) x2 —y? ST a2y
Tatadja—+ —5tdx+y Eun
x2+y? x?-—y%2 5 2 29
2 )’2 2 }’2__+_=_<3
xc—ys xc+y 2 5 10
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11.3. Taisnlenka trijstiri ABC (XABC = 90°) uz malas BC atlikti punkti D un E ta, ka <BAD = ¥DAE,<EAC = 2<BAD,
BD = 3, DE = 4. Aprékinat EC garumul!

- . . S o L A
1. atrisinajums. lzmantojot bisektrises 1pasibu trijstlri ABE (skat. 8. att.), ieglistam, ka 5 =50

3 S
— = — = -, Apzim€jam
AE  DE 4
AB = 3x un AE = 4x. Péc Pitagora teorémas AABE iegustam:

AE2 =AB2+BE? = 16x2=9x2+49 = x=+7 = AB=3V7; AE =4/7.
A

A\

3\ 4
B D E C

8. att.

Izmantojot bisektrises TpasSibu AABE, ieglstam, ka % = % = 37ﬁ Apziméjot AC = 3v7a un EC = 7a un lietojot
Pitagora teorému AABC, ieglstam:

2 2
AB?+BC?=AC? = (V7)) +(7+7a0)*=(3V7a) = 9:7+4+7°+2-7%a+7%a®>=9-7a?
9+74+14a+7a°=9%% = a*—-7a-8=0 =
Lidz ar to esam ieguvusi, ka EC = 7a = 56.

2. atrisinajums. Apziméjam EC = x, <BAD = <DAE = a, ¥EAC = 2a un atliekam punktiem D un E attiecigi
simetriskus punktus D; un E; pret taisni AB (skat. 9. att.). Tatad BD; = BD = 3 un DE = D;E; = 4. Izmantosim
bisektrises Tpasibu un nogrieznu garumu vienadibu AE; = AE (simetrijas dé):
1) ABAC bisektrise AE: 2 =2£_-T7
AC  EC x
2) ABAE bisektrise AD: A8 5D 3;
AE~ DE 4
3) AE,AC bisektrise AD: 22 =522 o 28_ 10
AC ~ DC AC ~ 44x

a =8 vai a = —1 (neder).

9. att.

No 2) un 3) ieglstam, ka
AB _AB AE 3 10 30
AC AE AC 4 4+x 4(4+x)

Izmantojot 1), ieglstam:
30 d 30 112 + 28 56
4(4+x) x X X x
Tatad EC = x = 56.
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11.4.

11.5.

Pieradit: ja a, b, ¢ ir naturali skaitli un a + LKD(a, b) = b + LKD(b,c) = ¢ + LKD(c,a),tada = b = c.

Piezime. Ar LKD(a, b) ir apziméts skaitJu a un b lielakais kopigais dalitajs.

1. atrisinajums. Pieradisim, ka LKD(a, b) = LKD(a, c) = LKD(b, ¢).

Apziméjam LKD(a, b) = x. Tatad gan a, gan b dalas ar x. Ta ka LKD(b,c) = a + LKD(a, b) — b un vienadibas
labaja puse visi locekli dalas ar x, tad art LKD(b, ¢) dalas ar x. Tas nozimé, ka ari ¢ dalas ar x, lidz ar to arT LKD(a, ¢)
dalas ar x.

Tatad esam pieradijusi, ka LKD(a, ¢) dalas ar LKD(a, b). Lidzigi varam pieradit ari, ka LKD(a, b) dalas ar LKD(aq, ¢).
No ta secinam, ka LKD(a, b) = LKD(a, ¢) un simetrijas d&| LKD(b, c¢) = LKD(a, b) = x.

levietojot to dotaja vienadib3, iegistam, kaa+x=b+x =c+xjeba=>b =rc.

2. atrisinajums. Pienemsim, ka visi tris skaitli a, b, ¢ dalas ar kadu naturalu skaitli y. Tada gadijuma varam ievérot,

s b . S I o - b LKD(a,b
ka ari skaitlia; = %, b; = 5 uncy = 5 ir doto vienadojumu atrisinajums (tas izriet no ta, ka LKD (g,)—/) = ;a )).

Par y var izvéléties visu tris doto skait|u lielako kopigo dalitaju un talak aplukot skaitlus a,, b; un c;, kam izpildas
uzdevuma nosacijumi un kuru lielakais kopigais dalitajs ir 1.

Lidzigi ka 1. atrisinajuma varam iegat, ka, ja LKD(a4, b;) = x, tad ari ¢; dalas ar x. Bet ta ka visu skaitlu lielakais
kopigais dalitajs ir 1, tad secinam, ka LKD(a4, b;) = 1.

Lidzigi ieglistam, ka LKD(b4,¢;) = 1un LKD(cy,a4) = 1. Tatada; +1=b; +1=c; + ljeba; =b; =c, = 1.
Uz galda stav n kastes, kuras ir aboli un bumbieri, katra kasté ir vismaz viens abols un vismaz viens bumbieris.
Zinams, ka kastes var sakartot rinda gan t3, ka katra nakamaja kasté ir par vienu abolu vairak neka iepriek$gja, gan
ta, ka katra nakamaja kasté ir par vienu bumbieri vairak neka ieprieks€ja, gan ta, ka katra nakamaja kasté ir par
vienu augli vairak neka iepriekséja. Vai iespéjams, ka: a) n = 2024; b) n = 2025?

Atrisinajums. a) Pamatosim, kan = 2024 nav iespéjams. lzmantosim pieradijumu no pret&ja. Pienemsim, ka mums
ir tadas 2024 kastes ar augliem, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem. Ta ka kastes var parkartot ta, ka katra nakamaja
kasté ir par vienu abolu vairak neka iepriek$éja, tad varam secinat, ka abolu skaits Saja sakartojuma ir 2024 péc
kartas esosi naturali skaitli. Ja ar a apziméjam mazako abolu skaitu kada kaste, tad lielakais skaits bis a + 2023. Pie

a+(a+2029) 5024 = 1012(2a + 2023). Lidzigi varam spriest par bumbieriem,

tas ir, ja mazako bumbieru skaitu apzimé&jam ar b, tad kop€jais bumbieru skaits ir 1012(2b + 2023). Vél ir dots, ka
Sis kastes var sakartot ta, lai kop€jais auglu skaits veidotu péc kartas esoSu naturalu skaitlu virkni. Ja apziméjam
mazako auglu skaitu ar k, tad kopgjais auglu skaits visas kastés ir 1012(2k + 2023), jo auglu skaits kastés ir péc
kartas eso$i naturali skaitli. levérojam, ka kop&jais auglu skaits bus art 1012(2a + 2023) + 1012(2b + 2023) =
=1012(2a + 2023 + 2b + 2023). Tatad jabat, ka

1012(2a + 2023 + 2b + 2023) = 1012(2k + 2023);
2(a + b +2023) = 2k + 2023,

leglstam pretrunu. Vienadibas kreisas puses vértiba ir para skaitlis, bet labas puses izteiksmes vértiba ir nepara
skaitlis. Tatad pienémums ir aplams un nav iespéjams, ka uz galda ir 2024 kastes.

b) Paradisim, ka izveidot kastes ar augliem t3, lai izpilditos uzdevuma nosacijumi, ja n = 2025. Saliksim auglus ta,
ka gan abolu, gan bumbieru skaits kastés bis visi naturalie skaitli no 1 lidz 2025, bet kopéjas auglu skaits kastés bis
visi naturalie skait)i no 1014 Iidz 3038. Sakartosim kastes viena rinda. Ka salikt abolus un bumbierus kastés paradits
tabula.

tam varam secinat, ka abolu kopa ir

Kastes nr. 1. 2. 3. .. | 1013. | 1014. | 1015. | .. | 2024. | 2025.
Abolu skaits 1 2 3 1013 1014 1015 | .. | 2024 | 2025
Bumbieru skaits 2025 2023 2021 1 2024 2022 4 2

Kopa 2026 2025 2024 | .. 1014 3038 3037 | .. | 2028 | 2027

Vispirms katra kasté saliekam abolus ta, ka pirmaja kasté ir 1 abols un katra nakamaja kaste ir par 1 abolu vairak
neka iepriekséja (tatad pedéja kasté ir 2025 aboli). Tad pirmaja kasté ieliksim 2025 bumbierus, bet katra nakamaja
par 2 bumbieriem mazak lidz pat 1013. kastei, kura ielieksim 1 bumbieri. Talak 1014. kaste ieliksim 2024 bumbierus
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kura ieliksim 2 bumbierus.
Redzams, ka pirmajas 1013 kastés auglu skaits ir attiecigi no 2026 lidz 1014 (katra nakamaja kasté par vienu mazak),
bet atlikusajas 1012 kastés tas ir attiecigi no 3038 lidz 2027 (katra nakamaja kasté par vienu mazak).

12. klase

12.1. Saurlenku trijstiri ABC novilkti augstumi AD, BE un CF, kas krustojas punkta H. Pieradit, ka DH ir lenka EDF
bisektrise!
Atrisinajums. Ta ka <HEC + <HDC = 180°, tad ap Cetrsturi EHDC var apvilkt rinka liniju un <ECH = <EDH = «
ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku EH (skat. 10. att.). Taisnlenka trijstiros AFC un AEB
izmantojam iek$éjo lenku summu. Tatad <CAF = 180° — <AFC — <FCA = 90° — a un XABE = 180° — <BEA —
IBAE =
= 180° — 90° — (90° — a) = a. levérojam, ka <HFB + <HDB = 180°, tad ap Cetrsttri FBDH var apvilkt rinka
[inijuun «FDH = <FBH = «a ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku FH. Tatad <HDE = a« = <FDH
un DH ir lenka EDF bisektrise.

10. att.

_ 21,2 2_ .2
XY 4 X7V — 7 pieradit ka rX + XY 5 /14,

E x+y x2—y2 = x24y2
1. atrisindjums. Reizinot dotas vienadibas abas puses ar (x? — y?) # 0, ieglistam:

(x+ )2+ (x—y)? =7(x* - y?);

5
2x2+2y2=7x2-7y? = y?= gxz.

12.2. Realiem skaitliem x un y ir speka vienadiba

levietojam ieglito sakaribu pieradamas nevienadibas kreisas puses izteiksmé:

14 4
x2 + y? xz_yz_gxz §x2

N 9r _7,2 53 _ (311)2_ (4 3)2_ o9 _
x2—y? xt+y? 4, 14,27 14 14) 14) 14 196
9 9

2 9
= 14?+E>V14

o o —s . - . - . . _ X+ xX— . -
2. atrisinajums. Vienadojot saucéjus izteiksmée ﬁ + x+§, ieglistam, ka

x+y+x—y_(x+y)2+(x—y)2_x2+2xy+y2+x2—2xy+y2_2 x? + y?
x=y x+y (- x? = y? S ar—y?

2.2
x%+y 7
2

Tatad, ja xy + 22 = 7, tad
x-y x+y x2—y?
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2 2 2 2
xz+y2+x2—y2=z+z=§=j£=j@=jm6_s>m
x*—y% x>+ y2 2 7 142 196 196
12.3. Taisnlenka trijstari ABC (XABC = 90°) uz malas BC atlikti punkti D un E ta, ka <EAC = <DAE = 24BAD,

BD =1, DE = 3. Aprékinat EC garumul!
Atrisinajums. Apzimésim EC = x, ¥BAD = a, ¥DAE = XEAC = 2a un punktiem D un E atliksim attiecigi
simetriskus punktus D; un E; pret taisni AB (skat. 11. att.). Tatad BD; = BD = 1 un DE = D;E; = 3. lzmantosim
bisektrises Tpasibu vairakos trijstliros un nogrieznu garumu vienadibu AD; = AD; AE; = AE (simetrijas dé|):

AD _DE 3

1) ADAC bisektrise AE: =—=-
AC~ EC  «x

2) AD,AE bisektrise AD: 2 =22 - 22_2
AE DE AE 3

3) AE,AC bisektrise AD: 22 =502 o AE_ 5
AC DC AC 3+x

No 2) un 3) ieglistam, ka

AD AD AE 2 5 10
AC  AE AC 3 3+x 3(3+x)
Izmantojot 1), ieglstam:
10
_— - = 10x = 2749 = = 27.
33+x) «x X +ox x

Tatad EC = x = 27.

12.4. Pie lielas konfeksu kastes pienak Maris un Kims. Vini abi pamiSus nem no kastes konfektes, Maris sak pirmais. Katra
gajiena spélétajs var izvéleties patvaligu pirmskaitli p un patvaligu veselu nenegativu skaitli n un panemt no kastes
p™ konfektes. Uzvar tas spélétajs, péc kura gajiena kaste paliek tuksa. Spéli sak Maris. Kurs spélétajs, pareizi speléjot,
vienmeér var uzvarét, ja sakuma kasté ir: a) 20; b) 2024 konfektes?

Atrisinajums. Pamatosim, ka Maris abos gadijumos var uzvarét. levérosim, ka viena gajiena drikst panemt 1; 2; 3; 4
vai 5 konfektes, bet nedrikst panemt 6 konfektes, tapat nedrikst panemt konfekSu skaitu, kas ir 6 daudzkartnis.
Tatad Maris var spélét ta, lai péc vina gajiena atlikuso konfekSu skaits dalas ar 6. Ta ka nav iespéjams panemt
konfeksu skaitu, kas sakrit ar kadu skaitJa 6 daudzkartni, tad Kims vienmér péc sava gajiena konfekSu kaudzé atstas
tadu skaitu, kas nedalisies ar 6. Nemot véra, ka ir iesp€jams panemt 1; 2; 3; 4 vai 5 konfektes, tad Maris vienmer
varés panakt, ka péc vina gajiena kasté atlikusais konfeksu skaits dalisies ar 6. Ta ka 0 dalas ar 6 (situacija, kad
panemtas visas konfektes), tad Maris ar $adu stratégiju vienmér uzvareés.

Pirmaja gajiena a) gadijuma Marim japanem 2 (vai 8) konfektes, lai pari paliktu 18 (vai 12) konfektes. ArT b) gadijuma
pirmaja gajiena Maris var panemt 2 konfektes, lai pari paliktu 2022 konfektes, kas dalas ar 6 (Maris pirmaja gajiena
var nemt ari citu konfeksu skaitu, pieméram, 8; 32; 128; ... ).
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12.5. Atrast visus pirmskaitlu parus (p; q), kuriem izpildas vienadiba p? = qP + 7.
Atrisinajums. Vispirms ievérosim, ka abi pirmskaitli p un g vienlaicigi nevar but para skaitli vai nepara skaitli.
Jap = q = 2,tad 22 # 22 + 7. Jagan p, gan q bitu nepara skaitli, tad p? batu nepara skaitlis, bet gP + 7 biitu para
skaitlis, tapéc vienadiba nebtu patiesa. Tadé| tiesi viens no abiem skaitliem ir 2, bet otrs ir kads nepara pirmskaitlis.
Apskatisim gadijumu, ja p = 2. Tatad mums jaatrod visi nepara pirmskaitli g, lai izpilditos vienadiba 29 = g2 + 7.
Apskatam divas mazakas g vértibas:
o jag=3,tad2®=9%#16=32+7;
o jaq=05,tad 25 =32 =52+ 7, tatad (2; 5) ir derigs skait|u paris.
Lai pamatotu, ka citu atrisinajumu nav, paradisim, ka lielakam q vértibam vienadibas kreisas puses izteiksme
vienmer ir lieldka neka labas puses izteiksme, tas ir, ka visiem naturaliem q > 7 izpildas 29 > q2 + 7. lzmantosim
matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jaq = 7,tad 27 = 128 > 56 = 72 + 7.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka nevienadiba izpildas, jaq = k > 7, tas ir, 28 > k? + 7.
Induktiva pareja. Pieradisim, ka nevienadiba ir spéka aritad, jaq = k + 1, tasiir,
281 > (k+1)2+7=k?+ 2k + 8.
Izmantojam induktivo pienémumu, ka 2% > k? + 7, un izteiksmju novértésanu, ievérojot, ka k > 7:
21 = 2.2k S 2(k2+7) = k? + k> + 14 > k?> + Tk + 14 > k* + 2k + 8.
Secind@jums. Ta ka nevienadiba ir patiesa, jag = 7, un no t3, ka nevienadiba ir sp€ka, ja q = k, izriet, ka nevienadiba
ir spéka arrq = k + 1, secinam, ka nevienadiba ir spéka visiem naturaliem skaitliem g > 7.
Tatad vienadojumam 29 = g2 + 7 nav atrisindjuma, jaq > 7.
Aplikosim gadijumu, ja g = 2. Tatad mums jaatrod visi nepara pirmskaitli p, lai izpilditos vienadiba p? = 2P + 7 jeb
2P = p? — 7. No iepriek$ pieraditd jau zinams, ka visiem p > 7 § vienadiba nav spéka, jo tdda gadijuma
2P > p? + 7 > p? — 7. Atliek parbaudit gadijumus p = 3 un p = 5. Tie abi neder ki vienadojuma 2P = p2 — 7
atrisinajumi, jo 23 # 32 — 7un 2% # 52 — 7.
Lidz ar to vienigais derigais skaitlu paris ir (2;5).
Piezime. Gadijumu, ja ¢ = 2, var pamatot, apskatot o vienadojumu péc moduja 4. Takap = 3,tad2P +7 =0 +
3 = 3 (mod 4). Ta ka p ir nepara skaitlis, tas ir, p = 2n + 1 kddam naturalam skaitlim n, tad p? = 2n + 1)? =
=4n?+4n+1=1(mod4).Taka 1 # 3 (mod 4), tad vienadojumam nav atrisindjuma, ja g = 2.
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