Materials nemts no gimatas: Andins Agnis, Brzina Anna, BrzinsS Aivars "Latvijas
matenatikas olimpizu (25.-51.) 2.&rtas (rajonu) uzdevumi un atrigjomi"”

LATVIJASRAJONU 30. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

30.1. To var izdait, pientram, &, ka pa#dits 30.11. mm.

30.2. Skat. 30.12.im.

ENEERNINASAHELE

30.12. 2m.

30.3. Izgriezot atbilstogs izklatnes no pajpa, varam prbaudt, ka kuba virsmu var
iegat no 1. un 4. figras.
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30.13. zm.

30.4. Ar 5 gajieniem to var izdat ta, ka paiadits 30.13.zm.



Ar 4 gajieniem to izdait nevar. Tiedm, ieverosim, ka visas 1s balts figiras atrodas
laucinos, kuros beigu &tokli tas neatratkies.; iitad katra no trim baltam figaram
izpildis vismaz vienu gienu. Ar divas melas figiras (lalgjas) atrodas laugos,
kuros beigu @tvoklt tas neatratsies.; itad katra no dism melnagm figaram izpildis

vismaz vienu gjienu. Kog tiks izdatrti vismaz 5 gjieni.
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30.14. Zm.

30.5. ledomasimies, ka mogtas sakrtotascetros gc kartas nemtos lauajos (skat.
30.14. m.).

Tad pirmaj laucipa var ievietot jebkuru no 4 meétam; otrap — jebkuru no 3
atlikuSapm; tresSaj -- jebkuru no 2 atlikusaim; ceturtad — pedejo atlikuso.

Tatad pavisam i4[3[2[1= 24 veidi, kato izdatt.

30.6. Gadh var it 366 dienas. ledrosim, ka366= 7152+ 2 Ja gada pirindiena ir

s\etdiena, tad gadbis 53 s¥étdienas, vaik s\etdienu kit nevar.

30.7. To var izdatit. Vispirms, izmantojot 5 | trauku (sauksim to @& salejam 17-
litrigaja trauk (traula A) 15 |adens un piepilaim traukuB. Tad no traukd pielejam

pilnu traukuA, tad trauk A bas 17 ladens, bet traukB — 3 |adens. Trauka saturu

izlejam mua@, bet no traukd 3 | aidens @rlejam trauk A. Pec tam, izmantojot trauku
B, pielejam trauk A vél 10 | ideni. Rezulta trauld A bis 13 ladens.

30.8. Apzimesim doto skaitli arabc, a>b>c.

Jab-c2 3 tad a-c=(a-b)+(b-c)=4(b-c)=12, kas nav iesgams. Atliek
divas iespjas:

1) b-c =2, tad iegistam skaius 820 un 931. Der tikai skaitlis 820, jo @lekaila
ciparu summaiapit para skaitlim.

2) b—c =1, tad iedgistam skaius 410, 521, 632, 743, 854, 965. Der tikai $kai21,
743 un 965.



o

30.15. zm.

30.9. Ja iekasosim kvaditu virsotnesa, ka paiadits 30.15. am¢juma, tad uzdevuma
pirma punkta nosagumi izpildisies.

Otraja gadjuma uzdevumu izpilt nevar. Ja baltkrasa nokrasotas 7 virsotnes, tad
melra kras nokrasotas 9 virsotnes.alka virsotnes atrodas 4 ringis, tad lda no
horizontlajam rindipam atradsies vismaz 3 melnas virsotnes, bet tas ir prétam
uzdevuma nosgcamiem.

30.16. zm.

30.10. Lai apekinatu do@ cetrstira laukumu, ievietosim to taistist KLMN (skat.
30.16. zm.).

Tad
SABCD = SKLMN - SAKB - SBLC - SCMD - SDNA =
30- 32 _ 4E|._ 4[3_ 32 ~16.
2 2 2 2
Tatad varam uZimet taisnsiirus1x16, 2x 8, 4x4.

30.11. Ja skaitlisn—1 daks ar katru no skdiem 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, tad skaitlis
nedalis ne ar vienu no Siem sKaim. Skaitlin— 1var iz\Eléties K noradito skaitu
mazko koggo daimo (protams, vasiemt ar doto skailu reizirajumu).

MKD( 23456,78910) = 2° (B 57 = 2520.
Tatad der skaitlisn= 2521



30.12. Ta ka B ar E sglgja neizkirti, tad, lai sadktu 6 punktus,B ar A sgElgja
neizirti (vinnét A nevar), préjas komanda® uzvagja. Ta ka E savaca 1 punktu un

ar B speleja neizirti, tad paréjam komandm t@a zaudja. ledistam &du turnra
tabulu (30.17.m.).

C o * 2

D 0 o2

E| 0 1 o |0 |[*
30.17. zm.

Nemot \&ra, ka D ieguva 2 punktusD audja ganA, ganC. No Sejienes sekoiar
pedejas syzles rezulits: A ar C sgelgja neizirti.

30.13. Ja to var izdait. No sikuma kubu3x 3x 3 sagriezsim 27 kubhos 1x1x1. Pec
tam 8 mazos kubus, kas atrodas pie viena fidtuba siira apvienosim viehkuba
2x2x 2. Kopgjais kubu skaits samazsies par 7 unlks vierads ar 20.

30.14. Taka
da;<a;+a,ta; tag<a +a,+ta; ta, ta; +a; =1,

1

tada, <—.

% 4

Vérﬁbu% iegistam,yemota, =a, = Ouna, =a, =a, = a :%_

30.15. Ja liekkais disks neatrodas apakdad ar digm opeécijam to var novietot
kaudzes apakS Tiesim, pirmap opeécija pargriezam disku kaudzi , kuras apajess
disks ir liekkais; tad lieikais disks nofiks kaudzes augSptisOtrap opefcija
pargriezam visus kaudzes diskusiracedzot, lieikais noraks kaudzes apaks

Vairak pirmo lieko disku neizmantosim un alosim liekko no atlikuSajiem
diskiem. Ar rakoSajm divam opeécijam novietosim to tieSi virs pirmlielaka diska
un to vairs neizmantosim.



Atkartojot So metodi, visi diski tiks saktoti pareiz segba.

30.16. To var izdait abos gagjumos. Pierari paraditi 30.18. Zmgjuma.

30.18. zm.

30.17. Ta ka 1 un 2 ir doi vieradojuma saknes, tad, ievietojot tos \ddajunmia,
iegiastam patiesas viadibas:

3+3a=0

{BBH 6a+b=0.

Atrisinot vieradojumu sistmu iegistama = -1, b = —6.

30.18. Jaa, b unc ir tadi 3 veseli pozivi skaifli, kas sumra dod 40, tada—- 1b-1

un c—1ir tadi 3 nenegavi veseli skaili, kas sumra dod 37.

Rinda uzrakstsim 37 punktus un atdalm tos ar 2 I&rssutram. Sadajums ar
Skerssvtram noida, kK skaitlis 37 sad#ts 3 nenegatos saskadimajos. Koa 37
punkti un 2 gerssutras ir 39 objekti, no kuriem iraizvélas divi (anorada

gkerssienas). To var izdﬁrgg[38 =741 veidos.

30.19. Ja, tads, piendram, ir skaitlis 66999. Tiaf, skaiti 6+6+9+9+9=39 un
6+7+0+0+0=13 daks ar 13.

30.19. zm.

30.20. Skat. 30.19.m.

Novelkam perpendikuldH pret startOB.



Konstrigjam AB simetriskuAO pret taisniAH.

Konstriejam lenka ABH bisektrisiBC.

Konstrigjam taisniCL, kas ir simetriska taisn€B attieaba pret taisniAH.
No simetrijas seko, k&L ir lenka AOH bisektrise.

30. 21. Apzimesim dotos skaltis arx un x+1. Tad
(x+1°-x*=5 « 2x+1=5  x=2.

Atbilde: mekEjamie skaili ir 2 un 3.

30.22. Katru relu skaitli x var izteikt forna x =n+a, kur n ir vesels skaitlis, bet
aD[O, 1). Aplakosim divus gagumus:
1) aD[O, %); tad [x]+[x+%] =n+n=2n, un ar [2x] :[2n+2a] =2n;
2) ad[2,1); tad[x] +[x+i]=n+(n+1)=2n+1, un ar
[2x] =[2n+2a]=2n+1,jo 1< 2a< 2.
Redzam, ka visos ggdmos praga viemdiba izpildas.
30.23. Uzskatsim, kaa<b<c; tadabc=a+b+c<3c = ab<3 . lesgjami 3
gadjumi:
l)a=b=1tad2+c=c = 2= Q pretruna.
2)a=1lb=2;tad3+c=2c = c=3
3)a=1lb=3;tad4+c=3c = c= 2 pretruna, job>cC.
Tatad faktiski ir 6 &di skaifu trijnieki, kuros patviAga seéba ierakstti skaiti 1, 2, 3.

30.24. Abos gadumos &dus skailus var atrast.

Pirmaa gadjuma izvélamies skaius 2, 3 un 6; tad apgalvojums seko no ias

il

Lai atrastu skalus otrajam variantam, atsésim vieradibu
1_1, 1
n n+l nifn+1)’

legistam
11}3}1111111

1=—+— =+ + = -

2 3 6 2 3 7 42 2 3 7 43 4233
Tatad varam izeletie skaitus 2, 3, 7, 4342[ 43



30.25. Skat 30.20. Imgjumu.

A S D

30.20. Zm.

Trijstariem, kuru pamati ir viexdi un augstumi ir viexdi, ir vienadi laukumi. No §
apgalvojuma seko, ka
SAOS = SDOS’ SCOR = SROD ! SCOQ = SBOQ’ SAOP = SBOP :
Sumngjot §s vieradibas, iegstam, ka iektsoto laukumu summa ir vieda ar
neiekésoto laukumu summu, no Sejienes sekoiaBs
30.21.* Vienadibas kreiso pusigoveidojam
a b Cc
+ + =
ab+a+l bc+b+1l cat+tc+l
a ba clab
+ +
ab+a+1 (bc+b+1)@ (ca+c+1)&b
a ab 1
+ + =
ab+a+l l+ab+a a+l+ab
atab+1 1
ab+a+l =

30.22.* No uzdevuma nosgamiem seko, kaa,, +a,, +---+a,, = OTatad
5((a,+a,)=0 = a,+a,=0 =
& +a, =0 = @ +a,++a, =150 +a,)=0.
30.23.* No dot seko, kaa<c unb<c: tatad af +/a <+/c unvb <+/c. No Sejienes
iegastam nevieadibu
a? +b? = aava + bybyb < avayc + bybyc =
(a a +b\/6)\/E =cJede =c?.
No §s nevieadibas seko, ka ajpkojamais trijsiris ir platlepgka trijstiris.
30.24.* Parveidojam doto vieadojumu &di:
2"+1=m - 2"=m’-1 -
2" = (m-1)ffm? + m-+1).



Ta ka m*+m+1 ir 2" dalftajs, tad m* + m+ 1pats ir divnieka pape, un i ka
m* +m+1>1, tad tam jbit para skaitlim, t&u, admredzami,m”> + m+ 1lir negra

skaitlis.
leguta pretruna, kas nada, ka pragie skaiti neeksist.

30.25.* Ar O apZmesim rigka fniju, kas apvilktas ap trijgtiem AC,B, un CAB,
(skat. 30.2.um.).

30.2. 2m.

No teoemas par ievilki cetrstira lepkiem iegistam
[OC,0A =360 -0C,0B, ~[0OB,OA =
360° - (180° - OACB, ) - (18C° - OB,AC, ) =
OACB, + OB,AC, =180° —-[JC,BA,.
Tatad apcetrstiri C,BAO var apvilkt rpka liniju. Tas nommg, ka visas naditas

rinka linijas krustojas vienpunka O.
30.26. a) Izpildot @rveidojumus, iegstam

|| p—

i 2n?+n+1 2+ -+
im =
n-on?+3n+1 nﬂoo:]_+%+nilZ
1 1 1

“m(2+ﬁ+F)_ 2+0+0 _

n-o N

lim{i+2+1) 1+0+0

b) Veiksim sekojoSusapveidojumus
_|2n2+n+1_2_| 5n+1 |
‘n2+3n+1 In? +3n+1]

6n

< 2
n

%, -2 =9
n

Katram pozitvam & izvelesimiesd = § Tad visiemn > 9 = 6 izpildas nevieadiba
£ £

6
X, 4<;<&

Pec virknes robezas defitijas pieadits, ka virknes robeza ir 2.



30.27. Izmantojot funkciju reiziajuma atvasigjuma formulas, iegstam:

()= (x-1D(x-2)(x-3)) =

(x-1) (x—2)2(x -3 + (x-D(x - 2)) (x- 3 + (x-D(x - 2)*((x -3 =
(x=2)7(x=3)° + (x = 92(x - 2)(x - ) + (x ~1)(x - 2)*3(x - 3)".

Tapec f'(1)=-2, £'(2)= f'(3)=0.

30.28. Trijstara laukumu var apkinat pec formulas

S:Eabsinyslab.
2 2

A d D

30.3. Im

Apliikosim dotoéetrsﬁri ABCD (skat 30.3.un.).
Tad S=S,5 + Sepp < (ab+cd) un S= S, + Sops < (bc+ ad).

Saskaitot % nevieadibas, iegstam, ka
28s%(ab+cd +be+ad) =%(a+c)(b+d).

no kurienes seko praais.

30.4. Zm.



30.29. Skat. 30.4. ungjumul.

Aplikosim vieradibas

NK =BK - BN,
LS=CS-CL,
TM = AM - AT.

Saskaitot % vieradibas, iegstam

RN —

NK +LS+TM = (BK —CL)+(CS- AT )+ (am -BN)=0.
No, Sejienes izmantojot tristu nevienadibu, iedistam prago:
NK :‘FS+TT/| s‘fﬁ +‘W‘ = LS+TM.

30.30. Pieadisim, ka skaitt a ciparu virkne nav periodiska, na sekos, kaa ir
iraciorals skaitlis.

Pienemsim predjo, ka & ir periodiska ar periodli. Acimredzot periods nesasttikai

no nulem. Tau dotaj virkn¢ atradsies skaitlis1000... 02 Vidgjais fragments no
2T

nullem noteikti satugs kadu pilnu periodu —atad tam ktu jasasiv tikai no nulem,

bet & ir pretruna.

30.31. Izpildot parveidojumus, iegstam

tg45’ - tg30°
tgl5° = tg(45° -30°) = =
g g( ) 1+1tg45 [1g3C°
1-4
T =2-/3= 0268.

3
30.32. Parveidojam vie@adibas kreigs puses izteiksmi
sin?(a —30°) +sin?(a +30°) - sina =

1-cog2a -60°) , 1-cog2a +60°) _1-cos2a _
2 2 2

% —%(cos(Za - 60°) + cod2a +60°)) + co;Za =
11 [2[¢os2a [£0s60° + Cosza _ 1 :
2 2 2

Prastais pieadits.

30.33. levedsim tel@ koordiratu sisemu, kué plakneQ bis koordiratu plakneOyz.
Tad atflumi no paralelograma virsatm lidz plakneiQ bis vieradi ar |A |, [B,|,

IC,] un|D,|.

10



Paralelograma viduspunktu ap#sim ar O. Ta ka O ir nogrieau AC un BD
viduspunkts, tad iaggtam vieadibas

0,=5(A+C)=(B,+D,)

Talak jaapluko vairaki gadjumi, atkatba no &, kads punkts kda attalluma atrodas no
plaknesQ, un no & kada pus no plaknes dotie punkti atrodas. Akbdsim tikai vienu
no Siem gaglumiem (g&rgjie ir analgiski).
Pienemsim, kaA, =3, B, =4,C, = 5tad

D,=A +C,-B,=3+5-4=4,
Atbilde: ies@jamie atilumi ir sadi: 2, 4, 6, 12.

30.34. Pieadamo nevieadibu parveidojam fornma
a’c+b?%a+c?h-b’c-c’a-a’|
abc ‘
(a-bb-c)c-a)| _,
abc |
(a-b)(b-c)(c-a) < abc.

<l =

<~

Pedgja nevieradiba seko no 1s trijstira nevieadibam (&s ir jasareizina):
la-b<c,|b-d<a,lc-d <b.

30.35. Jebkuriem natatiem skaitiemx uny izpildasipa3ba
X[y = LKD(x, y)IMKD(x, y).
Izmantojot Sapasbu, no dai iegistam
(uv)? =3600
=
u+v=32
uv =60
= u=2v=30
u+v=32
(u=30v=2 neder, joLKD(x, y) =u< MKD(X, y) =V).
Tatad abi skait x uny ir skaifa 30 daitaji, un tie abi ir @ra skaiti. Tatad x var
pienemt \&rtibas 2, 6, 10, 30.aMm atbilstcetri atrisiragjumu [ari
Athilde: {(2,30),(6,10) (10,6 ,(30,2)}.

30.36. Pie x > 0 dofa nevieradiba ekvivalenta®lai:

X+a
>/2x .
V10

11



Jaa<0, tad nevieadiba neizpilds skaitlim x = —%. Tatad aptikosim tikai poziivas

a vertibas. Sa gadjuma, kapinot nevieadibu kvadata, més iedistam ekvivalentu
nevieradibu

(x+a)*>20x « x*+2@-10)k+a’>0.
Aprekinasim § kvada@ttrinoma diskriminantu:

%= (a-10)° -a =-20a+100

Jaa>5, tad D < O kvadatvienradojumam nav saju, un praga nevieradiba izpildis
visiem (pozitviem) x. Viegli parbaudt, ka der ara vertiba 5.
Skaifaa vertibas, kas makas par 5, neder. Tia®$, iz\elesimiesx =10-a ; tad

x? +2(a-10)x+a® = (10-a)’ + 2(a-10)(10- a) + a

=a’-(a-10)° <0,
jono &, kaO<a< 5 seko, kda <[10-a|, un fitad af nevieradiba

a’-(a-10)° <0
Redzam, ka praa viemadiba visiem poziviem x neizpildas. Tatad der tikai
parametraa vértibas, kas ir ligkas par 5.

30.37. Pirmas iekavas &rtiba atrodas starp 0 un 2; adriekavas #rtiba atrodas starp
(-1) un 3. Ep&c vieradiba var pagiét tad un tikai tad, ja

{sin(x +y)=1

sin(2x-y)=1

=4

m
X+y=—+2/m
Y 2

2x—y:7—T+2nk.
2
o=y 20 k)
Atbilde: K. 277(2n—k) nkOZ.
y=_ s
6 3

12



30.5. Zm.

30.38. Apzimesim piramdas augstumu ar, bet pamata malas garumu ar Plakre
SOC novilksim OE perpendikudri SC (skat. 30.5.un.)

Tad OC = xv/2, SC=,y?+2x2.

Taisnlenka trijstirt SOC nogrieznisOE ir augstums,atad
OSC _ xJ/x

C /2X2 +y2 )

No Sejienes iegstam sakabu
tL.,1-1 q

2 2

2x* y* a

a=0E=

SavienojotS un O ar CD viduspunktuK, iegistam taisnlgka trijstiri SOK, kura
augstums pret hipoténu ir otrs dotais attumsb. No Sejienes iaggtam sakabu

1 1 1
—2+—2:F (2)

X2y
No sakaibam (1) un (2) iegstam

1 (1 1 1 2 1
¥ Av &) v e b

X y° a
Izmantojot piraridas tilpuma formulu, iagtam
V = 2a’h’

3(a2 ~b’N20? -a®

30.39. Novilksim rigpka linijas plak® divas savstagp perpendikudras taisnes, kas
nav parailas nevienam no apskatajiem nogriegiem. Proji€sim visus nogriezus
uz dm taisrem. Ta ka taisnlenka trijstirt kateSu garumu summarpniedz hipotenuzas
garumu, tad visu projekciju summargniedz 32. Ipec vismaz viena no virzieniem
projekciju garumu summa ir ligha par 16. VisasisS projekcijas atrodas nogriazar
garumu 2 (dat rinka projekci), tapéc vismaz vienu punktu apklaj vismaz 9

13



projekcijas. Taisne, kas iet caur So punktu perigeiati projekcijas taisnei, krusto

vismaz 9 dotos nogrieas.

30.40. A. Pieadisim, ka M <2" -1. Lidzsvarojot Edu smagumu, jebkuru no
atsvariem var vai nu uzlikt, vai neuzlikt uz atsv&ausa, apec to izdart iesggjams

2" dazdos veidos. No tiem viangadjuma (kad nav uzlikts neviens atsvars) nevar
Iidzsvarot nekdu priekSmetu. dtad arn atsvariem varitizsvarot ne vaik ka 2" -1
da&dus svarusatad M < 2" -1.

B. Aplikosim svaru komplektu 1 kg, 2 kg, 4 kg, ..27" kg . Ar matenatisko

indukciju viegli pieadit, ka ar So komplektu vafdzsvarot jebkuru veselu skaitu
kilogramu no 1 kgitz 2" -1 kg.
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