Materials nemts no gimatas: Andins Agnis, Brzina Anna, BrzinsS Aivars "Latvijas
matenatikas olimpizu (25.-51.) 2.&rtas (rajonu) uzdevumi un atrigjomi"”

LATVIJASRAJONU 31. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

31.1. Lielakais piecciparu skaitlis, kas sastno daZdiem cipariem ir 98765; tas
dalot ar 3 dod atlikum 2. NakoSais lielkais piecciparu skaitlis, kas sastno
dazdiem cipariem ir 98764; tas dalot ar 3 dod atliduh NakoSais lielkais
piecciparu skaitlis, kas sastno daZdiem cipariem ir98763; tas dais ar 3 un ir
mekletais skaitlis.

31.2. Zimes jizvelas &di:
81=64+32-16+8-4-2-1.

31.3. Ja kada no meneSa treSdieam ir para datums, tadako& ir negara datums, un

otradi. Apzimesim arn ménesSa pirmas treSdienas, kurai irapa datums, datumu. Tad
nako&s “para” treSdienas datums in+ 1det tre8s “para” treSdienas datums ir
n+28. Ta ka n+28< 31, tad n< 3 lewrojot, kai ir para skaitlis, iegstam, ka

n=2. Tatad néneSa 2. un 16. datumi ir treSdienas, bet 18. datumsktdiena.
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31.5. 2m.

31.4. Apzimesim arA viena no iesgjamo kvadatu virsotrem.

Aplikosim kvaditus 1x1. Sadu kvadatu virsotne A var atrasties vien no
6x 6 =36 atZzmetajiem punktiem (skat. 31.51m.).

Tatad pavisam ir 36 kvaati 1x1. Lidzigi pamato, ka i®*5 =25 kvadati 2%2, 16
kvadmti 3%3, 9 kvadati 44, 4 kvadati %5 un 1 kvadits 6%6.

31.5 Sakuma sadaim kubu 4x4x4 = 64 vienados kubos. Tad vienu no mazajiem
kubiem \Elreiz sadadim 64 mazkos kubhos. Kubiu skaits palielias par 63 (rodas
64 jauni kubmi, bet paad vecais. Tagad kubs sadal 127 kubos. Vienu no tiem



sadaim 2x2x2=8 mazkos kubhos, tagad kubs sadfts 127+ 7 = 134 kubos;
vélreiz vienu no sadgluma kubiem sadain 8 kubos: iegstam sadadumu no 141
kuba. Rdgjo reizi sadalm vienu no kubiem 8 kubos un iegjam prago kuba
sadaijumu 148 kubos.

31.6. leverosim, ka izpilds vieradiba
111..11=11111001001..001
— —_—

27 vieninieki 9 vieninieki
No dabmibas pammem ar 3 un 9 seko, ka pirmais reizifijs daks ar 3, bet otrais ar

9; tatad viss reizigjums daks ar 27.

31.7. lesgejami tris gadjumi:

1) Jnis atdeva risai 30 kapeikas; tadilsuma vinam bija30[5 = 150kapeikas, atlika
120 kapeikas. Puse no atlikuma — 60 kapeika&twdit 3 divdesmitkapeiku ma@tas.
2) Bnis atdeva risai 35 kapeikas; tadilsuma vinam bija35[5 = 175kapeikas, atlika
140 kapeikas. Bet puse no atlikuma — 70 kapeikasmiuit tris noadito moretu
summa.

3) Jnis atdeva msai 40 kapeikas; tadalluma vinam bija 40[5= 200 kapeikas,
atlika 160 kapeikas. Bet puse no atlikuma — 80 kasenevar bt tris nogdito
MOregtu summa.

Atbilde: Jnim sskuma bija 150 kapeikas.

31.8. Astogstiirim ir 8 malas; atad tiks apikotas 8 starjpas. s var pimemt tikai 7
daZdas \értibas no 11z 7. No Dirihle principa seko, ka vismaz divasstarpbam
bus vieradas.

31.9. To var izdait, pientram &, ka paadits 31.6. Im.

31.6. 2Zm.

31.10. Pieturu jicd 31.7.Zm. no&ditaja punka P.



Tiesam, ja pieturu prnestu uz augsSu par @timu a, tad atilums idz 5 najam
palielinatos para, bet idz diviem ciemiem samaztos ne vaiik ka par a; tatad
atalumu summa palieliitos (ne maak ka par 3).
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31.7. Zm.

Ja pieturu prnestu uz leju par alumu a, tad atilums kdz 4 najam palieliratos par
a, bet idz 3 ciemiem samaztos ne vaitk ka par a; tatad atilumu summa
palielinatos (ne maak ka para).

31.11. Ja, tada kopa eksist Rinka [niju ar centru punlat O un radiusu 1 sadasim
360 vierados lokos (viens loksds 1° liels). Loku galapunktu kopu ajmesim arM.
Tad, pagriezot kopiM ap centruO par jebkuru veselu gdu lielu lenki, ST kopa
atilosies sev

31.12. a) No 31.8. ungjuma redzams, ka skaitlis-(x ), ko at€loja punktsk, ir lielaks
par skaitlix, tatadx ir negaivs skaitlis.
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31.8. Zm.

b) No a) punkta seko, ka starp dotajiem $ieait ir tiei divi negavi skaiti : x un x°.
Tatad tre3ais punkts no kraspuses € apame skaitli 0. Lidz ar toA apame x°. Ta
ka x* >x , tad

xfx2-1)>0 = x*-1>0 = x*>1.

Tas nozmg, kaD apZme skaitli 1, betr apame skaitli x°.
31.13. Ng, ta nevar lat. Pismemsim pregjo, ka katra figira norica blakus lauga.

lekrasosim trijstiriSus &, ka paidits 31.9. amgjuma. Tad figiras, kas atras uz

melnajiem lauaiiem (&du ir 10), @c parvietoSanas nata baltajos lau@bs (&du ir



6), jo melnajiem trijgiriSiem nav kopgu malu. T&u nav iespjams novietot 10

figuras seSos laugbs pa vienai.

31.9. zIm

31.14. Divu skaifu x uny apmaifSanu vieim apZmesim &di: X o y.

Izpildisim &du @rveidojumu sriju:
2101 336 916 09.

legisim situaciju, kada paadita 31.10. mm.
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31.10.
Talak izpildisim &du parveidojumu sriju:
56 7,4 64 86« 8.
Rezultta iegisim prato Situaciju .
31.15. Pienemsim, ka2n+5 un 3n+ 8 daks ar kdu natusilu skaitlim. Tad ar m

dals af skaitlis 3({2n+5)-2[(3n+8) =1. Tatad m= 1

31.16. Doto ddu var uzrakst forma 31 . No dot iegastam:
a

a+l1=3a-1 = a=1,

tatad mekéta dda ir %



31.17. Doto nevieadibu parveidojam &di:
Xy(x-y)+xy(y-x)z0 -
xy(x-y)x -y*)z 0.
Jax=y,tadx-y=0, x*-y® >0, un viss reiziajums ir nenegavs.
Pregja gadjuma x—y <0, x® -y <0, un viss reiziajums ir pozitvs. Nevieadiba

pieradta.

31.18. Meklejamais skaitlis ir 9. Tiewn, ar 9 dads visi skaili, kas satur katru ciparu
tieSi vienu reizi, joa ciparu summa 45 dad ar 9.

Ja k ir skaitlis, ar kuru dak visi “dazdciparu” skaili, tad ark dahks skaiii
9876543210 un 987654320i4tad ark daks af So skailu starpba — skaitlis 9. Ttad
k<9.

31.19. Ja daudzstim diagoralu ir 14 reizes vaikk neka malu, tad arno katras
virsotnes iziet 14 reizes vak diagora]u neki malu. Tatad no vienas virsotnes iziet
28 diagoales. Tatad daudzsirim ir 31 virsotne (izejas virsotne, divu izejoSalon
galapunkti, 28 izejoSo diagalu galapunkti).

31.20. Uzzimgjam rinka liniju, kas iet caur diviem punktied un B (visiem fargjiem
punktiem jatrodas vied pusg no taisnesAB), un satur visus 3o€jos punktus. Tad
pakapeniski samaziim tas radiusu, 1dz AB Klas par &s diametru, gc tam palieliam
rinka fniju otra virziena (punkti A un B pieder viam &m ripka lnijam). Ta ka
sakuna & rinka linija satugja visus dotos punktus, bet basgnevienu, tad kautaka
bridi ta gaja caur kaut kdu treSo punktuC un satugja tieSi 1000 no dotajiem
punktiem (skat. 31.111m.).

31.11. zm.



31.21. levietojot y =5—x pirmap vieradojuma, iegistam

x* -x(5-x)+(5-x)* =13 -

3x? -15x+12=0 -

X =1x,=4.
Atbilde: {(14),(4,1)}.
31.22. Acimredzot , gan 3¥a vietis esoSie locdk gan nepra vietis esoSie locdk
veido aritngtiskas progresijas. dpéc no doi iegistam

a:l. + a1981 [991: a2 + a1980 [990 )

2 2

Ta ka a +tag =8, +tae,=C, tad ¢c[991=c[990 = c= 0 Tapec af

+
mekkjama summa% 1981 ir vienada ar O.

31.23. Aplakosim 31.3. mmgjumu.

31.3. 2m.
No trijstira laukuma formulas i@égtam
SABCD = SAOB + SBOC + SCOD + SDOA =

%AO [BO Bina +% BO[COsin(18¢° - a) +

%co DO Bina +% DO [AOsIN(180° —a) =

%sina [QAO + Co)[ﬂBo + DO) =%dld2 sina.

31.24. Varam uzskat, ka a<b <c. Viemadojuma kreigs puse izteiksmi apmesim
ar f(x). Tad

f(a)=(a-b)a-c)>0
f(b)=(b-a)(b- C)
f(c)=(c-a)lc-b)>

Tatad polinomam f(x) ir divas ralas saknes ; viena - int@d (a, b) , otra --

intervala (b, c).



31.25. a) Der #das skaiu grupas{14,6,7} un{235,8}.
Skaifu summas als grups ir 18, bet skajt kvadatu summas ir 102.
b) Der &das skaiu grupas:

{ 146710111316 un{ 2,3589121415.
31.26. Ja geometrisks progresijas kvocients i, tad b=aq, c=aqg’; iegistam
vienadojumu a+aq®=2aq. Ta ka a#0, tad qg°-29+1=0 = q= 1 Tapec
geometrisk progresija (un araritmetiska) ir konstanta.

Tatad mekéjamais skaitlis ir 5.

31.27. Skat. 31.4. un.
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31.4. 2m.

Konstrukcijas gaita:
1) K=(NS)n (AB);
punktsK pieder &&luma plaknei, jo punktN unSpieder &&luma plaknei;
2) M =(KB)n (AA);
punktsM pieder &&luma plaknei, jo punktK unB; pieder &&luma plaknei;
3) T =(NS)n (BC);
punktsT pieder &luma plaknei, jo punktN unSpieder &&luma plaknei;
4) L=(1B,)n (CC));
punktsL pieder &€luma plaknei, jo punkfl unB; pieder &€luma plaknei.
Mekletais &elums ir piecsiris B,LS\NM .

31.28. Skudras prvietoSanosOx ass virzieA ieteknE vierigi pirmais, tresais,

piektais, ..., posmi. Skudfax ass virziea parvietosies par aitumu
1 1 1 1 4

-t —_—
4 16 o4

Lidzgi pierada, ka skudras pagriezienu punktu ofitks tiecas uz
11 1 1 3 2

2 8 32 128



Tatad skudras pagriezienu punktu virkne tiecas uzktnuﬁgéj Ta ka at@lumi
starp diviem viens otram sekojoSiem pagriezienakpeim tiecas uz 0, un skudra
starp tiem kugis pa taisni, tad skudra ggdeniski tuvojas Sim punktam.

31.29. Ne neeksist. Pieyemsim pregjo, ka &da virkne (a, ) eksist. Saksim izrakstt
pec kartas virkre visus skaiia V2 ciparus. Fikasim to brdi, kad ngs sikam raksit
virknes (a, ) ciparus. No&briza, kaut armés joprofim izraksim +/2 ciparus, varam
uzskatt, ka izraksim virknes (a, ) ciparus. Eksigtbridis, kad, izraksdami virknes
(a,) ciparus, nis siksim izraksit ~/2 ciparus.

Pienemsim, kaidz Sim brdim izrakstti cipari ¢, c,,..., c,. Talak atkal tiks izraksti
cipari c,, C,,..., C, utt., t.i., V2 ciparu virkne ir periodiska. Bet tas ir pretauar to,

ka \/E ir iracionals skaitlis.

31.30. RukiSus apmnésim ar punktiem; ja divi akiSi draudzjas, savienosim
atbilstoSos punktus ainiju.

Aplukosim tiis dazdas SilliSallass;, s, uns,, kas visi draudgas sa starg.

Pec aksiomasA3 eksist votivapayv,, kas draudgas ars, un s, , votivapav, , kas
draudzjas ars, un s, , un votivapav,, kas draudgas ars, un s, . Ja kaut divi no
votivapam Vv,,V, un Vv, ir viens un tas pats votivapa, tad tas ir votivakas
draudzjas ar visiem trim SilliSaiim. Tapec apbkosim gadumu , kadv,,v, un v,--
daZdi rukisi. legistam 31.5. . paédito ainu:

4

31.5. 2m.

Pec aksiomasA4eksist tads puika p, kas draudgas ar votivapu v, un Sillisallu
s, .legistam ainu:



Ta ka punv, draudzjas ar Sillisallu s, , tad @c aksiomasAl p draudzjas arv, .

Lidzgi pierada, ka p draudzjas v, . legistam ainu:

Ta ka vyun v, draudzjas ars, un arp, tad @c aksiomasA 2p draudzjas ars, .
Lidzgi pierada, kap draudzjas ars, .
Tatadp draudzjas ar viam Sillisallam s;, s, uns,, ko af vajadZja pie@adit.

31.31. Attalums starp Kersam taisrem ir isakais atilums starp punktiem uny, kur
punktsx pieder vienai taisnei, bgt-- otrai. ApAmesim atélumu starp taisgm t, un
t, ard. Uzskaisim, kaa<b. Tad

d<a=+aa<+ab.

31.32. Parveidojam vie@adibas kreigs puses izteiksmi
cos a +cos’ (@ +120°) + coda + 240°) =
%(00520' +1)+ %(cos(2a+ 240°) +1) +%(cos(20 +120°) +1) =
g + % (cosZa + cos(Za + 240°) + cos(Za + 120°)) =
g +%(0052a + 2020 +180°) [©0sB0°) =
3 +1(0052a - 2[tos2a Glj -3 :
2 2 2

Identitate piekdita



31.33. Ta ka no viena punkta vienortogoralaja projekcipa rodas tikai viens punkts -
attels, tadM nevar satwt mazk nela 9 punktus. 31.8.imgjuma paidita 9 punktu
kopa, kas apmierina uzdevuma naganus. Punkti novietoti kuba virsas, centi

un %autu viduspunktos.

31.34. Izvelesimies lakus a un S ta, ka cosa =a,sina =b ,cosf=c,sinf=d .

Tad
lac—bd +ad +bd =

cosarcosB ~sinasin B + cosa'sin B +sina cosf| =

coda + B)+sin(a + B) =

J(coda + 2sin B) +sin(a + B))? = {1+ 2sin(a + B)coda + B) =
Ji+sin2(a+ B) <+2.

31.35. Izmantojot dois sakaibas, patvAgam skaitlimx iegistam

0=f(x)- f(x)=f(2x=-x)- f(x) =

f(2x+(=x))- f(x)< f(2x)+ f(-x)- f(x)=
f(x+x)+ (=)= f(x) < £ (x)+ F(x)+ F(-x) - F(x)=
f(x)+ f(=x)< F(x)+(-x)= f(x)-x< x-x=0.

Esam ieguvusi, k@ < f(x)- x< 0; tatad f(x)=x visiemx.

31.36. Pirmas iekavas #rtiba atrodas starp 0 un 2; astriekavas &rtiba atrodas starp
(-1) un 3. Epsc vieradiba var pagivét tad un tikai tad, ja

{sin(x +y)=

sin(2x-y) =

m
X+y=—+2/m
Y 2

2x—y:g+2nk.



o=y 2 ek)
Atbilde: , _7_T+ 2”(2n_ k) nkOZ.
6 3
31.37. Skat. 31.9. un. Ta ka MN ir skaldnesDSC ské&luma taisne ar plakni, kas iet

caurAB, un AB||DC , tadMN || DC .

Apzimesim piramdas anu skaldnes laukumu &r, bet% :% = x. Tad trijstiru

ASM un BSN laukumi ir L[x, bet trijstira MSN laukums irL (X (péc teoEmas par
l[idzigu trijstiru malu attietbu). Tad pirarfdas &nu virsmas au@$a dda ir
L +2Lx+ Lx?, un iedgistam vieadojumu

Lx*+2Lx+1 1,

a2
no kurienesx® +2x-1=0 = x=+/2-1. Tapec mekEjama attieaba ir

Lx? _ x®2 _3-2J2 J2-1
L-Lx* 1-X 2/2-2 2

Nc

31.9. 2m.

31.38. N& neeksist. Pispemsim preijo, ka eksist tads n-tas pakipes polinoms, ka
intervala [0, 1] izpildas vieradiba

P(x) = sinx.
Atvasirasim So vieadibu & reizes, kurdk > n. Ta ka sinx ceturtais atvasijums ir
0, bet, atvasinot polinomus pakipe samaziis par 1, tad iegsim vieradibu

0=sinx,
kas izpildis visiemx intervala [0, 1], bet & ir pretruna.

31.40. Maksimalais summas modulis, ko otrais var pkinpie vislatakas pirna
spelétaja aizsardibas, ir 45.

A. Pieadisim, ka otrais spétajs var pa@kt, lai summas modulistitu vismaz 45,
neatkatgi no &, ka sgele pirmais splétajs.

Otrais splétajs donis sadala visus uzrakists skaitus 15 aros: (1, 2), (3, 4), ..., (29,
30). Ja pirmais Sbetajs ar savu gjienu pieliek Zmi priek& kadam skaitlimx no



pirmajiem 28 skaltem, otrais splétajs ar savu sekojoSaagenu pieliek pretju zimi
priek& tam skaitlim, kas atrodas vigpari ar Xx. Ja pirmais sjletajs ar savu gienu
pieliek Zmi priek& kadam no skaltem 29 un 30, otrais 8|&tajs ar savu sekojosu
gajienu pieliek otram no Siem ska@gm priek& tadu pasSu uni.

Kad visas mmes uzrakstas, kati no pirmajiem 14 friem ieejoSo skditi summa ir
+1 , bet @deja part ieejoSo skalu summa ir£59. Tapéc visu skailu summas
modulis nav maaks par 59 — 14 = 45,

B. Pieadisim, ka pirmais spétajs var pa#dkt, lai summas modulisép visu Zmju
uzrakstSanas negrsniegtu 45, neatkagi no &, ka sgEle otrais splétajs.

Pirmais splétajs rikojas &di: ar katru savu gienu vinS apskata visliako skaitli,
kuram priek8 vél nav pielikta Zme, un rakstaiskaiia priek& zimi, kas pretja lidz
Sim izveidois summasimei. Jaidz Sim izveidat summa ir O, pirmais §fEtajs liek
Zimi "+", tapec vipa pirmais gjiens ir "+30".

Pieladisim, ka tkojoties gc %das stratgijas, pirmais splétajs parak, lai pec visu
zimju uzrakstSanas summas modulis aegniedz 45.

Aplikosim patvéigu partijju. Sadasim tap izdaftos dijienus pa priem: pirma
speletaja pirmais gjiens — otd spEletaja pirmais gjiens, pirng sgElétaja otrais
gajiens — oté spelétaja otrais gjiens, ..., pirm sgelétaja piecpadsmitaisajjens — ota
spelétajs piecpadsmitais ajens. Apskatsim izveidois summas pirms katrajgenu
para. Sauksim gjienu ari par sevigu, ja vai nu summas, kas izveidotas pirms &m p
ta, ir ar pre¢gjam Zmem, vai ar pirms & izveido summa ir O ( tadge ta izveidot
summa nav 0).

Apskatsim edejo seviko pari; piepemsim, ka tas ik-tais k = 1, 2, ... 15). Pirmsi$
para katrs splctajs izdafjis (k - 1) dajienu; @apec (pamatojoties uz pirinselétaja
stratgiju) vismaz k — 1 liekko skaitu 30, 30 -1 , ... , 30 k(-2) priekd jau
pieraksttas 2mes. Btad abi liekikie Vel brivie skaiti ir ne lielaki par 30 — k —1) un
30 —k. Ta ka k-tais pris ir seviks, tad c k-ta para dajienu izdarSanas izveidas
summas modulis n@psniedz

(30-(k -12)) + (30— k) = 61- 2k.

NakoSo gjienu paru rezuliita summas une nemaias ( jo k-tais bija gdgjais
sevikais faris). lewerojot pirma sgelétaja straggiju, katrs no akoSajiem 15« gajienu
pariem pamazina izveidas summas moduli vismaz par Epdc pec visu dgijienu
izdafiSanas summas modulis aegiedz

61- 2k —(15-k)=46-k< 45 jo k=1.



