Materials nemts no gimatas: Andins Agnis, Brzina Anna, BrzinsS Aivars "Latvijas
matenatikas olimpizu (25.-51.) 2.&rtas (rajonu) uzdevumi un atrigjomi"”

LATVIJASRAJONU 33. OLIMPIADE

ATRISINAJUM

33.1. Pientram. &:
(1+2){3+4-5){6+7)="78.

33.2. 4620=2[2[3[5[7[11. Ta ka 11 @lak reizinatajos nesadask, tad ids natuils
skaitlis nav iesgjams, jo vienam no iSskaifa cipariem btu jabat skaifa 11
daudzkirtnim, bet tas nevariib.

33.3. @) To var izdat, piengram, &di:
3,1,2,1,3,2.

b) To var izdait, pieneram, &di:
2,3,4,2,1,3,1, 4.

33.4. a) &, var, sadam kvadatu cetras ddas ar adiem laukumiem:

dda A -- 10 cnm??,
dda B -- 20cm?,
dda C -- 30cm?,
dda D -- 40cm?.

Uzdevuma prabas apmierinaasls kiasojums:
zda krasa -- dls B, C, D,
zila krasa -- d#as A, C, D,
sarkai krasa -- d#s A, B, D,
melra krasa -- d@as A, B, C.
b) Ne, nevar. Pigemsim predjo, ka tas ir izdats. Tad z& krasa nav nokrasoti 9
cm?, zila krasa nav nokm@soti 19 cm?, sarkad krasa nav nokrsoti 29 cm?, melra
krasa navnokrsoti 39 cm?.
Tatad punkti, kas nav noksoti kaut vai viea krasa aiznem ne lieiku laukumu k&
9+19+29+39=96cm’.

Tapéc vismaz 4cm’ nokasoti visas éetras Krasas.



33.5. To var izdait , pientram, &, ka pagdits 33.6. .

33.6. 2m

33.6. Pientram, &ds ir skaitlis 9981.

33.7. Ng, nevar. Pigemsim, ka maikais riekstu skaits vienkabat ir a,, otrs
mazkais riekstu skaits vienkabat -- a,, ..., liebkais riekstu skaits vienkabat --
a,. Tada, 21, a,2>2,...,a,= 10 Tatad

a+ta,+--+a,21+2+..-+10=45,
bet Anim ir tikai 44 rieksti.

\

\

33.7.2m.

33.8. Taisne, kas iet caur kvada centru, dala kvaalta laukumu uz pwn. Tapec
33.7. 2zm. novilkia taisne dala uz pé@s gan visa kvadta laukumu, gan amelra
kvadrata laukumu; apec ta dala uz puam af nenokasoto laukumu.
33.9. Apzimesim visu uzraksto skaitu summu a Tad

S=za+(b+c+d)+(e+ f+g)=a+0+0.
Lidzgi pierada, kaS=a=b=c=d =e= f = g. No Sejienes

O=a+b+c=3a = a=0.

Protams arpargjie skaifi ir vienadi ar O.



33.8.Im

33.10. a) Skat. 33.8.1m.

b) Katru taisni krusto ne vak ka 5 citas taisnesatad uz #s veidojas ne vaik ka 4
nogriezi. Ne vaiik ka divi no tiem var lat viena un i paSa daudzsta malas (jo
daudzdira mahm nevar kit kopigu punktu); dpec daudzstra malu skaits
neprsniedz2(6 =12.

33.11. Apzimesim &autu garumus ak, Yy, z, ka paidits 33.9. amgjuma.

B

33.9. 2m.

Tad 4x+4y+4z=120 = x+y+z=30.
No trijstira nevieadibas iegstam:

AB+ AC + AD < (y+2)+(x+2z)+(x+y)=2{x+y +z) = 60,
kas at bija japierada.

33.12. leverosim, ka5® + 6° =125+ 216=341< 343="7°.
Talak iegastam
5100 4 G100 — 597 (33 4 67 [° < 797 [B° + 797 [§° =
797(53 + 63)< 797 [ = 7100

33.13. Piememsim pregjo, ka katram sk@ham idzi bija mazk par 9 ruiem. Tad
tiem 13 skainiem, kam bija tikai papa nauda, katram bija ne valirpar 8 ruliem
(papra nauda akas no viena rul), bet abiem Pgjiem katram ne vaik par 8
rubliem un 99 kapeikm. Tapéc koggja naudas summa netol lielaka par



113[8+20899=12198 rb]l. Pretruna.

33.14. leverosim, ka 111111 das ar 7 un ar1001 dais ar 7. Bpec ar 7 dals af
skaitlis 111..11001
—

66 reizes
33.15. Dotais skaitlis 16 dod atlikumu 1, dalot ar 3. Miggirbaudt, ka:
a) jax dod atlikumu 1, dalot ar 3, tadiar® dod atlikumu 1, dalot ar 3,
b) jax uny dod atlikumus 1, dalot ar 3, tad akaitlis|x— y| +1 dod atlikumu 1, dalot
ar 3.
Tas nozmg, ka uz lapas var i@t tikai skailus, kas dod atlikumu 1, dalot ar & RKa
1983 dais ar 3 bez atlikuma, tad to gz lapas naditaja veida nevar.

33.16. Aplakosim starfbas
a+x a_xlb-a) a+y

_a_ . y(b-a)
b+x b bb+x) b+y

blb+y)

Ta, ka a,b,x,y ir pozitivi skaifli, tad abas stafpas ir vai nu vienlaigi pozitivas,

_a_
b

negaivas, vai nulles (atk@ra no skaitu a un b starpbas). Tas namg, ka viens no
zeniem apekinos Kuadijas
33.17.Pec dofi @’ +a+1unb®+b+ 1 tapsc a® +b? =(a+b)+2.
Pareizinot dats vieradibas attietgi ara unb, iegistam
a’®=a”+a unb®=b*+b; tapec
a®+b° =(a® +b?)+(a+b)=(a+b)+2+(a+b)=2(a+b+1)

E
33.10. m.
33.18. Skat. 33.10.1um.
Taka AB=BC+1], tad S,,. S%DAB [AC =%, [1dzigi S,gy s%

No trijstiru nevieradibas AC < AB+BC =2. Tatad S, < % [AC[CD < % 20-=1.

Tépéc SABCDE = SABC + SACD + SADE < % +1+% = 2 .



33.11. Zm.

33.19. Aplakosim piecdiri ABCD (skat. 33.11.1m.).
a) Ilzmantojot trijsira nevieadibu, iedistam:

AC = AM +MN + NC < (AK + KM )+ (MB+BN)+(NL + LC) =

AK +(KM +MB)+ (BN +NL)+LC < AD + BE + BD +CE.
c) Ne nevar apgalvot. Apkosim piecdiri, kura diagoales AD un AB ir “]oti garas”
(piemeram, 100 cm), betgpejas diagoales — ‘loti isas” (piendram,1sakas par 1 cm).
Viegli parbaudt, ka Saj gadjuma pragta nevieradiba neizpilds diagoalei AD.
33.20. Viegli parbaudt, ka, ja mathas x,y,z pirms apdiSanas #da Kkartiba
novietotas pulkstea raditaja virziera, tad c apdzSanasas $%da kartiba novietotas
pregji pulkstepa raditaja kusibas virzienam, un atdi. Ta ka beigu izvietojums irads
pats, K sakotngjais, tad “orierdcija” mairijusies fara skaitu reiZzu;apec noticis @ara
skaits apdiZanu.
3321. Acimredzot +/2=%4. Nevierdiba /2<%6 seko no #diem
parveidojumiem:

J2<i6 - (2f <) - 22<6? - 32<36.
Lidzgi iegastam

V6<33 - (6] <f3f° - 6<3 - 216<243
Tatad /2 =4/4 <¥/6 <¥/3.

33.22. Aritmétiskas progresijas locéy starpbas ir is diferencesl daudzlartpi. Tatad
113-41=72 un 193-113=80 daks ard. Tatad ar 80—-72=8 daks ard. Tas

noZame, ka d < 8. Vertiba d = 8 ir iesggjama; aritngtiska progresijaa, =8k + lar
diferenci 8 satur visus nadiitos skailus.

33.23. Caur punktuP novelkam taisnKL paraéli AB un taisniMN para€li BC (skat.
33.2. Zm.).
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33.2. Am.

Taisnsiiris sadals ¢etros taisnsiros. No Pitagora te@mas seko vietdibas
AP? +CP? = (PK2 + AK?)+(PL? + LC?) =
(Pk2+PM2)+(PL2 + PN?) =
(Pk? +PN2)+ (PL2 + PM?) = DP? + BP?.

33.24. Atliekam vektoru@; = AB (skat. 33.3.1m.).

33.3. 4m.

Tad trijstiri CBB;, un MOK ir vienadi (péc divam mabkm un le)ka starp am). Bet
trijstaru ABC un CBB; laukumi ir vieradi, jo tiem ir vieradi pamati un Kops

augstums. dtad trijstiru MOK un ABC laukumi ir vieradi. Lidzigi pierada, ka
Suon = Swok = Saec - NO Sejienes seko, ka trijsa KMN laukums ir 3 reizes ligks

par trijstira ABC laukumu.

33.25. Apiesim skgto lauzto iniju sakot ar kadu fas virsotni A un atgriezsimies
atpakd Katra soli apgaitas virziens mais no vertikla uz horizondlo, un otadi. Ta
ka izejas un ieejas virzieniair pregji, lai tas litu iesgjams, posmu skaitanahiat
para skaitlim. T&tad knijai nevar it 7 vai 1983 posmi.

Horizontla virziena mes virzamies pa labi vai pa kreisi. Lai atgrieztasma punki
jaizdara tikpat slus pa labi cik pa kreisi.atad sdu skaits horizorlaja virziera ir
para skaitlis X. Pec katra s¢a horizonilaja virziera seko tieSi viens solis vertilaja



virziena; tas nommg, ka ar vertikalaja virziera mes izpildisim X sdus. Ko iznaks
4k sdi -- lauzts finijas posmi. T ka 1982 ar 4 nedas$, tad praga lauzé linija ar

1982 posmiem neeksist

33.26. Skat. 33.4. un.
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33.4. Am.

Konstrukcijas gaita:
1) K=(NS)n (AB);
punktsK pieder &luma plaknei, jo punktN unSpieder &luma plaknei;
2) M =(KB)n (AA);
punktsM pieder &&luma plaknei, jo punktK unB; pieder &&luma plaknei;
3) T =(NS)n (BC);
punktsT pieder &luma plakneli, jo punktN unSpieder &&luma plaknei;
4) L=(18,)n (CCy);
punktsL pieder &&luma plaknei, jo punkil unB; pieder &&luma plaknei.
Mekletais elums ir piecsiris B,LS\NM .

33.27. levietojot dotaj viemadiba x =y =0, iegistam
f(0)+ f(0)=2f(0)+2f(0),

no kurienesf (0) = 0.

levietojot dotaj vieradiba x =y, iegistam
f(2x)+ f(0)=2f (x)+2f(x).

Taka f(0)=0, tad f(2x)=4f(x).

levietojot dotaj viemadiba x = 2y, iegistam
f(3y)+ f(y)=2f(2y)+2f(y), no kurienes
f(3y)=2f(2y)+ f(y)=9f(y).

No Sejienes palpeniski iegistam



f(3)=90f(1)=9, f(9)=9[f(3)=81
f(27)=90¥ (9) =81 f(81)=9C¥ (27)= 6561

33.28. Caur punktuP novelkam taisnKL paraéli AB un taisniMN para€li BC (skat.

33.5. 2m.).
B L
J /A
P

C

33.5. 2m.

Tad ABCD sadais 4 paralelogramos, kuru Saur@adeapazmejam ar a . No kosinusu

teoemas iegstam
AP? = PM? + PK? + 2[PM [PK [tosa,

CP2 = PN? + PL? + 2[PN [PL [tosq,
BP? = PM 2 + PL? - 2[PM [PL [tosq,
DP? = PK? +PN? -2[PK [PN [cosq.

Tatad
AP? +CP? —-BP? - DF 2 =
2cosa [{PM [PK + PN [PL + PM [PL + PK [PN) =
2cosa [{PM + PN){PK + PL) = 2cosa IMN KL =
2cosa LAD LAB.

Sis lielums nav atkags no punkt# stivokla paralelograma iek3ptis

33.29. Zimgjuma 33.6. paidits skats uz pirafdu no augsas.

33.6. Am.



Projicgjot  piramdas virsotni S punk& B, pamata plak& iegistam k-stiri
(k= 34,56,7).

33.30. a) &, var. Ja skudra pirm@apgajiena rapo pa labi, otraj -- pa kreisi, tresaj--

pa labi utt., tad

b) Ne, nevar. Pigemsim preto, ka skudra §c n gajieniem atrodas punktar

koordirti % . Tad izpildis vieradiba

Pareizinot So vieidibu ar 3", vieradibas kreisaj pus iegistam veselu skaitli, bet

n

labap pus skaitli 37 kas nav vesels skaitlis; i@@ pretruna, kas pigda, ka skudra

nekad neatradies punkt ar koordirati % .

33.31. Pareiziam f(x) ar (x-1). legistam vieiadibu

(x=1)F (x) = (x D) e+ Yifx® + 1) + 1) + 1) e +2) =

e +2)cfx* +2)chee + 1) +1)=

(e -1)
Ex“ )Eﬁx + 1) [ﬁx8 + 1) [ﬁx“’ + 1)
(

Izmantojot atvasifjuma formulas, iegstam
£/(x) = 32x%(x-1)- (x32 —1) '

(x-2y

Jax=2,tad f'(x)=32[2% - 2% +1=15[2% +1,

33.32. Apzimesim kvadata projekcijas arA,B,C,D, . Pigemsim no pre&ja, ka ne visi
punkti A, B, C, D atrodas viedos atilumos no plaknes:. Piegemsim , kaA ir ta

kvadrata virsotne, kas atrodas vistikv1 (skat. 33.7.m.).



- /b
/
A N
B C
A D
33.7. Zm.

Novelkam AMUBB, un ANODD, . TadB unD atrodas ne zefk parM unN. Ta ka
AB=AD un AM = AN, tad ar BM =DN un BB, =DD,. Apzimésim ABCD
diagoralu krustpunktu a© un %kirosim divus gagumus:

a) BM =DN =0. Tad no augsk pieradita seko, kaA, B un D atrodas viefida

attluma no n. Ta ka OOBD , tad ar O atrodas &a at@aluma no n, bet tad
AO||n. Taka CAO, tad ar C atrodasada pas atéluma no 7.

b) BM =DN > 0. TadB, D un tipec af O atrodasalak no n neka no A. Tapec AC
nav parals n, un AC <AC. Bet BD||n, tapec B,D, =BD = AC. Tatad
B,D, > AC,, kas nav ieshams. Tatad b) gagjums nevar bt.

33.33. Ja visi leki a, B, y ir Sauri, tad nevieatiibas pareitba agmredzama. Ja viens

no tiem ir taisns vai plats, tadigjie lenki ir Sauri. Pimemsim, ka Saurie idi ir
a un £. Tad iegstam

cosa +cosf3 +cosy = cosa +cosf +codn - (a + B)) =

cosa +cosfB-coda + ) =

COSa + CcOosf —cosa cosf +sinasing =

cosa(l— cos,B)+ cosgB +sinasinfs>0.

33.34. Pienemsim, ka skala 2'°®® pieraksts satum ciparus, bet skda 5% pieraksts
saturm ciparus. B ka Sie skalt nav veselas desmitnieka paples, tad iegstam

vienadibas
10n—l < 21983 < 10n'

10m—l < 51983 < 10m.
Sareizinot 8 nevieadibas, iegstam
1Om+n—2 < 101983 < 1Om+n ’



no kurienes sekon+n-2<1983<m+n. Tatad 1983=m+n—- 1, un abi skalt kopa

decintlaja pieraksi satur 1984 ciparus.

33.35. Var izveleties 992 skalts; piengram, visus nefra skaitus ( tad jebkuru divu
izveleto skaitu summa ir pra skaitlis unatad nav izel&tais skaitlis).
Pieradisim, ka vaiik skaifu izveléeties nevar.
Ar n apaZmesim lielako izveleto skaitli. Aplikosim divus gagumus
Jan =2k + 1ir nefra skaitlis, tad apkosim skailu parus
(1,2k),(2,2k -2),...,(k, k +1).
No katra 8da skailu para var iz\eleties ne vaiik ka vienu skaitli ( pregja gadjuma
So skailu summa bs vieriada ar izél&to skaitlin).

Tatad iz\eléto skaitu skaits nefrsniedz
K+l= n;lS 19823+1 _992.

Lidzgi apliko gadjumu, kadn ir para skaitlis.

33.36. Izmantojot formulas, iagstam
sin3x = sin(2x + x) = sin2x[cosx + cos2x[sinx =
2sinx [0S’ x+sinx[([1— 2sin x)=
25inx[(ﬂ—sin2 x)+sinx[(ﬂ— 2sin’ x):
3sinx —4sin® x.

Ja O<sinx<1—lo, tad sin3x < 3sinx . Tapec sin3x<1—3;] , un nevar izpiltties
nevieradiba sin3x>% :

36.37. So &&lumu var iztloties K divu trijstira piramidu ACB,D, un BDAC,

Skelumu. Tam &eloties, rodas 9 das (8 tetraedri un oktaedrs); pie katra kuba

Skautnes @l paliek viena dm -- nereguira trijstira piramda. Kogjais ddu skaits ir
9+12=21.

36.38. Aplukosim 33.8. mmgjumu.



33.8. Im.

Tad no Pitagora teemas iegstam
AB? = AO® + OB?,
BC? = BO? +OC?,
CD? =CO?* +0D?,
AD? = AO* +OD?,
No Sejienes seko, ka
AB? +CD? = BC? + AD?.
Tapec AD =+/100+144-121=+/123.

36.39. Prastais seko no vaikam identiaitem.

a? +b?+c? = (a+b+c)’ - 2(ab+ac+hbc) - 3abc;

No 3ejienes seko, ka’ +b” +c® ir vesels skaitlis. 1dzgi no identifites
a’b+ab® +ac® +a’c+b’c+bc’® =
(a+b+c)fab+ac+hc)-3abc

seko, ka a’b + ab® + ac® + a’c +b’c+bc? ir vesels skaitlis.

No identigtes

a®+b +c®=(a+b+c)fa’ +b* +c?)-(a’h+ab? +ac+ac? +b’c+hc?)
seko, kaa® +b°® +c® ir vesels skaitlis.

33.40. a) Ne, nevar lat.. Telm ir tris savstargi perpendikulari virzieni (sauksim tos
para, b unc). Apiesim So sigto lauzto iniju un atgriezsimies gkotrngja punka. Lai
atgrieztos akotrgja stavokli, kata no virzieniem jiet tikpat sdus uz priekSu cik
atpakd Tatad kath virziena iet para skaitsinijas posmu;atad posmu kopskaits dil
ar 3 un nevarit vienads ar 1983.

b) N¢, nevar Init. No dot seko, ka apgaitas virzieni periodiski @thjas
(ab,c,a,b,c,...); tatad lauzis linijas posmu skaitam iaglalas ar 3, bet skaitlis 1982

ar 3 nedals.



