Materials nemts no gimatas: Andins Agnis, Brzina Anna, BrzinsS Aivars "Latvijas

matenatikas olimpizu (25.-51.) 2.&rtas (rajonu) uzdevumi un atrigjnmi

LATVIJASRAJONU 37. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

37.1. No ¢etram ritinam var izveidot 8das figiras (skat. 37.3.1m.).

37.3.Im.

Kvadratu var sagriezt pirmoetru veidu figiras (skat. 37.4.1m.).

37.4.Im.

Viegli redzt, ka pieké veida figiras kvadatu sagriezt nevar.

37.2. Palapeniski @rveidojot iedistam

683957146025+ 316043 46026=
68395726025+ 31604346025+ 316043=
46025683957+ 316043 + 316043=
4602511000000+ 316043= 46025316043.

373 a) S+5434..343 1087
333 3 3

1987 reizes

b) 333[3[€3—:°’j _33_1087:
3) 3

c) Ng, nevar. Neizmantojot d&anas umes, nds varam iegt tikai skaitus, kas dals
ar 3, bet 1987 ar 3 nedal



37.4. Uzrakstsim ciparus auga@sse@ba a<b<c<d. Taka
d-a=(b-a)+(c-b)+(d-c)<9-1=8,

tad viena no starpam iekavais neprsniedz 2. Apmmesim Sos skals arx un y
(x<y), bet @rgjos arzunt. Tad

Ztyx - ztxy = yx - xy = (10y + x) - (10x + y) = 9 ffy - x) < 18.

37.5. Ar pirmo gajienu visas panikas saliekam uz pirmo pannu..

Ar otro gajienu uz otro pannugscdam tik daudz pariku , lai apak§a no &m batu
vislielaka.

Ar treSo @jienu visas panikkas, izemot lieiko, parclam no otis pannas uz pirmo.
Ar ceturto gjienu uz otro pannugocelam tik daudz parikku , lai apak§a no &m
butu ota lielaka.

Turpinot S0 procesu ar 4. un Sjignu novietosies pareizse@ba tris pankikas, utt.
Ar 2n-4 un 2n- 3 gajienu jau pareizi is novietotasn— 2ankikas.

Protams, ka atliki& divas panikas var grnest uz otro pannu vai nu viegajiena
(ja tas saliktas pareizse@ba), vai divos gjienos .

37.6. To var izdait, pientram, ka pa@dits 37.5. imgjuma.

X X X

X X X

X X X
37.5.Im.

37.7. Var bit jebkur$ skaitlis no 10adz 109. Sos piednus dod gagiumi, kad kats
kasg ir 10 kg, 10,1 kg, 10,2 kg, ..., 10,9 kg cukura.

Vairak par 109 pagiam iedit nevar, jo ka@ kast ir mazk par 11 kg cukura;atad
kopa ir mazk par 110 kg cukura.

37.8. Ng, nevar. Neatkagi no @ kadi nogrieai izveléti, to garumu summu var
aprkinat %adi. Nogrieha garums ir stafpa starp lab galapunkta koorditi un
kreisa punkta koordiati. Sumngjot Sos lielumus, katrs labais galapunkts suntiesi

vienu reizi ieies arimi "+", bet katrs kreisais -- afirni "-". Tapeéc visu nogrieau
summa las vienner vierada ar (8+33+7+6+ +5) - (0+(— 2)+ 2+4+3)=23.



37.9. Tadus skailus var izélcties, piendram, &di:
11,...,1,21987.
\q,_d

1985

Gan to summa, gan reizjgms ir vieradi ar 2[1987.

37.10. a) Saj gadjuma uzvar otrais spétajs. Kad pirmais sfiétajs novietojis
kaulinu, otrais saskaita, cikiwu ratinu ir pa labi noa. Siro tris gadjumus:

1) 2 ritinas,

2) nepra skaits #itinu,

3) para skaits @itinu (iznemot 2).
1) Otrais splétajs otro kaulhu novieto blakus pa kreisi pifirsgeletaja novietotajam
kaulinam.
2) Otrais splétajs savu kauliu novieto uz pdejas ritinas.
3) Otrais splétajs savu kauliu novieto uz priekdaljas rtinas.
Viegli parbaudt, ka visos gagumos gjienu pietiiks pirmajam sgiétajam.

b) Saji gadjuma uzvar pirmais spétajs. Pirmo kaulju vins novieto pas
pedeja ratina un @lak rikojas &, it ka batu otrais splétajs sgElé ar diviem kauliem.

37.11. Skat. 37.6. un.

X | X
X X
X [ x
X [ x
X X
37.6. am.
37.12. Pientram, &, ka paadits 37.7. Im.
37.7. am.



37.13. Noraditie punkti pieder da&adam plaknes dam.
Ta ka 4%<2L1+2, tad B atrodas zem piras taisnes; itlzigi no nevieadibas

42>12+2 seko, ka punktsA atrodas virs pirs taisnes; atad punkti atrodas

dazdas plaknes das.

37.14. Intervala no 1 idz 1000 atrodas vismaz 100 lagie skaiti; apazmesim tos ar
a, <a, <---<a,,. Aplikosim starfbas a, —a,, a, —a,, ..., &,y —ay- 12 ka S0

starpbu ir 50, betas var pi@emt tikai 9 \értibas , tad s vismaz divas vieatlas . No
vienadibasa, —a,_, = a, —a,_, seko praga viemadiba a +a,_, =a, +a _,.

37.15. Skaifla 198519861987 Sayirkné nelus.

Atzimesim, ka skaii ciparu summa doddu pasu atlikumu K pats skaitlis. Tagad
uzrakstsim aptikojamo virkni c modda 3 ( fitad atlikumus, ko dod skaitlis, dalot
ar 3). legistam virkni 1, 2, 1, 2, ... atir periodiska un tajnav atlikuma 0. Bet skaitlis
198519861987 dod atlikumu 0, dalot ar 3.

37.16. x=3.

37.17. Apzimgjam 19862 = x . Tad izteiksmestitiba ir vierada ar
(x+2)(x+2)-x(x+3) = (x2 +3x+ 2)—(x2 +3x): 2.

37.18. Novelkam RT || AD unKL || AB (skat. 37.8.1m.).

K
B C
R M T
A L D

37.8. Im.

Tad , izmantojot Pitagora te&onu, iedistam prago:
AM?+CM2 = (LM 2 +RM?)+(KM? +TM?) =
(RM2 +KM?2)+(LM? +TM2)= MB? + DM 2.

37.19. Tads piecdiris neeksigt.

Aplikosim punktusA un B, starp kuriem aitums ir 2. Ir tis trijstari, kuri satur Sos
punktus. To malu garumu staop ir mazka par 2 --atad vierada ar 1, jo visi dotie
skaitli ir veseli.



Sadi pari ir (2, 3), (7, 8), (8, 9), (9, 10), (10, 11)arP(2, 3) izmantot nevar, jo skaitlis
2 jau izmantots. No atlikuSajiem 4ireem nevar izeléties tis parus bez kopgiem
skaifiem, jo tis pariem ar atgirigiem malu garumiemibu jasatur 6 skaltus, bet

skaifu ir tikai 5.

37.20. Saha dli iekrasosim trs kmasas : balf, pekka un mela, ka paadits 37.9.

Zimgjuma:

37.9. Im.

levérosim, ka zRitis var g@rvietoties no bait lauciha tikai uz petko, no petka --
tikai uz melno, no mel -- tikai uz balto. &tad @Ec 3n gajieniem tas atragies
sakotngjas krasas lauaia. Kopa tam pizdara 64 gjieni; 63-ap gajiena tas atratbies
sakuma kasas lauaja, bet 64-aj gajiena vinS kis citas kiisas laugia un nevar
norekt sakotngja laucia.

37.21. Aplakosim 37.4. mmgjumu.

37.4.2m.
NovelkamMR||BL. No Talesa te@mas seko vieidibas



LR KM 2
B=ﬂ:1 = LC=2[R =
RC MC

AL_ AL 1

LC 2ILR 4

37.22. Ja pirmais progresiju loceklis &, bet diferencesd,, d,,..., d,,, tad vidm
progresiim pieder skalt a+n EIMKD(dl, dz,...,dlo).

37.23. Papildiram trijstiri ABC |Iidz paralelogramam®BDC (skat. 37.5.um.).

B D

37.5. 2m.

Tad AD =2AM , un no komusu tecgmas seko vieidibas
BC? = AB? + AC? - 2AB[AC [tos[IBAC

AD? = AC? +CD? - 2AC [CD [£0sJACD.
Saskaitot & vieradibas un ie@rojot, ka AB=CD un cosOBAC =-cosJACD ,
iegastam

BC? +4AM 2 = 2[{AB® + AC?),
no kurienes seko vajamais.

37.24. Apskasm kvadatfunkciju f(x)=cx®+bx+a. Tad f(0)=a un
f()=a+b+c. Pec doe f(0)F(1)=a®+ab+ac<0. Tatad viena no &rtibam
f(0) un (1) ir pozitiva, otra negata; tas nommg, ka funkcijai f(x) ir saknes.
Tatad trinoma cx® +bx+a diskriminants b? —4ac ir pozitivs. No 3ejienes seko

prasta nevieradiba.

37.25. Pirmais splé&tajs ka pirmo uzraksta ciparu7.afbaude pada, ka otrais ar savu
pirmo dajienu nevar izveidot kvadtu. Talak pirmais visu laiku rakss labaj pus jau
esoSajam skaitlim ciparus 7 vai 8. Ja otrais saparg pierakss pa kreisi, tad via
iegutais skaitlis beidzas ar 7 vai 8 un nav kwaslr

Pieladisim, ka pirmais var garadt ka otrais neizveido kvagtu, pierakstot ciparu pa
labi. Tiedm, piememsim pretjo, ka otrais s@iétajs izveido skaitliA, ka gan pirra



speletaja izveidoto skaitli A7, gan skaitli AB otrais var papildiat lidz kvadatam ar
ciparu pa labi. Pigemsim, ka skaitliA7 var papildirat lidz kvad&atam ar ciparwa, bet

A8 -- ar ciparub. leverosim, ka ABb— A7a<19. Bet kvadati, kas satur vismaz 3

ciparus, atiras vismaz par 21. l&tp pretruna.

37.26. Skat. 37.6. un.
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37.6. 2m.

Apzimeésim &elgjplakni ar a, bet plakni, kas iet caurAA, BB,, CC,, DD,
viduspunktiem -- ar8. Ta ka B// ABCD, tad a &e&luma linijas ar § un ABCD ir
paraktlas. Beta &&luma linija ar S ir taisneON. Tatad taisnd, kas vilkta cauM
parakli ON, ir a &e&luma knija arABCD. Talaka konstrukcijas gaita:

K=tn CD,

L=t n BC,

S=LNn BB,

T=80n AA.
Meklgjamais &elums ir MKNST.

37.27. a) Nemamx =71+ &£, kur £ -- mazs pozivs skaitlis. Tad
ix=in+ie (i-- natusls skaitlis).
Jaie<n, tad pie @ira skaitiem i ir speka nevieradiba sin(ix) >0, pie negra i --
nevieradiba sin(ix) < 0.
Tatad nis apmieri@s &, kam izpildis nevieadibas
1986le <n ,1987(e>n .

Varampemt jebkurue no intengla i,i :
1987 1986

37.27.b) Kasg ir 50 para skaitu un 50 nefra skaifu. Ja izvelk daadas pariites
skaifjus ( idu iesgju ir 2[50[50), uzvar Juris. lespu izvilkt abus @ara skaitus ir



50049; iesgju izvilkt abus nepra skaitus -- tikpat. Htad Andrim labeligi ir
2150049 gadjumi. Redzam, ka Jura izredzes uztarlielakas.

37.28. To var izdait, pienmeram, nospieZot im¢juma paladitas pogas katru vienu

reizi.

x

X
XX X 11X
X
XX |[X
X | X X

x
X

37.7.Im.

37.29. Apzimésim n-stira malu projekciju garumus uz vienas kudrmalas ar
a, a,,..., a,, bet to projekciju garumus uz perpendialmalu ar b, b,,...,b, . Ta

ka n-stiris ir izliekts, tad
a+ta,+.--+a, <2
b +b,+---+b, <2
jo katra virziera vierna punk& projicgjas ne vaigk ka divi daudzsira malu punkti
(jaievero, ka daudzstis ir izliekts).
Nemot \&ra, kaa, < 1unb < 1, iegistam nevieadibas
a’+a’+---+a’<a +a,+---+a <2
b’ +b +---+b?<b +b,+---+b <2
Saskaitot % nevieadibas, iegstam
(af +a’ +---+a§)+(b12 +b? +---+b§)s 4,
Bet pec Pitagora te@mas nevieddibas kreisa pus esod summa irn-stira visu
malu kvadatu summa.

37.30. levietosim dotaj viemadiba dazdas konk&tas burtu ertibas. levietojot
x=y=2z=0, iegistam
(000)=2{0-0), no kurienes
(0-0)=0.
levietojot x = z= 0, iegistam
(00 y)=(y-0)+(0-0), no kurienes
(0oy)=(y-0).
levietojot y = z = 0, iegastam
(x00)=(00x)+ (00 x)=20{0- x) = 2[{x> 0), no kurienes



(x00)=(00x)=0.
levietojot z =0, iegistam

(xo y)=(yeox)+(00x)=(yox),
ko afl vajadzja piefdit.

37.31. Kapinot dofis vieradibas kvadita, iegistam
a® = (sinx +cosx)’ = sin? x + 2sinxcosx + cos? x =1+sin2x =

sin2x=a* -1,
sin2y =b? -1.

Parveidojot trigopnometrisko funkciju reizéifumu sumna, iegistam
sin(x+ y)€ogx - y) :%(sin(x+ y+x—y)+sin(x+y-x+y))=

a’+b?-2

%(sin2x+sin2y)= 5

37.32.Jan= 2 tadn®+9=17 af ir pirmskaitlis.
Jan> 2 tadn ir nepra skaitlis ; betada gadjuma n®+9 ir para skaitlis, kas lieks

par 2, itad nav pirmskaitlis.

37.33.Jaa, =x,a,=y,a, =2, tad
a, =zl{x+y) a; = z[{x+y){z+y)
8 = 2°(x+y)dy +2) fx + y +1).
levérosim, kax+y=> 2un skaili (x+y) un (x+ y+1) ir divi skaifa 144 dataji, kas
at&iras par 1. legstam tis iesgjas:
a) x+y=2 = x=y=1 Zz*(z+1)=24. Ta ki z -- natudls skaitlis, tad
atrisirgjumu nav.
b) x+y=3.
bl) x=1 y =2 z*(z+2)=12. Atrisinajumu nav.

b2) x=2,y=2,z*(z+1) =12. Tad iegistam vieflgo atrisirmjumu
z=2a,=6a, =18 a, =144 a, =14418+6) = 3456.
c) x+ty=8 = Zz*(y+z)=2;tady=z=1x= 7, bettada, # 144

37.34. Ta ka visas figras K, K;, K,, K, ir simetriskas attiaba pret plak@m, kas
iet caur K, centru perpendikulariatskaldrem, tad katra #ko figira K., Sap
virkne tiek iegdita, apvienojot iepriek§o figiru K, ar &am, kas iegstamas noK, ar
paratlo parnesi par K,Skautnes garumu seSos virzienos perpenaikulK,
skaldrem. Tatad K ,,, saidzinot ar K,, pievienojas visi tie telpiskkubiska rezsa
kubi, kam ir kogja skaldne aridu no K; kubigu.



No 37.8. Zmgjuma redzams, k&, , saidzinot arK,, satur 6+12 = 18 jaunus kubus,
Tatad K, sasiv no 7 + 18 = 25 kubiem.

37.8.2m.

No 37.9. Zmgjuma, kur paidita K, dda viera oktant, redzams, k&, , saidzinot ar
K,, satur6+12[2+8[1= 38 jaunus kubusatad K, sasiv no 63 kubiem.

37.9. am.
37.35. Pielietojot @jienu 1. un 2., 1. un 3., ... ,1. un 1Gitinai, pirmaj ritina
iegasim
1_1
2° 517

Pieladisim, ka mazkais pozitvais skaitlis, kas dda bridi ieraksits tabuk, nevar Iat

mazks parﬁ. No ti seko, ka arpirmap ritina ieraksttais skaitlis nevar it
Z

_ 1 . L .
mazks parg, jo tas vienrar ir pozifivs.
Z

Tie&am, noskaidrosim, dda cda var pamaziaties mazka pozitiva tabulas &rtiba. Ta
var pamagziaties tikai, ja gjiens tiek pielietots poziwam skaitlim un nullei. Tad flu
skaits tabul samazias. Ta ka jaunas nulles nerodas, taatl@ ggjienu ir ne vaiik ka

devini. Péc katra 8da gijiena mazka pozitiva ieraksta @rtiba pamaziis ne vaigk

10



ka divas reizes. d ka sakuma mazikais pozitvais ieraksts ir 1, tad tas nevalfitk

_ 1
mazks par—; =

512

37.36. leverosim, ka f (x) = (x = x, )(x = x,) = x? = x(x, + x,) + x,x, . Tapac
j: f (x)dx = J'XX: x2dx - (x, + X, )ij xdX + X,X, J'XX: dx =

X X
2+X1XZD(4 2:
X X

2 2

X; =X
2

XX, x*
3% 0o %)%
X2 - x3

23 1_()(14')(2)

+ X1X2(X2 - X1) =
1
E(Xi - Xz)g-

37.37. Ng, nevar. Skaidrs, ka So progresiju kvocienti irun@t skaitli. Ja progresiju
pirmie loceki ir a;,a,,..., a, , bet kvocientiq,, d,,..., q,, tad neviea progresi
neietilpst pirmskalt, kas liekki par visiem skaltem a, un g,.

37.38. Skat. 37.10.1m.

37.10. m.

Apzimésim BD =x un papildiam [idz taisnleka trijstirim BEC. Tad

OACE =ODAC =30°. Fec Talesa te@mas E:E, tapec AE=£; talak
BD DC X
CE =— . Pielietojot Pitagora ted&mu trijstirim EBC, iegistam
X
172 (V3Y
X X

Pec parveidojumiem iegstam
x*+2x}-2x-4=0 =

(x3—2)(x+2):O = x=%2

11



37.39. . Apzimgjam prizmas pamata laukumu & Uzdevuma atrisijums

aamredzami seko no diviem apgalvojumiem (skat. 37zit.).

(1) ABCPTR tilpums ir%S[QAP+CR+ BT); tad analgiski AB,C,PTR tilpums ir

%SEQAIP+C1R+ B,T) .

(2) AP+CR+BT =3[MC; tad analgiski AP+C R+BT =3IM,C.
Uzskatsim, kaP ir viszengkais no punktienP, R, T. Novelkam cauP plakni PKL,
kas paralla piramdas pamata plaknei (skat. 37.1#n2).

37.12. Im.

Kermenis PLKRT sas@iv no divam piramdam LPKR un PRKT. Otra no iam ir
vienliela ar pirarmdu PLKT ( tam ir kopiga skaldnd”KT un vieradi augstumi pret to,
jo KL paratla PTK).

TapeC Vorr = Verr +Verkr = é [BI{LR+KT). Tapec

12



V pacrm =:—13[SEQLR+ KT)+S[AP =
%[SEQAP+(LR+ AP)+ (KT + AP)):%ES[QAP+CR+ BT).

Pirmais apgalvojums pigdits.

Apskatm prizmas Eelumu ar plakniBB,M ;M . Ta krusto &autnes AC, un AC to
viduspunktosZ, unZ, tatad af PR ta viduspunki N ( skat. 37.13.1m.).

No trapece®\PRC seko, kaPA+ RC + 2[NZ .

No trijstiru NEO unOFT lidzibas (skat. 38.101m.) seko, ka
OE_NE_2ZM _1 _  OM-NZ _1.

TF OF MB 2° TB-OM 2
no Sejienes2[NZ +TB =3[MO , fatad PA+ RC +TB =3[MO . Otrais apgalvojums

pieradits.

37.13. mm.

37.40. Pirmoipasbu var pierakst sdi:
Xoy=2 = Xoz=Y,;
Otroipa8bu var pierakst sadi:
Xoy=272 = Zoy=X.
a) Komutiviate pieadas &di:
2 1 2
XoYy=Z => Zoy=X = ZoX=TYy = YoX=2Z.
b) Asociativiti pieradit nav iespjams. Viegli @rbaudt, ka opeicijai Xxoy =-x-y
izpildas dotisipadbas, betsopekcija hav asociava, jo
(acb)oc=—(-a-b)-c=a+b-c, bet
ac(boc)=-a-(-b-c)=-a+b+c.
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