Materials nemts no gimatas: Andins Agnis, Brzina Anna, BrzinsS Aivars "Latvijas
matenatikas olimpizu (25.-51.) 2.&rtas (rajonu) uzdevumi un atrigjomi"”

LATVIJASRAJONU 39. OLIMPIADE
ATRISINAJUMI

39.1. Ir jaaprkina 100-ais loceklis aritatiska progresij, kuras pirmais loceklis ir 15

un otrais 40. Ttad diference ir 25. Tas nimze, ka 100-ais loceklists vierads ar
15+ (100-1) (25 = 2490.

39.2. a) Ne, nevar. Pigemsim pretjo, ka tas ir iesgjams. Doi piecstira virsotnes
apZmesim arABCDE. Taisne sadala plakni dis pusplakas (sauksimas par pirmo
un otro). Ja taisne krusto visas piacatmalas un punkt atrodas pirmaj pusplaka,
tad punktanB jaatrodas otraj pusplak@, punktamC -- pirmap pusplak@, punktam
D -- otrap pusplakg, punktamE -- pirmag pusplakg. Bet tad taisne nekrusto malu
AE. Pretruna.

b) &, var. Skat. 39.5.1m.
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39.5. Im.

39.3. legutais skaitlis ir vieads ar AA= A[01. leverosim, ka skaitlis 101 ir
pirmskaitlis. Tatad skaila AA dalitaji ir visi skaitla A dalitaji un Sie daitaji,
pareizirati ar 101. Btad kogjais daitaju skaits ir 12.

39.4. Baltus iekisosim taigu (1, 3), (1, 5), (2, 3), (2, 4), (4, 5) krustpumt @rejos
krustpunktus ielisojam melnus. Tad uz katras taisnes aiad 2 balti un 2 melni
punkti.



39.5. Ng, nevar (skat. 39.61m.).
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39.6. 2m.

Aplikosim skailus a,b,c,d. Tad no dat seko, kana<b<c<d<a, bet @ ir

pretruna.

39.6. Punkts atrodas otkvadrang.

39.7. Ja kaut vied no vieradibam (pieneram |X =|y+2) skaifu Zmes ir pregjas,
tad uzreiz iegstam prago vieradibu: —x=y+z=x+y+z=0.

Ja vigis vieradibas skaitu Zimes ir vieadas, tad x=y+2z, y=x+2z,2=X+Y;

saskaitot & vieradibas, iegstam prago.

39.8. Katru reizi no jauna uzrakigd skaitu reizirajums ir iepriekS uzrakgb skaitu
reizinajuma kvadats; tatad viemds ar 1. Tas namge, ka visu skaiu reizirgjums

nemairas un visu laiku ir negats.

39.9.Jal0a+b dahis ar 7, tad ar
(10a+b)-7(a+b)=3(a-2b) daks ar 7;1dz ar toa- 2b daks ar 7.

Jaa-2b daks ar 7, tad
3(a-2b)+7(a+b)=10a+b daks ar 7.

39.10. Pavisam ir 21thija. Lai ar vienas kasas autobusiem \&u aizbraukt no katras
pilsétas uz katru, vajag vismaz tijas. Tapéc vairak par 3 kisam nevar t. Ar 3
krasam uzdevuma nosgami ir realizjami:
AcBoCoDoEoFoGo A 1 kasa,
AoCoEoGoeBoeDoFoA 2. késa,
AoDoGoCoFoBoEoA 3. késa.

39.11. Atverot iekavas un savelkatlzigos locekus, iedgistam vieadojumu

23x+17=0.
Atbilde: x = =7 |
23



39.12. Jax > y,tad%(x+y+|x—y|):%(x+ y+x-y)=x=maxXx,y).
Jax<y,tad%(x+y+|x—y|):%(x+y—x+y):y:max(x,y).
Formula, kas izsaka mako no skailiem ir S&da: %(X+ y—|x—y|). Pieadijums ir

analgisks iepriek&am.

39.13. Tads laikis izveidoties nevar.

Starp novilktajiem stariem jebkur&lds ir vierads ar92_0n° [k, k,nON.
No vien‘adibasgz—?o [k =30° seko vieadiba 3k =2", bet § viemadiba nav iesgjama,

jo 2" nedais ar 3.

39.14. Veidojas &da skailu virkne:

11, 2, 4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20, 4, ...
Ta ir periodiska ar perioda garumu 8a Ka 1989=8[248+5, tad 1989-ais skaitlis
bus vierads ar piekto skaitli,atad ar 37.

39.15. Neatkargi no skaitu izvietojuma aplkojama summa ir maaka par
(1+3+5+7+9){2+4+6+8) = 25[20=500.

39.16. levérojam, ka(10°)’ =10000000000< 100000000

Izpildas vieradiba (L0° +1)° =10000200001.

leverosim, ka skalt (105 + 2)2, (105 + 3)2 , (105 + 4)2 pedejie cipari nav 1. Flakie

skaifii ir ne mazki par

(10° +5) =10 + 2[B110° + 25> 10° +10° =10001000000> 10000100 O L.

Tatad pirnas zvaigzites vied ir jaieraksta cipars 2, bet af zvaigzites vied --

cipars 0.
39.17. Pienemsim, ka2 = a_+1. Tad iegistam
b b+1
a_a+l
—=—— = alb+l)=bla+l) =
b b+1 Eﬂ ) ( )

ab+a=ab+b = a=b = %=1.

39.18. Aplakosim 39.7. mmgjumu.



39.7. Im.

Novilksim perpendikulusPY un QX pret trijstira kateSu mam . Tad no Talesa

teoemas seko, kaCY:EBDA=E[ﬁ) , YP=E[(DB=}E, CX=E[CB=EE1,
3 3 3 3 3 3

1 1
X ==[AC ==[b.
Q 3 3

Talak, izmantojot Pitagora te@mu, iedgistam:
CP* +PQ* +CQ" = (&) + (i) + () + (3 (a)" + (5 b)" =
sifa® +b?)+ 3082 = 262,

39.19. Aplakosim 39.8. mmgjumu.

39.8. Im

Pieskarsais punktus apgmesim arP, Q, R, S T, V.

No teoemas par pieskaru viédibu iegistam:
AP=AT = AB+BP=AL+LT,
CF=Cv = CDh+DQ=CB+BY,
ER=EP = EF+FR=ED+DP,
GS=GQ = GH +HS=GF +FQ,
IT=TR = 1J+JT =IH +HR,
KV =KS = KL+LV =KJ+JS.



Saskaitot % vieradibas iegstam
(AB+CD+EF +GH +1J +KL)+(BP+DQ+FR+HS+JT +LV) =

(AL+CB+ED+GF +IH +KJ)+(LT + BV + DP + FQ + HR+ JS)
lzmantojot &lreiz teoemu par pieskaru vieadlibu, iegistam
BV =BP, DP =DQ, FQ =FR, HR=HS, JS=JT,LT =LV /
Saskaitot & vieradibas, iegstam
(BP+DQ+FR+HS+JT +LV)=
(LT +BV +DP + FQ + HR+ JS)
Atnemot So vieadibu no iepriek§as vieradibas, iegstam prago vieradibu
(AB+CD+EF +GH +1J +KL) =
(AL+CB+ED +GF +IH +KJ)

39.20. Ja starp doto skait atlikumiem gc modda 7 ir sastopami visi atlikumi no 0
Iidz 6, tad So skdit summa pc modda 7 ir vierada ar
0+1+2+3+4+5+6=0(mod7);
tatad daks ar 7.
Pretja gadjuma atlikumu skaits neggsniedz 6. & ka 37=6[6+1, tad no Dirihé
principa seko, ka atraégles vismaz 7 skait kas ir kongruenti fc modda 7. Protams,
ka to summa dadies ar 7.
39.21. Piepemsim, ka skaitlis ir abu vieadojumu kopga sakne; tad
198%* +as+9891=0
9891” +as+1898=0.
Atpemot no otis vieradibas otro un izdalot a®891- 198%gistam vieadibu
s*-1=0.
Tatads==x1
Jas=11tad1989+a+9891=0 = a=-11880
Jas=-11tad1989-a+9891=0 = a= 11880

39.22. Tabulu var aizpiltt ta ka pafadits 39.5. Imgjuma.

151 27| 39| 51
10| 19 29| 37
5| 11| 17] 23
0(3]6]9

39.5. Im.



= —

Tabulas aug$a labah stirt jaieraksta skaitlis 51.

39.23. Apskatsim 39.6. amgjumul.

39.6. 2m.

Ar O apZamesim ievilkias ripka linijas centru; taddN un OM ir perpendikuli pret
atbilstoSagm makm. Taisnleka trijstiri ONB un OMB ir vienadi, jo ON =OM un
OB kopiga hipotenza. Tatad BN =BM ; no do& AM =CN . No Sejienes seko
trijstaru AMB un CNB vienadiba (lexkis B tiem ir kopgs). Tatad AB = BC .

39.24. Piepemsim, ka ir tikai divu garumu nogrigz Septius punktus savieno 21
nogrieznis; dtad ir vismaz 11 viena garuma nogrieZliem ir 22 galapunkti. T ka
punktu ir 7, tad no dda punktaO iziet vismaz 4 vieida garuma nogriet To
galapunktiA, B, C, D atrodas uz nka linijas ar centru punktO. Ta ka starp tiem
atalumi var piememt tikai divas @rtibas, tad tiemaptrodas kvadita virsotres. Bet
tada gadjuma atllums AO piepem treSo ertibu. ledita pretruna.

39.25. Apzimesim dotosskaifus ar x; <X, <---< Xg. NO uzdevuma nosgamiem
seko, kax, £32. (Jax, 233, tad x, =2 34 x; 2 35...,%X,, = 101 ta ir pretruna).
Apskatsim 67 sag star@ atkirigus skailus x, + X,, X, + X,,..., X, + Xg UN 67 sa¥
star@ atkirigus skalus Xgo — X;, Xgg = Xp,- -1 Xgg — Xgg-

Tie visi atrodas intella no 1 idz 132. & ka aplikojamo skaiu kopskaits ir 134, tad
kaut kadi divi no tiem ir vieldi; t.i. X, +X =Xg, = X;. NO Sejienes iaggtam prago

atrisingjumu X, + X +X; = Xg-



39.26. Skat. 39.7. un.

B P C1
T4 -,
A1 . : Dq
i KX
5!
fe L flc
Y
A D
39.7. am.

Viegli redzt, ka taisneXY paratla plakneiBB,C,C . Tatad &eluma iinija PQ Javelk
paratli XY (t.i. paratli CB,). Apzimgjam M =PQn BC. Velkam taisniMY. Ta

pieder &&luma plaknei. &s krustpunktus ar nogrigiem AB un CD apZmgjam
atbilstoSi alSun R . Velkam taisniSX. Tas krustpunktu ar nogriezrh B, ApzZimgjam

arT.

Prastais %clums ir piecsiris PQRST.

39.27. Ja, var.Nemsim skaius 2,2°, 2°,...,27%  Aplikosim jebkuru 30 skdit
summu2 +2% +...+ 2% k <k, <---<k .S summa dais ar2", bet nedais ar

lielaku divnieka pakpi; tatad pirmskaitlis 2 ieiet Sajsumna ka reizimatajs nepra

pakipe, un § summa nav natala skaita kvadats.

39.28. Aplakosim vienbas vektorus ar koorditem

(sinx, cosx), (siny, cosy), (sinz, cosz).

To summa ir nulles vektorsjtad Si
starp tiem irl20° .

39.29. Aplakosim 39.8. mmgjumu.

e vektori veido regira trijstira kontiru, un lenki

39.8. Im.



Ta ka AKMC -- ievilkts cetrstiris, tad OBKM =180 - OAKM =[OACM . Llidzgi

pierada, ka JAKN =[JACM . No ievilkto lexku ipa3bas seko, kdINKC = [JNBC

un OMKC =[10OMAC.

No teoEmas par krustojosSos hordu nogriazeizirajumiem seko viedibas
AP[PM =CPI[PK unCPI[PK =BPI[PN.

Tatad AP[PM =BP[PN un g—s =%; tapec trijstiari APN un BPM ir Iidzgi un

(OPAN = [OPBM . No Sejiened]AKC = [1BKC =90° unCK ir augstums.
Ta ka OPAN =[0PKN, tad apcetrstiri AKPN var apvilkt ripka [niju; tapec
OANP =180 — JAKP =90° un arf BN ir augstums.
Lidzgi pierada, kaAM ir augstums.
39.30. Ar a, apamesim, cik komandas var izveidot, ja rindtv n studenti (ieskaitot
tukSu komandu). Tad redzam, ka= 2, a, =3.
Pienemsim, ka rind s@iv n studenti: x;, X,,..., X,. Aplukosim komandas, kas
nepiedais x,. Ta ka atlikusi n—1 studenti, tad &u komandu skaits ira,.
Komandas, kuis ieauts x,, nevar piedaties x _,; tatad $idu komandu skaits ir
a,_,. No Sejienes idggtam rekurentu sakiéu

a,=a,,+ta,,.
Talak pakapeniski izEkinam:

a,=2+3=54a,=3+5=84a,=5+8=13 ..., a, =144+ 233=377.
Ta ka tukSo komandu &s neieskaiim, tad atbilde ir 376.

39.31. Dotas funkcijas atvasiums ir funkcijay’ = 3ax® + 2bx +c.
Jaa# 0 tad tai ir ne vaik ka divas saknesatad a = 0. legastam funkciju
y' =2bx+c.
Jab# Q tad tai ir tikai viena saknegtad b = O.
Jac# 0, tad funkcijai y' = ¢ vispar nav salu; tatad c = 0. legistam, kay =d, un

tatad & ir konstanta funkcija.

39.32. Piepemsim pretjo, ka fdus 3 skaius iz\Eléties nevar. Saitosim dotos
skaifus augo$sedba a, <a, <a, <a, <a, <a,.

Skaidrs, kaa, 21, a, 22 una, = 3

Jaa, <2[3=6, tad skaiu trijnieks a,, a,, a, apmieriritu uzdevuma nosgamus;
tatad a, = a, [&, = 6.

Lidzgi iegistam a; 2 a, &, 236 = 1§ a, =2 a, &, 26[18=108. legita pretruna

ar uzdevuma nosgamiem; apgalvojums piedits.



39.33. Aplikosim 3 viellbas vektoruse =(a,b), e, =(c,d), e =(e f). No

skakra reizimasjuma formulas seko, ka
(e, e,)=le| e, (tode, e,) = code;, e,) =ac+bd..
Lidzgi iegistam, ka
code,e,)=ae+bf un code,, e, )=ce+df
Starp vektorieme,, e,, e; vismaz viens kgkis nefirsniedz120° . Pretja gadjuma

lenki sumn® parsniegtu 360°. S lenka kosnuss nav maks par (—%]

Apgalvojums pieidits.

39.34. Papildiram trijstiri ABC I1idz vieradsanu trapeceABCD; tad P atrodas uzas
simetrijas ass (skat. 39.9nz).

39.9. Im.

Apzimgjam UABC =¢ ; tad IBCA =2a, [IDAC =180 -2a . Ta ka

ODAB =0ABC =¢a , tad IBAC =180 - 30 .

No vieradibas [IDBA=[DBC -[IABC =JACB-0ABC =2a -a =a = [DAB

seko, ka trijgiris BDA ir vienadsanu; tatad BD = DA. No Sejienes seko, ka trijsts

PDA ir reguhrs (PA=PD no simetrijas; PA=AC=BD =DA); tatad
1

[OBAP =60°—a = 5DBAC , ko ar vajadzja pieadit.

39.35. Aplikosim patviigu negra skaitlin un skaitu grupun, 2n, 2%n,...,2%n, kas
nemarsniedz 100. Kafr&da grupa drikst iz\elcties katru otro skaitli.

Tatad skailu grug@ 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 var makailnzveéléties ¢etrus skaius: 1, 4,
16, 64.

Skaifu grup 3, 6, 12, 24, 48, 96 var makdilnzvéléties 3 skaius : 3, 12, 48.
Skaifu gru@ 5, 10, 20, 40, 80 -- 3 skais: 5, 20, 80.

Skaifu grum 7, 14, 28, 56 -- 2 skaits: 7, 28.

Skaifu grum 9, 18, 36, 72 -- 2 skaits: 9, 36.



Skaifu grup 11, 22, 44, 88 -- 2 skaifs: 11, 44.

Skaifu grum 13, 26, 52 -- 2 skdiis: 13, 52.

Skaifu grum 15, 30, 60 -- 2 skdiis: 15, 60.

Skaifu grum 17, 34, 68 -- 2 skdiis: 17, 68.

Skaifu grum 19, 38, 76 -- 2 skdiis: 19, 76.

Skaifu grum 21, 42, 84 -- 2 skdiis: 21, 84.

Skaifu grum 23, 46, 92 -- 2 skdiis: 23, 92.

Skaifu grum 25, 50, 100 -- 2 skaits: 25, 96.

Grupas, kas atbilst frejiem nepra skaitiem no 271idz 99 (&du ir 37) ir ne vaik ka
divi skaili; no tiem var izeléties tikai vienu. Kop iznak, ka var izeleties 67
skaifus.

39.36. Skaifu kvadati pec modda 3 pimem \&rtibas 0 un 1. dtad no kongruences
a® +b? =0(mod3)
seko, kaa=b =0(mod3). Ta ki aunb daks ar 3, tada® un b? daks ar 9;1dz ar to
anm a’ +b’ daks ar 9.
39.37. Vienadojumu garveidojam:
sin®x+sin®2x=1 < siN®2x-cos x=0 =
4sin’ x [0S’ Xx—cos x=0 < coS x[ﬁ4sin2 x—1): 0 -
cog x[{2—-2cos2x-1)=0 « cos x[fl-2cos2x)=0.

Atbilde: x {7—2T+ 7K, i%arccos% + nk} kOZ.

39.38. Ng, tads daudzskaldnis neeksist

Pienemsim pretjo, ka katrai skaldnei ir vismaz 6 malas. &gbsim visu
daudzskalga skaldu lepku vidgjo lielumuS.

Katrai skaldnei lgku vidgjais lielums ir ne maaks parl2(®® ; itad S=120°.

Lenku summa pie izliekta daudzskakdvirsotnes ir maka par360C° ; & ka lepku ir
vismaz 3, tad kgku vidgjais lielums pie virsotnes ir malzs par12C0° . No Sejienes
seko, ka S<120C . legita pretruna.
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39.40. Apskaam funkcijas y =sint grafiku intenala tD[O, a].

AY

/

2a na
o .

5K

40.8. Zm.

Piemadama nevieridiba izsaka faktu, ka pagienveida figiras laukums liaks par
laukumu zem funkcijas grafika, kas ir viels ar J':sint [0t =1-cosa . Protams Seit

tiek izmantots fakts, ka funkcijg = sint dotap intenala ir augosa.
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