Materials nemts no gimatas: Andins Agnis, Brzina Anna, BrzinsS Aivars "Latvijas
matenatikas olimpizu (25.-51.) 2.&rtas (rajonu) uzdevumi un atrigjomi"”

LATVIJASRAJONU 40. OLIMPIADE
ATRISINAJUMI

40.1. Ir jaaprekina 100-ais loceklis aritatiska progresifi, kuras pirmais loceklis ir 15
un otrais 40. dtad diference ir 25. Tas rimag, ka 100-ais loceklisis vierads ar
15+ (100-1) (25 = 2490.

40.2. Skaifus sagrupsim grugs: no 11idz 9, no 101dz 19, no 201tz 29, ..., no 90
[1dz 99 un skaitlis 100.

Visas grups, izmemot pirmo un pdejo ir vienads skaits skditl, kuriem ciparu
summa ir gra vai nepra; bet pirma un ®dgja grups skaitu, kuriem ciparu summa
ir nepara skaitlis ir par vienu ligka, nela skaitu, kuriem ciparu summa iapa. Tatad
kopigais skaits skdi, kam ciparu summa ir naqa skaitlis ir par 2 liaka, nek
skaifu, kam ciparu summa iapa skaitlis.

40.3. To var izdait, pieneram, & ka paédits 40.4. imgjuma.

6 - 1+ [ s
4« [+ B -
1« B - B -
=8 =7 =2

40.4. To var izdait, piengram, &, ka paadits 40.5. Imgjuma.

40.5. Zm.



40.5. Kopgja glazes ietilpba ir 7 karotes. ahis izdZra 7 karotes kafijjas un
1+2+3 =6 karotes pienajtad izdzra vaiak kafiju.

40.6. Jaa=b= Q, tad tiek ateméts 1 punkts.

Jaa=0,bz0 vaib=0,a# 0, tad tiek ateméti 4 punkti.

Jaa=zb, tad tiek ateméti 4 punkti.

Pargjos gadjumos tiek ateméti 8 punkii.

40.7. Ja kaut vie no vieradibam (pientram |X =|y+Z) skaifu Zmes ir pregjas,
tad uzreiz iegstam prago vieradibu: —x=y+z=x+y+z=0.

Ja visis vieradibas skaitu zZimes ir vieadas, tad x=y+2, y=x+2z,2=X+VY;
saskaitot % vieradibas, iegstam pragto.

40.8. Piepemsim, kagimenu skaits im. Katra gimere ir vismaz viens és. Tatad Znu

skaits ir vismazn. Ta ka meitequ ir ne mazk ka zenu, tad kop bernu ir vismaz2n,

bet veaku ir tieSi 2n . Tatad pieauguso & nav vaiék par kerniem.

40.9. Locijuma lnijas at€lotas 40.6. ungjuma.

s

40.6. Zm.

40.10. Kopgjais piecu taifu krustpunktu skaits ir 10. Katrs krustpunkts tiegkaiits
cetros apgabalos.afad jebkus gadjuma pragta summa ks vierada ar 40.

40.11. Jaa= 0, tadb= Ovai b=c; bet & ir pretruna.
Jab= 0 tada= 0; un atkal iegta pretruna.
Tatad ¢ = 0; tagad no viefidibasa® = b® seko, kab> 0lidz artoa< Q

40.12. Jaxz=y, tad%(x+ y+|x—y|):%(x+ y+x-y)=x=maxXx,y).

Jax<y, tad%(X+ y+|x—y|)=%(X+ y=x+y)=y=maxx,y).

Formula, kas izsaka mal no skailiem ir &da: %(x+ y=|x-y]). Pieadjums ir

analgisks iepriek&am.



40.13. Ng, nevar. Ja iS diagomles krustotos vien punkgé, tad &m batu 12
galapunktu, kas ir daudzsa virsotnes; bet desmitisim ir tikai 10 virsotnes.
40.14. ApzZimasim 3A = B. Ta ka B dabis ar 3, tad amB ciparu summaS(B) daks ar

3. Ta ka skaifu A un B ciparu summas ir viewdlas, tad arskaifa A ciparu summa
daks ar 3; itad A daks ar 3. Tas namg, kaB dalas ar 9; stad B ciparu summas(B)

daks ar 9 un arskaifa A ciparu summa das ar 9. htad A daks ar 9.

40.15. To var izdatt, pientram, &, ka pa@dits 40.7. angjuma.
10 3

40.16. Skat. 40.8. #m¢gjumu.

C
40.8. Im

No dot seko, kadJOAB=[OCD; tatad nogrieai AB un CD ir paraEli. Tapat
pierada, ka nogriegi AD un BC ir parakli. Tatad ABCD ir paralelograms. apec
BC = AD, OOAD=00CB, OODA=O0BC; no Sejienes seko trijstu BOC un
DOA viemadiba.

40.17. Ja, var; piengram, 2'* = (26 )2 3% = (37 )2 ,5° = (58)2.

Ja trijnieku skaits itu 13, tad to izdar nevar, jo So skdil reizirsjumam gbut
kvadatam, bet 2™ [3" [5'° nav kvadits, jo pirmskaitlis 3 ieiet $ajskaiti negira
pakape.

40.18. Aplikosim 40.9. mmgjumul.



40.9. Im.

Novilksim perpendikulusPY un QX pret trijstira kateSu mam . Tad no Talesa

teoemas seko, kaCY:EBDA=E[ﬁ) , YP=E[(DB=}E, CX=E[CB=EE1,
3 3 3 3 3 3

1 1
X ==[AC==1[b.
Q 3 3

Talak, izmantojot Pitagora te&mu, iedgistam:

CP*+PQ" +CQ" = (@) + (i) + () +(a)" + (5 )" =

st +07)+ i =21,

40.19. Var izveidot 6 pirmskalus: 2, 3, 5, 41, 67, 89.

Vairak par 6 pirmskaltem izveidot nevar. Ja pirmskaitbitu ne mazk par 7, tad

vismaz 6 no tiemiitu nefra skaiti (jo ir tikai viens fara pirmskaitlis 2). Bet mums ir
tikai 5 negra cipari, ar kuriemiitu jabeidzas nejra skaitiem.

40.20. Aplikosim visu uzraksto skaitu summu. legrosim, ka
(2a-b+1)+(2b-c-1)+(2c-a+1)=(a+b+c)+1.

Tapec kata gajiena uzraksito skaitu summa palieliis par 1. Tas name, ka nes

nekad neiegsim sikotngjo skaifu komplektu.

40.21. Atpemot no ot viemadojuma pirmo, iegstam x+2x=14. levietojot
x=14-2y pirmap vienadojuma, iegistam 5y”-57y+160= Q no Kkurienes
iegastam atbildesx, =4,y, =5 un x, =12, y, = 64. Atbildes pparbauda.

40.22. Aplikosim 40.3. #mgjumu.



40.3. am.
Pienemsim, kaS,o5 = Sgoc = Scop- NO trijstiru AOB un BOC vienadibas seko, ka

AO =0C. Trijstariem AOBun BOC r kopigs augstums un viedi laukumi; &tad ar
viemadi pamati. lidzgi pieada, ka BO=0D. Tas nomng, ka cetrstira ABCD
diagoriles krustojoties das uz pusm; tatad tas ir paralelograms.

40.23. Skaifi 3, 23, 43 apmierina uzdevuma nagamus. Pieidisim, ka citu
atrisirajumu nav.

Apzimesim dotos skaitis amn, n+ 20, n+ 40.

a) Jan=0 (mod3), tadn var kit pirmskaitlis tikai , jan=3.

b) Jan=1(mod3), tad n+ 20daks ar 3, un nav pirmskaitlis.

c) Jan=2(mod3), tadn+ 40daks ar 3, un nav pirmskaitlis.

40.24. Apzimesim dotosskaifus ar x; < x, <---< X,,. NO uzdevuma nosgamiem
seko, kax, £32. (Jax, 233, tad x, =2 34 x; 2 35...,X,, = 101 ta ir pretruna).
Apskatsim 67 sa® star@ atkirigus skaius x, + X,, X, + X;,..., X + Xgg UN 67 sa¥
star@ atkirigus skailus Xgo — X, Xgg = Xo,- -5 Xgg — Xgg-

Tie visi atrodas intella no 1 idz 132. & ka aplikojamo skaiu kopskaits ir 134, tad
kaut ladi divi no tiem ir vieladi; t.i. X, +X =Xg —X; . NO Sejienes iegstam prago

atrisimajumu X, + X +X; = Xgo-

40.25. Skat. Zm. 40.4. am.

40.4. Zm.



No trijstiru AAB un CC,B lidzbas seko, kall'z—zl :E—i. No Sejienes seko trijstu

BACun B,AC, lidziba. Tatad OBC,A = OBCA.

Novilksim perpendikuluOY no punktaO pret taisniAB. Ta ka [OBCA ir ievilktais
lenkis, tad IBOY =1 0BOA=[0OBCA=0BC,X.

Ta ka lepkis B trijstariem BYO un BXC, ir kopigs, tad no divu gu vieradibas
seko, ka tie irtdzgi. Tatad 90° = OBYO= UBXC,, no kurienes seko prais.

40.26. Skat. 40.5. un.

B P C
T4
A5 £
N s,
i Q
N I [N
Y
A D
40.5. am.

Viegli redzt, ka taisneXY paratla plakneiBB,C,C . Tatad %&luma nija PQ Javelk
para€li XY (t.i. para€li CB)). Apzamgjam M =PQn BC. Velkam taisniMY. Ta

pieder &&luma plaknei. &s krustpunktus ar nogrigiem AB un CD apZmgjam
atbilstoSi alSun R . Velkam taisniSX Tas krustpunktu ar nogriezrh B, Apzimgjam

arT.
Prastais %clums ir piecsiris PQRST.
40.27. No dot seko, ka
sin4x = sin17x —13x) = sin17x [€0s13x — cosl 7x [$in13x = 0.
Lidzgi talak iegastam
sin9x = sin(13x — 4x) = sin13x [£0s4x — cosl 3x [$in4x = 0,
sin5x =sin(@x —4x) =0,
sinx = sin(5x - 4x) = 0.
Talak ar materatisko indukciju pieidam, ka visiem nata@iemn sinnx=0.
Baze: jan = 1 tad apgalvojums jau piits.
Induktiva pareja: pimemsim, kasinkx= 0
Tad sin(k +1)x = sin(kx+ x) = sinkx[&osx + coskx[3inx = 0.

Apgalvojums pieadits.

40.28. Atzimesim lielaka kopiga dalitaja pamatpasbu:



(a,b)=(a, b+ka),
kur k -- patvdigs vesels skaitlis.afad

(31989’ a1990) = (61989’ Q190 ~ 31989) = (31989’ a1988) = (31989 ~ Qyggs a:l.988) =
(a1987’ a1988) == (al, az) = (19, 90) =1.

40.29. Aplikosim 40.6. amgjumul.

40.6. Im.

Ta ka AKMC -- ievilkts cetrstiris, tad OBKM =180 - OAKM =OACM . Lldzgi

pierada, ka OOJAKN = JACM . No ievilkto lexku ipadbas seko, kdINKC = [OINBC

un OMKC =[10OMAC.

No teoEmas par krustojosSos hordu nogriazeizirajumiem seko viefidibas
AP[PM =CP[PK un CP[PK =BPI[PN.

Tatad APIPM =BPI[PN un Q_I\Pl =%; tapec trijstari APN un BPM ir Iidzgi un

OPAN = OPBM . No Sejiened]AKC = [IBKC =90° unCK ir augstums.

Ta ka OPAN=0PKN, tad apcetrstri AKPN var apvilkt ripka [niju; tapéc
OANP =18C - JAKP =90° un af BNir augstums.

Lidzgi pierada, kaAM ir augstums.

40.30. Pec viena @jiena visu uzraksto skaitu kvadétu summa palieliis par
2 2
(a+9j +(b—§j -a’-b’ :E(a2 +b2),
2 2 4

t.i. par nenegatu skaitli. Ta ka sakuma neviens skaitlis nav 0, tad pirmaagajiena St
summa pieaug;alak ta nesamaziis. Tatad atgriezties pie izejas [ogas nav
iesgejams.

40.31. Né neeksist. PolinomaF (x) pakapi apaZzmesim degF (x). Ja polinoms X )
nav konstante, tach tatvasiajuma pakipe ir par 1 maika neld polinoma F &)

pakipe. Tad no dotam vieradibam iedgistam
degP(x) = degQ(x) —1=degF(x) — 2 = degP(x) — 3.



legata pretruna.

40.32. a) Ja noQ, un mekéjama punkta Q, attiedgi plakres a un S novilkts

perpendikuls pret taismnj tad to pamati atrasies vie punkt -- taj, kur uz taisnes
projicesies punktsQ. Tas seko no 1 perpendikulu teémas. Bpec konstrukcijas
gaita ir sekojosa:
1) velkam noQ, perpendikuluQ,Q, plakre a pret taisnt,
2) no punktaQ, plakre S velkam perpendikulu pret taispita krustpunkts
ar AB, ir Q,.
b) Konstrukcijas gaita ir sekojoSa.
1) Plakre a atrodamM, =AP, nCB, unN,=C,P, n AB, .
2) No M, un N, velkam perpendikulus pret taisnj to pamatus apmesim
ar M, un N, .
3) Plakre 8 no M, un N, velkam perpendikulus pret taisnidz to
krustpunktiemM, un N, attieagi ar B,C, un A,B,.
4) Tad P, =AM, nC,N,.

40.33. Papildiram trijstari ABClidz vieradsanu trapeceABCD; tad P atrodas uzas

simetrijas ass (skat. 40.7nz).
\A
! C

40.7. Zm.

Apzimgjam JABC = ¢ ; tad IBCA=2a, [IDAC =180 -2a . Taka
[IDAB=0UABC=q¢a , tad IBAC=180-3a .
No vieradibas [ODBA=[DBC-UABC=0ACB-UABC=2a -a =a =UDAB

seko, ka trijgiris BDA ir vienadsanu; tatad BD = DA. No Sejienes seko, ka trijsts
PDA ir regudrs (PA=PD no simetrijas; PA=AC=BD=DA); tatad

[OBAP=60°—-a = % OBAC, ko ar vajadzja piefadit.

40.34. Vienadojumu sistmu parveidojam forna



y - Xx+y—3
Xty 6
Tatad x 3 = x*¥3.

Jax =1, tad no ddts sistmas seko, kaary =1.

Xty . i . .

Ja x# 1, tad = ; apZmejot x+y=t un atrisinot vieadojumu
3 X+y-3

t_ 6 iegistamx+y=—-3vai x+y=6

3 t-3° '

1) Jax+y=-3, tad atrisigjumu pozitvos skailos nav.
2) Jax+y= 6 tad iegistam vieadojumu sistmu
X6 = y3

y6:X6|:y3 - {Xzzy j{y:xz
X =

2 —pb=
X+y=6 X“+Xx-6=0.

Tas atrisimjumiir x=2; y=4 un x=-3 y = 9 (neder, jox< 0.
Atrisinajumi ir japarbauda.
Atbilde: {(1,9,(2 4)}.
40.35. No cetriem &c kartasnemtiem skaiiem viens, dalot ar 4, dod atlikumu 2.

Tatad tas dais ar 2, bet nedad ar 4; itad nav natula skaita pakipe, jo natuila
skaifak-ta pakape satur katru pirmreizitaju vismazk reizes.

40.36. Apzimésim sinx=a un cosx=b . Dots, kaa+b< 0 japierada, ka
a®+b®<0. Tiesm
a+b<0 = a<-b =a’<(-b)’ =a’*+b’<0.

40.37. Atrisinot vieradojumu sistmu
atb=c+d
a’+b*=c?+d?

(uzskaim a un b par maifgajiem), iegistam, kaa=c, b=d vai a=d, b=c.

Abos gadiumos praga viemdiba izpilds.

40.38. Rigka linijas w, un w, ir homottiskas ar homatijas centru punkt M. No

Sejienes seko viadibar— - MX . Lidzgi seko vieﬁdibar— - MN :

r, MN r, YN

Taka YN=2r, un MX =2r,, tad 4 =N

r3

Sareizinot iegtas vieradibas, iegstam



n_r 4E’1=dele YN—l.
, I, r; r, MN YN MX
Tatadr, =r,.
M N
40.8. Zm.

40.39. Apskatim funkcijas y =sint grafiku intenala tD[O, a].

AY

/

2a na
s .

5K

40.8. Zm.

Pieadama nevieradiba izsaka faktu, ka pagienveida figiras laukums liaks par
laukumu zem funkcijas grafika, kas ir viels ar J':sint [dt =1-cosa . Protams Seit

tiek izmantots fakts, ka funkcijg = sint dotap intenala ir augosa.

40.40. Rodas 11 regatas trijstira piramdas un 4 regati oktaedri. Vigm ddam
Skautu garumi ir treSdia no dods piramdas §autnes garuma.
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