Materials nemts no gimatas: Andins Agnis, Brzina Anna, BrzinsS Aivars "Latvijas
matenatikas olimpizu (25.-51.) 2.&rtas (rajonu) uzdevumi un atrigjomi"”

LATVIJASRAJONU 41. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

41.1. Ir iespejams, ka abi skditir seSciparu; piegram, 111222+111111= 222333
unl11122:-11111:=111.

Ir iespEjams, ka abi skdit ir piecciparu; pieréram, 55666+55555= 111221un
55666-55555=111.

Ir iesgejams, ka viens no sk@igm ir seSciparu, bet otrs piecciparu; péeam
100000+ 99889=199889 un 100000-99889= 111
Citu iesgzju nav.

41.2. To var izdait, pieneram, & ka paédits 41.3. amgjuma.
6] - 1 + [8 =s

4« [+ [ =7

X + +

[ x [ - [ =4

=8 =7 =2
41.3. Im.

41.3. Sadaim skaitus grupas pa 7 pc kartas. Viera grup atlikumu summa ir

1+2+3+4+5+6+0=21. Ta ka 1992=71284+4, tad meldjama summa ir
21[284+ (1+2+3+4) =5974.

41.4. To var izdait, pieneram, & ka pa#dits 41.4. igjuma.

X/

XX
/XN

41.3. Zm.




41.5. Grup ir tieSi viens "patiesis”. Ja "patieSu" gaupispar nehitu, tad "méu”
apgalvojumi visi latu patiesi, betatnevar lat. Ja "patieSu "itu vairak par vienu, tad
patiesis, sakot apgalvojumuislvisi esat mi@', bitu samelojis.

Tatad "patiesis" ir tieSi viens, bet hoeskaits ir 1990.

41.6. Skaidrs, ka divi no stariem iet vigwirziena (teiksim pozitvaja), bet treSais --
pregja virziena. Izvéloties staru, kurs iet ne@aaja virziena un staru, kuram no abiem
"pozitivajiem" virsotne atrodas pa kreisi no otra,igt@m divus starus, kasirglaj
visu taisni.

41.7. Ng, nevar. Apskaim tas tis kautnes, uz kam uzraksiti skaifi 1, 3 un 5.
Vismaz diam no &m ir koggja &autne. Caur abiemk8utnes galiem iet& viena
skaldne. Viea no &m neliis ieraksits nepra skaitlis. So s skaitu summa neis
nepara skaitlis.

41.8. Piepemsim, kagimenu skaits im. Katra gimere ir vismaz viens @s. Tatad £nu
skaits ir vismazn. Ta ka meitequ ir ne maak ka zenu, tad kop bernu ir vismaz2n,
bet veaku ir tieSi 2n . Tatad pieaugusSo & nav vaigk par kerniem.

41.9. Tads skaitlis, piereram, ir 54.
Tiesm, 54 dads ar 6; 54+1=55 dalis ar 5; 54+2= 56 daks ar 4;

54+ 3 =57 dalas ar 3;54+ 4 = 58daks ar 2.

Tadu skaitu ir bezgalgi daudz. Pie@ram, visi skaili, kas uzrak$imi forma
60k + 54 .

41.10. Pareizi splgjot var uzvaét pirmais splétajs. Pirmaji gajiena tas apd 5
konfektes un kaudiz paliek 15 konfektes. Otrais &ptajs var agst ne vaiik ka 7
konfektes; tas namg, ka kaud#é paliks no 81dz 14 konfelkdm. Tad pirmais aj
tik konfektes, lai kaudi atliktu 7 konfektes (tas ir iegams).

Otrais splétajs var agst ne vaiiik ka 3 konfektes; tas nome, ka kaud#é paliks no 4
Iidz 6 konfekém. Tad pirmais ag tik konfektes, lai kaudt€ atliktu 3 konfektes (tas
ir iesgejams).

Tagad otrajam iragd 1 konfekte, paliek divas. Vienu &b pirmais splétajs, paliek 1
konfekte, kuru otrs fbetajs est nedikst -- idz ar to vS ir zaudjis.



41.11. Aplukojamas summas ir funkciju artibas pie x =1. Zim¢juma redzams, ka
ctd<e+f <a+b.

41.12. Skat. 41.5. un.

41.5. Zm.

Ta ka AF =FE, tad AFE ir vienadsanu trijstiris un OFAE = OFEA; lidz ar to
iegastam, ka [OCAE = [OBAF + [OFAE = [IDEF + OFEA=0CEA. Tas nomg, ka
ACE ir vienadsanu trijstiris un AC = EC . Tatad BC = AC- AB=EC -DE =DC.

41.13. Var uzrakst, piemeram, &du vieradibu
(x -1) ffx - 2) f{x - 3) ({x — 4) ({x - 5) [{x — 6) [{x — 7) {x - 8) ({x — 9) = 0.
41.14. Apzimesim 3[A= B, bet skait x ciparu summu aS(x) . TadB daks ar 3;

S(B) dals ar 3;S(A) dakis ar 3. No2 seko, kaA dakis ar 3 unB dakis ar 9; htad
S(B) dalas ar 9;S(A) daks ar 9 umA daks ar 9.

41.15. Katrs karaws, kuram palauti citi, papildina armiju ar 7 karaiem. Tatad
kopa ir 1+ 7[100= 701 karairi.



41.16. Acimredzot dere=1 (tad a=1" =1) un e= 2 (tad a= 2" <1000 000.
Lielakase vértibas neder, jo tad > 3" >1000 000

41.17. Aplikosim 41.6. mm.

41.6. Im.

MK [|AD ka trijstira ABD viduskinija. Tatad apiikojama taisne iet cauAC

viduspunktu N paraéli trijstara ACD pamatamAD, tatad & ir trijstaira ACD
vidusiinija un &ipec krusto maluCD tas viduspunki.

41.18. Var izveidot 6 pirmskalus: 2, 3, 5, 41, 67, 89.

Vairak par 6 pirmskaltem izveidot nevar. Ja pirmskhitbatu ne mazk par 7, tad
vismaz 6 no tiemiitu nefra skaiti (jo ir tikai viens fara pirmskaitlis 2). Bet mums ir
tikai 5 negra cipari, ar kuriemiitu jabeidzas nejra skaitiem.

41.19. No dots vieradibas seko vieitiba

b+tc+d _a+c+d _a+b+d _a+b+c
a b o d
Pieskaitot visiemis vieradibas locekem skaitli 1 iegstam vieadibu
atb+c+d a+b+c+d _a+b+c+d a+b+c+d
a b o d
Ta ka visi skaittaji ir vienadi, tad vieradi ir an sau¢ji: a=b=c=d. Tatad
atb a+c a+d  b+c  b+d  c+d
+ + + + + =
c+d b+d b+c a+d a+c a+b

41.20. Apejot vienreiz nogigtu marsrutu pa lauztaniju, pa labi fivirzas tikpat reizes,
cik pa kreisi. Btad horizonilo posmu skaits ir gya skaitlis. Gdzgi pierada, ka
vertikalo posmu skaits ir ya skaitlis. Btad koggjais posmu skaits irgpa skaitlis un
nevar it vierads ar 11.

Ta ka aiz katra horizonata posma seko vertikais posms, tad horizaalb un vertilélo
posmu skaits ir vietus; ipec kopgjais posmu skaits dad ar 4. Rtad knijai nevar It
aff 90 posmi.



Ka redzams no 41. 7iregjuma finijai var it 100 posmi. Pagarinot Sanzjumu
diagorala virziera nak klat 4 posmi; 8da veida var iedit liniju ar & posmiem, ja
k=>3.

41.7. Im.

41.21. Ng, nevar. No pirmajiem 36 pirmskhgm viens ir gra skaitlis 2, bet pgjie
negara skaiti. Tapec rindina, kura ierakstts skaitlis 2, skali summa bs nepara
skaitlis, bet prejas rindinas para skaiti. Tapec §s summas nevaribvienadas.

41.22. Skat. 41.5. un.

A

y=ax*+bx+c,
\ N[

—

41.5. Im.

— 2
y=a,x° +b,x+c,

a) a, >a,, o ota parabola ir givaka par pirmo;

: : . : -b
b) Parabolu virsaiu abscisu koordites ir X, =2— un x, = —=

. Taka a un

2

a, pozitvi skaitli un no Zmgjuma redzams, ka, >0 betx, <0, tadb, <0<b,;

Cc) ¢, un c, ir kvadatfunkciju \ertibas pie x = 0 tatad punkti, kuros parabolas
krustoOx asi. Redzam, k&, >c,.



41.23. . Piememsim, kac <b. Pagariaisim BP Iidz krustpunktanN ar AC (skat. 41.6.
zim.).

A N C
41.6. Zm.

Tad trijstirt BAN nogrieznisAP ir reizé augstums un bisektriseafiec AN = AB =c,
NC =b-c un BP =PN . TatadPM Ka trijstara NBC viduslinijas garums iIL;C.

Ja c=b, tad idzgi iegistam, ka PM :C;Zb. Visparigap gadjuma var atbildi

pierakstt s&adi: PM = c-b

41.24. Piepemsim, kakardvalst ir n Sahisti. Kat# partija kopa tiek izsggléts viens
punkts; &tad kog tika izsgElétas ne vaitk ka 10n partijas. Kat partija piedatjas 2
Sahisti; itad kopa tie ir piedatjuSies 2@ sgEles. Ja katrs no tiemaku izsgElgjis vairak
par 20 partgm, tad kopjais piedaiSaras skaits prsniegtu 20. Tatad vismaz viens
no Sahistiem neizs§fgja vairak par 20 partgm.

41.25. Skat. Zm. 41.7. am.

41.7. Zm.

No trijstiru AAB un CC,B lidzbas seko, ka% :%. No Sejienes seko trijstu

BAC un B,AC, lidziba. Tatad OBC,A = OBCA.



Novilksim perpendikuluOY no punktaO pret taisniAB. Ta ka [OBCA ir ievilktais
lenkis, tad OBOY =1 BOA =[0OBCA=0BC,X.

Ta ka lepkis B trijstariem BYO un BXC, ir kopigs, tad no divu lgu vieradibas
seko, ka tie irtdzgi. Tatad 90° = OBYO = LUBXC,, no kurienes seko prais.

41.26. cos2a =1- 2sin*a =1-2[{-sina)’ =1-sin? B = cos2f3

41.27. Aplikosim 41.8. 'mgjumul.

41.8. Am.

2
Trijstara ABC un peéko figiru laukumu summa i,z + S, = n@.

Melno figaru laukumi sumra ar peéko figiru laukumiem ardod &du paSu summu:
2
S, +S, = zra‘;L-(Ac2 +BC?)= n[-r%.

No Sejienes seko pridais.

41.28. Atzimesim lielaka kopiga dalitaja pamaipasbu:
(a,b)=(a, b+ka),

kur k -- patvdigs vesels skaitlis.afad

(a1990’ a1991) = (a1990’ a1991 - a1990) = (a1990’ a1989) = (a1990 - a1989’ a1989) =
(a1988’ a1989) == (al’ az) = (19’91) =1.

Atzimésim lielaka kopiga dalitaja pamaipasbu:
(a,b)=(a, b+ka),

kur k -- patvdigs vesels skaitlis.afad

(31990’ a1991) = (31990’ Qigo1 ~ a1990) = (31990’ a1989) = (a1990 ~ Qyggo; a1989) =
(a1988’ a1989) == (a1, az) = (19,91) =1.



41.29. levietojot dotaj vienadiba x vieta (1- x), iegistam vie@dojumu
f(x)+2f (1-x) =2(1-Xx).
Apvienojot ar pirmo vieadojumu, iegistam sistmu
{21‘ (X)+ f (1-x%) =2x
f(x)+2f (1-x) =21 X).
Pareizinot pirmo vieidojumu ar 2 un aemot otru vieadojumu, iegstam
3f(x) =2[2x-2[(1-x) =6x—-2
2
f(x)= 2x—§
f (1997 = 3981,

41.30. Apltukosim patvéigas divas piktasA un B ar X apazmesim to 11 pilstu kopu,
kur ieiet autostides, izejoSas nd un arY to 11 pil€tu kopu, no kutm autostides
ieiet pilsta B.

Ja AU Xun BUY ir kopiga pilsta, tad nA uzB var noKat pa 1 vai 2 autostdem.
Ja AU X un BUY nav kopgu punktu, tad apkosim visus chis, kas iziet noX
pilsetam. Tadu kog ir 121. No tiemC.? = 55var atgriezties kap AU X . Tatad
vismaz 121 -- 55 = 66 izidrpus kopasAU X . Tatad tie ieiet vismaz 6 piétas. Ta
ka kopas AU X un BUY satur 24 pilstas, un kop to ir 29, tad atlikuSo skaits ir 5.
Tas nommg, ka noX kada autostide veds uz BUY pilsetu. Tad noA uz B vars
aizbraukt pa 2 vai 3 autoatiem.

41.31. NE neeksist. PolinomaF & )pakapi apzmesim degF (x). Ja polinomsF X )
nav konstante, tada tatvasiajuma pakipe ir par 1 maika nek polinoma F &)

pakipe. Tad no dotam vieradibam iegistam
degP(x) = degQ(x) —1=degF(x) — 2 = degP(x) — 3.

legita pretruna.



42.32. Ar a apazmesim plakni, kas satur punkt@A unH. (Skat.42.9.un.)

S

42.9. Im.

Ta ka SHOBC un SAOBC, tad plakneair perpendikuira nogrieznimBC. Ta ka
taisne AH pieder plakneia, tad AHOBC . Ar1 SV perpendikudrs BC, jo pieder
plakneia .

Konstrukcijas gaita ir sekojosa. Konstlam AH krustpunktu aBC, ko apzmgjam ar
M un savienojanM arS. MSir skaldnesSBC augstums.

41.33. Aplikosim 41.10. un.
A

41.10. Im.

Pret trijstira ABC hipoterizu AB novelkam medinu CS. Tad CS=%AB =AS.

Apzimeésim medinu krustpunktu alO. Tad OS:%CS=%AS. No Sejienes seko
prastais:
: S _0S_1
sing=—<—==.
AS AS 3

41.34. a) Piengram, f (x) = g(x) =0.

b) Pra#tais seko no vietdibam
f(y)=g(y+c)=-g(-y-¢)=-f(-y-c-¢)=-f(-y-2c) =
- f(y+2c) =-g(y+3c) =g(-y-3c) = f(-y—-3c—c) = f(y +4c).



41.35. ApzZzimesim arS rukiSu g@ru skaitu, kuri draudgas, bet kuru myjas ir dazdas
krasas. Viegli redzt, ka katd apmekéjuma, kad nkitis parkraso savu raju, Sis
skaitlis samazifsies. & ka tas nevar turpities bezgabi, tad @c kada laika skaitlis
Snemainsies un prkrasosSaas izbeigsies.

41.36.a)a* -1=(a’*-1)(a*+1).

Jaa =1, tada* -1=0 nav pirmskaitlis.

Jaa>1,tada’-1> 1un a®+1> 1, tatad a* - 1 sadais divos reiziatajos lielakos
par 1 un tas nav pirmskaitlis.

b) Jan nav pirmskaitlis, tach = mlk, un a" — 1daks ara™ — 1, nav pirmskaitlis.
Jaa> 2 tad a"-1=(a-D(@"*+a"?+---+ 1), no kurienes seko, ka" - fdav

pirmskaitlis.

41.37. leverosim, kalog, yog, x =log, x=1. ApzZimesim log, y =a . Tad mums

ir japierada nevieadiba

1 : -
a+—>2 kurapozitivs skaitlis.
a

Ta seko no nevieddibas starp skdit vidgjo aritmétisko un vidjo geometrisko.
TieEm

a+1221/a[-% =2.
a a

41.38.

41.11. mm.

Ripka linijas w, un w, ir homottiskas ar homatijas centru punkM. No Sejienes
MX r, _MN

seko vieradibar— = —— . Lidzgi seko vieadiba — = —— .
r, MN r, YN
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Taka YN =2r, un MX = 2r,, tadr—“:ﬂ
r, MX

Sareizinot iegtas vieradibas, iegstam
Nl da i _MX MN YN

r,b r, r, r, MN YN MX

Tatadr, =r,.

41.39. Vienadibu pieadisim ar materitisko indukciju.

Jan = 1, tad prbaudim vieradibu sin3% :% (35in% —-sina) . Ta seko no identites
sin3x = 3sinx — 4sin® x. To pieada &di

Sin3x =sin(2x + X) =SiN2XC0<X +SiNXCcos2X =

2sincos’ x +sinx(l— 2sin® x) =

2sinx(L-sin’ x) +sinx — 2sin® x) = 3sinx — 4sin® x.

No Sejienes sekoafiormula

SINX = ~sin3x + 2 sin® x (1)
3 3
Induktiva pareja. Pi@emsim, ka formula izpilak, jan = k.
sin* 2+ 3sin® £ +325in* L 4. 43?2 =
3 2 33 k
1(3" sini—sina)
4 3¢ '

Parbaudsim, ka & izpildas, jan =k +1.

N S L a PR ( L
S|n3§+3S|n3?+325|n3?+-~-+3"1S|n33—k+3"5|n33k+1=

%(3" sins% -sina) + 3*sin® 33” =

1 :’>"+1(}sin£k+ﬂsin3 fﬂj—sina =
4 3 3 3 3
%(3"“ sin% - sinaj

|dentitate piekdita.

41.40. Andris to var uzziat ar trim jauijumiem. Skaitli, kas uzrak#s uz sarkais
kartinas, apmmésim ara. Patvdigu uz ziks karthas uzraksto skaitli apzmesim arb.
Septihu citu uz zilagm kartpam uzraksito skaitu grupu apunésim arX. Vel divus
septhu atkirigu skaitu grupas apgmesim arY un Z. Andris var uzdot ja@gjumu par
skaifu sumnmam, kas ietilpst kofs

11



{a,x,Y}

{b,x,z}

{by,z} .
Sumngjot Sos skaius Ec modda 2, Andris noskaidros skkita parifati.
Tatad ar trim jawtjumiem Andris var uzzit skaila a pari@ati. Ar diviem
jauajumiem nepietiek. Ja i2letas tikai divas kopa#\ un B, tad apiikosim tis
skaifus: pirmo --x, kas piedeA un nepiedeB; otro -- y, kas pieder gaf, ganB;
treSo -- z, kas piedd un nepiedeA. Izmainot So skditi parigti, skaifu summu
paritate gruf@s A un B nemainis. Tatad, zinot gruptA un B summu pariites, nevar
noteikt neviena skdd paritti.
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