Materials nemts no gimatas: Andins Agnis, Brzina Anna, BrzinsS Aivars "Latvijas

matenatikas olimpizu (25.-51.) 2.&rtas (rajonu) uzdevumi un atrigjnmi

LATVIJASRAJONU 42. OLIMPIADE
ATRISINAJUMI

42.1. To var izdait, pientram &di:
412-365=47<50.

Var pieidit, ka tas ir vietgais piengrs.

42.2. a) Viencipara vai divciparu skait ar ciparu summu 23 nav; starfistiparu
skaitiem, vismaazkais ir skaitlis, kuram ir makais pirmais ciparsatad skaitlis 599.
a) Ta ka skaifa pierakst nav ndlu, tad tam ir ne vaik par 23 cipariem; vigagais
23-ciparu skaitlis unatad, ar lielakais ar dota@m ipagbam ir skaitlis111...11.

23
42.3. Sadaim skaitus gru@s pa 7 pc kartas. Viera grup atlikumu summa ir
1+2+3+4+5+6+0=21. Ta ka 1992=71284+4, tad melkdjama summa ir
210284+ (1+2+3+4)=5974.

42.4. Var uzamget nogrieaus &, lai katrs krustotos ar katru un visi krustpundtu

daZdi; pieneram, k& pa@adits 42.4. agjuma.

42.4. Zm.

Seit veidojas 15 krustpunkti.aTka divi nogriezi nevar krustoties vaik ka viera

punk, tad kogjais krustpunktu skaits nevaitdielaks par 15.

Palapeniski s#sinot no viena galaakiu no nogriegiem, viens krustpunkts pazisd
legisim 14 krustpunktus. Atktojot So procesu iegim 13, 12, 11, ..., O
krustpunktus.

Atbilde: krustpunktu skaits varibjebkurs vesels skaitlis no Talk 15.



42.5. Jau aizpil@tajam ratinam blakus atrodas 16 citas (skat. 421.2.

1 2
4 3
42.5. Im.

Lielakais Saj rutinas ieraksitais skaitlis los vismaz4 +16 = 20. Tapec ta starpba ar
blakus esoSo jau ierakist skaitli kis vismaz20-4= 16

42.6. Ta ka maja, kas Lauvam bija piekt bet Putnubiegklim bija divpadsmii, tad
Putnubiedklis saka savu cki 7 majas pirms Lauvas ajas. Putnubiegkla piekt
maja atrodas divas #fas pirms Lauvas izejas punkta. Lauvai@nbija trisdesmii

maja. Tatad kop ir 30+ 2 =32 majas.

42.7. Ng, ta nevar lit. Trisciparu skalu reizirajums ir vismaz piecciparu skaitlis;
tatad ko Siem skatiem ir 3+3+5=11 cipari. No DirihE principa seko, ka tie visi

nevar it daAadi.
42.8. Piemeram, 50123-49876= 247< 25Q

42.9. &, var. Visas Kautnes var ieddltris virzienu grups (no katras virsotnes iziet

pa vienam nogrieznim katwrirziena; skat. 42.6.um.)

42.6. Im.

Visas pirmaj virziem ejodis virsotnes numasim ar skaiiem 1, 4, 7, 10 (Sie skéit
dalot ar 3, dod atlikum1; tos var pierak#itka 3a+1). Visas otragj virziena ejosis
virsotnes numwsim ar skaiiem 2, 5, 8, 11 (Sie skéiitdalot ar 3, dod atlikum2; tos



var pierakst ka 3b+2). Visas treSaj virziema ejo®s virsotnes numasim ar

skaifiem 3, 6, 9, 12 (Sie skéitdalot ar 3, dod atlikumO; tos var pierakgtka 3c).

Tad kata virsotre ieejoSo Eautau numuru summa ir
(3a+1)+(30+1)+3c=3(@+b+1).

Si summa dais ar 3.

42.10. Pareizi splgjot var uzvaét pirmais splétajs. Pirmaji gajiena tas apd 5
konfektes un kaudiz paliek 15 konfektes. Otrais &ptajs var agst ne vaiik ka 7
konfektes; tas namg, ka kaud#é paliks no 81dz 14 konfekdm. Tad pirmais aju
tik konfektes, lai kaudi atliktu 7 konfektes (tas ir iegams).

Otrais splétajs var agst ne vaiiik ka 3 konfektes; tas nome, ka kaud#é paliks no 4
Iidz 6 konfekém. Tad pirmais ag tik konfektes, lai kaudt€ atliktu 3 konfektes (tas
ir iesgejams).

Tagad otrajam iragd 1 konfekte, paliek divas. Vienu &b pirmais splétajs, paliek 1

konfekte, kuru otrs fbetajs est nedikst -- idz ar to vi$ ir zaudjis.

42.11. a) Pirmas zvaigzites viet Andris ieraksta skaitli 1, i@gtot vieradojumu
1Ux+C=LC,
kuram neatkagi, no & kadi skaifi tiks ieraksiti zvaigznsu viet ir tieSi viens
atrisirgjums.
b) Andris ieraksta piras zvaigziites vief skaitli O, bet otra gajiena skaitli, kas
atXirigs no Bruno ierakgt skaifa. ledits vieradojums
Olx+a=b,
kuram nav atrisiijumu.
c) Andris ieraksta piras zvaigzfites vief skaitli 0, bet otra gajiena skaitli, kas
sakiit ar Bruno ieraksto skaitli. ledits vieradojums
Olx+a=a,

kuram ir bezgagi daudz atrisisjumu.



42.12. To var izdatt, pientram, &, ka pa@dits 42.7. m.

42.7. Zm.

42.13. Vispirms pieada formulu2{l+2+3+---+n)=nl{n +1).
No neviendibam
199[200=39800< 39860= 2[19920< 40200= 200[201

seko, ka maikais nepiecieSamais naidlo skaifu daudzums ir 200.

42.14. Apzimesim 3[A= B, bet skait x ciparu summu aS(x) . TadB daks ar 3;
S(B) dalis ar 3;S(A) dakis ar 3. No seko, kaA daks ar 3 unB daks ar 9; Ttad
S(B) dals ar 9;S(A) daks ar 9 umA daks ar 9.

42.15. Taisnsiiri 9x15 var sadat 9 taisngiros ar izndriem 3x 5ratinas. Katéa no
tiem jabit vismaz vienai ielasotai fitinai, @pec iek@soto ntinu skaits nav maks
par 9. Tas, ka pietiek iedsot 9 fitinas, redzams 42.8im.

X X X
X X X
X X X
42.8. Zm.



42.16. Ng, nevar It.

42.9. Im.

Sadi divi grafiki nevar krustoties: ja krustpunktasaisa irx un ordirita ir y, tad
a=xly =D, bet tad grafikiemiitu pilniba jasakit.

42.17. Aplikosim 42.10. un.

42.10. M.

MK || AD ka trijstira ABD viduslinija. Tatad apiikojama taisne iet cauAC
viduspunktu N paraéli trijstira ACD pamatamAD, tatad & ir trijstira ACD
vidusiinija un &ipec krusto maluCD tas viduspunki.
42.18. Pareizirasim otro vieadojumu arz un ahemsim pirmo, pareiziu art.
z[xt+2yz)—t{xz—yt)=z-t = y[ﬁZz2 +t2)= z-t.
Tacu dots, ka neviens no ski@im nav 0, unapéec
‘y[ﬁZz2 +th > 27 +t% >|z-1|.

Tatad &di veseli skaii neeksist.



42.19. leverosim, kal992=498[4. Visus punktus sadaim 498¢etriniekos; viea
cetriniela ieklausim punktus araktas numuriem

1 498+1], 20498+1], 30498+1;
2, 498+ 2, 20498+ 2, 3498+ 2,

498 498+498 2[498+498 3[498+498

Sie ¢etrinieki ir visu iespjamo kvadatu virsotpu komplekti. & ka ¢etrinieku ir 498,
bet melno punktu ir tikai 492, tad ir visma®8—-492=  ¢6trinieki, kuriem visas
virsotnes ir baltas. Ja visi melnie punkti piedezadiem cetriniekiem, tad "balto”
kvadiatu skaits ir tieSi sesi.

42.20. Apzimesim sudraba matu masas as, <s, <S, <§,, bet zelta mogtu masas
arz <z,<z,;<z,.

Ar pirmo s\rSanu satizinam s, ar z, . Vieglako no am ieldaujam kopgaj sarakst
ka vieglako vispar. Katra karteja soli saidzinam vieghko vel kopéja sarakst
neielauto sudraba un vieiko el kopgja sarakst neieauto zelta mogtu; viegkko
no m iekaujam Kk kartgjo kopeja sarakst. Vélakais Ec 7 s@rSaram vai nu
sudraba, vai zelta mdtu saraksts s izsmelts, un atlikuSas mgias no otra saraksta
pievienosim kopja saraksta galjau ziramaj se@ba.

Tagad pieidisim, ka ar 6 ssrSaram nepietiek. Apskasim 7 momtu parus

(s1.2). (s2:2.). (85 %). (80:2.), (52, 21). (85, 2,), (54, 22).
Piepemsim, ka izdatas jau 6 strSanas, kas visas beigsar rezulitiem
s <z,jai<k,un

s >z ,jai>k.

SwerSanas stragijai jabit gatavai saktot moretas ar sada situacija. Vismaz viena
mingta para morgtas nav satizinatas saw star@. Ja tas ir ris (s,z ), tad nav

iesgEjams atgirt salartojumu
§ <7 <:<§<Z<§,<7,<:-<§5<Z
no saldrtojuma
§<Z<"<S§,<Z,;<Z<S§<§,<<§<Z .
Jatas ir pris (s,;,z ), tad nav iesgjams atgirt salartojumu
§<Z < <§<Z<§,y<7Z,<<§<2Z
no saldrtojuma
§ <z <:-<§,<Z,<§5<§,;,<%4<Zz,<-<5<Z .

Tatad noteikti vajadiga \el viena sérSana.



42.21. 1zsakot no off vieadojuma y =4-Xx un ievietojot pirma& vienadojumng,
iegasim vieradojumu

2x* -8x+9=0.
Ta ka vieradojuma diskriminantsD = 8° - 4[2 [ 9nazks par 0, tad vieidojumam
un af sakotrgjai vienadojumu sistmai nav atrisigjumu.
42.22. Pienemsim, kac <b. Pagariasim BP lidz krustpunktanN ar AC (skat. 42.3.

zim.).

A N C

42.3. Zm.

Tad trijstirt BAN nogrieznisAP ir reizé augstums un bisektriseafiec AN = AB =c,
NC =b-c un BP =PN . TatadPM Ka trijstara NBC viduslinijas garums irb%c.

Ja c=b, tad idzgi iegistam, ka PM :C;Zb. Visparigap gadjuma var atbildi

pierakstt Sadi: PM = c-b :

42.23. Tadu skaitu ir bezgaigi daudz; pieréram, der skait

@: 29_5;@:299.5;....
2 2

42.24. Piememsim, ka diagaites ir perpendikakas (skat. 42.41m.).

B

o
I

N

D

42.4. Zm.

Tad [Ec Pitagora te@mas



AB? +CD? = (A0? + 0B?)+ (CO? + OD?)

= (0% +0D?)+(BO? +OC?)= AD? + BC?.

Apgrieztais apgalvojums. Riemsim pretjo, ka AB®+CD? = AD? + BC?, bet
diagoriales nav savstagp perpendikuiras (skat. 42.5.1m.).

B

42.5. Im.
Novilksim perpendikulusBM un DN pret diagoali AC. Ta ka AC un BD nav
perpendikudri, tad MN >0. Tad
AB? +CD? = AN? + MB* + CN?* + ND?, bet
AD? +BC? = AN? + ND?* + BM * + MC”.
No Sejienes seko, ka
AM? +CN? = AN* +CM 2,
Bet @ nevar lat, jo AM < AN un CN <CM (vai otiadi). legita pretruna.

42.25. To var izdatt, pieneram, & ka pa@adits 42.6. Im.
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42.6. Im.

42.26. Aplukosim aritngtisko progresiju, kuras pirmais loceklisar bet diference ir
d. Tad desmit pirmo locé summa ir

ata,tag+--+ta,=5..
NakoSo desmit locdk summa ir

Aty vt ay = (a1 +1Od)+(a2 +10d)+"'+(a10 +1Od) =

a +a,+--+a,+100d =s +100d .
Lidzgi pierada, ka katru #koso 10 locelu summa ir par 1@Dlielaka par iepriekgo;
tatad §s summas veido ari@tisku progresiju.



42.27. Atzimesim lielaka kopiga dalitaja pamatpasbu:
(a,b)=(a,b+ka),

kur k -- patvdigs vesels skaitlis.afad
(a1991’ a1992) = (a199l' a1992 - a1991) = (a1991’ a1990) = (a1991 - a1990' a1990) =
(31989’ 31990) == (a1’ az) = (19!32) =1.

42.28. Ta ka x* 2 0, tad dotais viesdojums ekvivalents apgalvojumam
x*=x—-a vai xX>=a-x .
Tatad uzaditajiem vieradojumiem kog jabat trim sak@em. Tas iespams tis
gadjumos:
1) Pirmajam vieadojumam ir divas saknes, otrajam -- vienakigi§a no pirna
vieradojuma sakem. Tatad ot viemadojuma x*+x—a= 0 diskriminants

D=1-4a=0 = a=%.

2) Otrajam vieadojumam ir divas saknes, pirmajam -- vienakigi§a no oti

vienadojuma sakem. Lidzgi iegistam, kaa = 1 :

3) Abiem vieradojumiem ir divas saknes, bet viena ir igga ApZmesim kopago
sakni arc. legastam divas viefdibas

c’=c-a
, — c-az-a-Cc = c=a.
c’za-c

levietojot pirmaji vieradiba c = a, iegistama® =a-a=0 = a= 0.
Parbaude pada, ka visas 1s ieditas a vertibas der.

42.29. Aplukosim 42.7. mm.

42.7. Zm.



Trijstara CAB augstums pret maldB attiecas pret trijsra COB augstumu pret malu
ON S

CB tapat Ki AN pret ON. No 3ejienes seko, ka— =—"2 | Lidzgi pieada
AN~ S..
viemadibas OK _ Shos un OM__ Seoc . Tatad
SACB CM SABC
ON +OK +OM - SCOB + SAOB + SBOC - SABC :1.
OM BK CM SCAB SACB SABC SABC
42.30. Aplikosim Zm. 42.8.
B
M
A C
0
42.8. am.

Apzimesim ap trijstiri AMC apvilktas rinka linijas w centru arO, bet adiusu arR.
Tad OMOC = 2[0MAC =30° (ka centra lekis un ievilktais lakis, kas balsis uz
vienu loku).

Ta ka COMCA ir ievilkts lenkis un OMCA = 0OMAB, tad [IMAB ir hordas pieskares
lenkis unAB ir rinka linijas w pieskare;atad [1OAB =90° .

PunktaM attalums kdz OC ir OM $in0OMOC :g, tapec B attalums kdz OC ir
2[—% =R=0A. Tapec

AB||OC ; DAOC =90° un JCAO =[ACO =45°.
No Sejienes seko, ka

UACB = [OMAB = [IBAC - [UMAC =45°-15°=30°.
42.31. Ja P(x) vai Q(x) ir nulles polinoms, tad otrs vafibjebkids polinoms (to var
viegli parbaudt).
Ja viens no polinomiem ir konstante, peeam, P(x)=a, a# 0. Tad P'(x)=0un
(am(x)) =0m(x)=0; tatad Q'(x)=0 un Q(x)=b. Tatad otrs variants ir, ka abi

polinomi ir patvdigas konstantes.
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Ja neviens no polinomiem nav konstanteR{®) pakipe irn, bet Q(x) pakipe ir m,
tad (P(x)Q(x)) pakipe irm+n-1, bet P'(x)Q'(x) pakipe ir m+n- 2. Tatad &
gadjuma vienadiba nav iesgjama.

42.32. Aplikosim 42.9. m.

42.9. Zm.

Pret trijstira ABC hipoterizu AB novelkam medinu CS. Tad CS=%AB = AS.

Apzimeésim medinu krustpunktu aiO. Tad OS:%CS=%AS. No Sejienes seko
pragtais:
: S _0S_1
sihng=—<—==
AS AS 3

42.33. Novelkam caur plaknen tuvako virsotni plaknirz, kas parala 7. Lepki ar
plakni 7z, ir tadi paSi ka ar plaknirz.
Talakas virsotnes "augstums" virg, ir asina (skat. 43.4.1m.)

43.4. Im.

Tas sagiv no diviem nogriegiem, kuru garumi irasin un asiny . Tatad

sing =sing +siny .

11



42.34. a) Ng, tadu ddu nav. Sadasim skaitli 1992 pirmreizi#tajos:

1992= 2° [3[8;
Nesasinama racioala dda parveidojas par gaju decimalskaitli tad un tikai tad, kad
tas skaittajs satur tikai pirmreizigtajus 2 un 5; Sajgadjuma ir an pirmreiziratajs 3,
tatad rezuliita iegisim bezgabu periodisku deciaidalu, un praga viemdiba nav
iesgEjama.

b) Tas ir iespjams; piendram, %‘: 281425.

c) Ne, tadu ddu nav. $da vieradiba dod pretrunuge modua 9.
42.35. Patvdigiem natugliem a unb izpildas vieradiba
f(fM)+a+b)=f(f@)+ f(f(a)+ f(a))=1+f(a)+ f(b).
Tatad f(a)+ f(b) vertiba ir atkatga tikai no skalt a unb summas. Tas nozg, ka
f(n+1)+f(Q)=f(n)+f(2) =
f(n+1)- f(n)=f(2)- f1)=a.
Tatad f(n) ir aritmétiska progresija:f (n) = an+b.
Talak, ievietojot pamatidentte vértibasa=1 b= luna=2 b= 1, iegistam
f(f@)+f(1))=1+1=2= f((a+b)+(a+b))= f(2a+2b)=al(2a+2b)+b,
f(f(2)+f(1))=2+1=3=f((2a+b)+(a+b))= f(3a+2b)=a{3a+2b)+b.

Risinot vieradojumu sistmu
2a’* +2ab+b=2
3a®+2ab+b=3.

iegistama?® = 1(tatad a =1, jo funkcijas rtibas ir natuili skaitli) un b = 0.
Tatad f(n)=n.

42.36. leverosim, kalog, ylog, x =log, x=1. ApZmesim log, y =a . Tad mums
ir japierada nevieadiba
a+1 > 2, kurapozitvs skaitlis.
a

Ta seko no nevieidibas starp skdil vidgjo aritmetisko un vidjo geometrisko.
Tie&am

a+£22‘/aE}l =2.
a a

42.37. No nevieadibam [sin <1 un |sin2x <1 seko, ka prat vieradiba var

izpildities tikai, ja sinx=sin2x=*= 1 Tau tas nav iesgams; jo no vieadibas
sinx = +1 seko, kacosx = +/sin’ x-1 =0 un sin2x = 2sinx[cosx = O.

Tatad vieradojumam nav atris@umu.
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42.38. Piramda sadals 14 déas.

42.39.Ja0< x<y<z<l, tad
1-S=(1-2°)+x*(y-x)+ y*(z- y)+ 2°x 2 0.
Ja0<y<x<z< 1 tad
1-S=(1-22)+ x(2> - x*)+ y[x* - y?)+ y?z= 0.
Citi gadjumi redu@jas uz vienu no apsk#jiem. Tatad S<1. Ja, pierdram, x =1
un y=z=0, tadS= 1. Tatad mek&amais minimums ir 1.

42.40. Né nevar. lekiisosim fitinas Saha galda kartiba. Skaidrs, ka kalr gajiena
tigeris riet uz pregjas kiasas lauaiu.

No otras puses, sauksim 1., 2., 6., 7., 11., 1&Ztwfales par labm, bet citas -- par
sliktam. Labo un slikto @tinu skaits ir vieads. No katras las ritinas 1geris var
aiziet tikai uz slikto@itinu. Tas noung, ka ar no slikés fitinas vham patgriezas lab
ratina. Bet, &tad, vham amaina lalas un slikis ritinas &da pa& kartiba ka balts un
melras; tas noune, ka visas lafis ritinas ir vienas Kisas, betair pretruna.
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