Materials nemts no gimatas: Andins Agnis, Brzina Anna, BrzinsS Aivars "Latvijas

matenatikas olimpizu (25.-51.) 2.&rtas (rajonu) uzdevumi un atrigjnmi

LATVIJASRAJONU 46. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

5. klase

46.1. a) Sagrupjam dotos skaitis [Ec kartas pa 10.
1+2+...+10
11+12+...420

91+92+...+100

Apskatim So katru 10 skdit summu.

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10 = 55a'Kka katras grupas skditvieni ir tie paSi pirras
grupas skait, tad katras grupas skitsumma beigsies ar skaitli 5, jo desmiti
nemaina skajti summas §¢jo skaitli. Bet grupu ir 10 umemot 10 8du skaitu
summu, kopja summa beigsies ar 0.

b) Izmantojam to pasSu metodi, ko a vari@ar@agrupjam skaifus ec kartas pa 10.
Soreiz skaiu grupu, kas beidzas ar 5, ir 199 (pa 10 $kait kats). Tad $o grupu
skaifu koggja summa beigsies ar skaitli 5. Bepus grupm Vel paliek skaiti 1991,
1992, 1993, 1994, 1995, 1996. So dkeiumma beidzas ar 1atad koja summa
beidzs ar 6.

46.2. a) ja, skat. zm.

b) re; no 15 kvaditiniem sastvoSo figiru nevar sagriezéetras vieradas ddas, jo
ratinu skaits nedak ar 4.



46.3. N¢, ta nevar Ilat. Ja ieg@tais skaitlis ir 6 reizes maks par gkotngjo, tad

sakotngjais skaitlis dais ar 6 un, ja tas d& ar 6, tad tas dad af ar 2.
Lai skaitlis daitos ar divi, tam gbat para skaitlim, kuramgbeidzas ar §c iesggjas

maziku para ciparu, jo prceot So beidzamo ciparu uz sKaitsikumu, skaitlim

jaklast mazkam (gc uzdevuma nosgamiem). Mazkais mra cipars, kas var
atrasties akotngja skaifa beigis un jauniegta skaifa skuma, ir 2.

Toties, ja 8du jauniegto skaitli pareizina ar 6, tad i@gtam vaiik neka 4—ciparu

skaitli, bet 26 dod divciparu skaitli nevis vienciparu skaitliz knums vajad&u.

Tatad nav ida 4—ciparu skd#, kads ir prasis uzdevura.

46.4. To var izdait, piengram, &di:

5|64
21203
12|11 | 10

46.5. lzdomasim, ar kdam moretam var samakd jebkuru summu no 1sdz 9

sanimiem ieskaitot.

Summa| 1. izteikSanag 2. izteikSanas
veids veids
1s 1s -
2s 1s+1s 2s
3s 1s+1s+1s 1s+2s
4s 1s+1s+2s 2s+2s
5s 2s+2s+1s 5s
6s 2s5+2s+2s 5s+1s
7s 5s+1s+1s 5s+2s
8s 5s+2s+1s 5s+1s+1s+1s
9s 5s+2s+2s 5s+2s+1s+1s

Tabuk atrodam veidu, kizteikt summas no Idz 9 ar iespami mazk morgtam.
Summa| Mongtas

1s 1s
2s 2s
3s 1s+2s
4s 2s+2s
5s 5s
6s 5s+1s
7s 5s+2s

8s 5s5+2s+19
9s 55+2s+29




No t@a seciram, ka, jebkuru summu no 1Islz 9 sanimiem ieskaitot var samaitsar 4
moretam: 1s, 2s, 2s, 5s.

Lidzga veida noskaidrojam, ka, lai samaits jebkuru summu 10s, 20s, 30s, ..., 100s,
pietiek ar 4 moetam: 10s, 20s, 20s, 50s.

Grupgjot &is 8 mortas kopa var samaka an jebkuru summu no 108z 100s. Ttad

8 morttas var Iot Sadas: 1s, 2s, 2s, 5s, 10s, 20s, 20s, 50s.

6. klase

46.6. Ta ka at@alums starp pilgtam ir nemaifgs (1996 km), tad, protams, uz ans
plaksritem abu uzrakso skaitu summa ar ir 1996. Lai katrs no summas
saskailmajiem uz Kdas piéksrites daitos ar 7, ar 7apaks af paSai summai 1996.
Bet 1996 nedak ar 7, #pcc nav &da staba, uz kura abi skadalitos ar 7.

46.7. Javar.
Visas kuba Kautnes sadaim 3 virzienu grups. Katra no 8n gruam tiek garstaveta
katra kuba virsotg, jo no katras virsotnes iziet tieSi pa vienam rexym kata

virziena. (skat. zm.)

Sadaisim af 12 skailus 3 grups ec atlikumiem dalot ar 3. Viengrup ir skaifi,
kas dod atlikumu 1, dalot ar 3, agrum ir skaiti, kas dod atlikumu 2, dalot ar 3, un
treSaj grum ir skaifi, kas dod atlikumu 0, dalot ar 3.

lor.— 1,4,7,10;

29r.— 2,5, 8,11,

3.gr.— 3,6,9, 12.

Redzams, ka pirmajgrup ir skaifi, kuri ir izsakimi vispariga veida 3a+1, otrap
grupa — 3b+2 un treS& grum — 3c.

Apskatim summu, ko ieg@st, ja saskaita pa vienam skaitlim no katras grwsariga
veida:

(3a+1)+(3b+2)+3c = 3(atb+1).



Redzam, kaissumma dais ar 3. htad atliek tikai 1. grupas skhis piekirtot viena
virziena &autrem, 2. grupas skaiis — otra virzienak&utrem un 3. grupas skaits —
tre& virziena &autrem, vajadzgo esam parkusi.

(Pastiv ar citi skaiflu izkartoSanas veidi.)

46.8. Dota zimgjuma re£i ir 25 ritinu virsotnes, kuis var atrasties trijgtu virsotnes.

Devinus trijstirus izvietot nevas, jo 93>25. Tatad par 8 trijgiriem vaiak uzamet

nevar. Zmgjuma paidits, ka var izvietot 8 trijstus.

46.9. lIzkrasosim kvadita rhtinas Saha galda kartiba. Piegemsim, ka misgtie
taisnstiri parklaj melno diagoali. Katrs taisndiris ar izneriem 1x2 ratipas [arklaj
vienu melnu un vienu baltuitinu. Bet katé pug no melras diagoiales balto @tinu ir
par 3 vaigk nelda melno ftinu. Lai &is @rsegtu ar taisnsti, nepiecieSami tieSi 3
taisnstiri uz katru pusi un Sie taistist dalgji atrodas uz mekls diagoiales.

46.10. Piememsim, ka Sie skaditir a<b<c<d<e<f<g. Izélamies 3 lieikos no tiem: e, f
un g un apskatn to summu.

Pienemsim pretjo, ka e+f+g<50. Tda gadjuma e<15, jo rikoSo tis skaitu summa
16+17+18=51>50. Noatseko, ka €14, =13, Ix12, &l11 un visu sepiiu skaitu
summa ir atb+c+d+e+f+g = a+b+c+d+(e+f+g) £11)+(12)+(13)+(E14)+(<50) <
100. Bet i ir pretruna ar uzdevuma nogamiem. Tatad pimémums ir nepareizs un
e+f+g=50.

7. klase

46.11. Skat. zmgjumu.




46.12. Monomam xyz kombigam pakipes &, lai to summa #tu 7. Liebka pakipe
pie kada burta, lai pargjiem batu vismaz pirma pakipe, ir 5. Tad ar to asatkam un
pakapeniski samazim lielako pakipi un palielimm kadu no citm pakipém. Tadu
monomu ir 15:

Xyz, Xz, Xy°z, ¥z, Xyz2, Xy, 3oV, xR, XY, Xzt xyz, xy'P, xy*Z,
xy?’z*, xyz".

46.13. Sanumuwgjam uzdevura dofas 5 dienas ar numuriem — 1. diena, 2. diena, 3.
diena, 4. diena un 5. diena. Lai kattgitis batu apciemojis katru citu, tad katrs
rakitis £dés mjas tieSi divas dienas:

pirmais — dieds ar numuriem 1. un 2,;

otrais — dieas ar numuriem 1. un 3;

treSais — diexs ar numuriem 1. un 4.;

ceturtais — diegs ar numuriem 1. un 5.;

piektais — dieds ar numuriem 2. un 3.;

sestais — diegs ar numuriem 2. un 4.;

sepitais — dieds ar numuriem 2. un 5,;

astotais — diers ar numuriem 3. un 4.;

dewitais — dieas ar numuriem 3. un 5.;

desmitais — dieis ar numuriem 4. un 5.

Ta ka neviens no dienu numurdanem nesaki, tad katrsiikitis apciemos katru.

46.14. Dotajam regim ir 5 horizonélas un 5 vertiklas nijas. Ta ka uz katras no
rezga linijam atrodas 5 krustpunkti un jebkurai daudestmalai ir 2 galapunkti, kam
jaatrodas uz Siem krustpunktiem, tad uz katrasimigain var uzvilkt ne vaik par
divam daudzstra mahkm. Tatad daudzsirim kopa nevar It vairak par 20 mam -
52 malas uz horizoakam linijam un 52 malas uz vertidam [inijjam. Ka uzamét

daudzsiri ar 20 maim, pagdits Zmejuma.




46.15. Pieadisim, ka 8 un vaiik skaifus & uzraksit nevar. Iz€lesimies 8 natulus
skaifus , apmmesim Sos skaits ar a, b, c, d, e, f, g, h.

Pec uzdevuma nosgamiem katrucetru Ec kartas uzraksto skaitu summa ir nejra
skaitlis, aipec skaiti a+b+c+d un b+c+d+e ir ne@ skaiti. Ta ka abas summas satur
skaifus b, c un d, tad skéigm a un e ir vieidas pariites (vai nu abi Fra, vai abi
nepara skaiti).

Pec uzdevuma nosgamiem katru piecu g kartas uzraksto skaitu summa ir pra
skaitlis, fipec skaiti a+b+c+d+e un b+c+d+e+f irapa skaiti. Ta ka abas summas
satur skaius b, ¢, d un e, tad skig@m a un f ir vieddas parites. Tad noa seko, ka
viemadas parites ir gan skaitlim a, gan skaitlim e, gan skaiti

LidZiga veida piefada, ka vieadas pariites ir gan skaltem b, f un g , gan skiem c,

g un h.

No ta, ka vieradas pariites ir skaiiem a, e, f
b, f, g
¢, g h,

seko, ka viemdas parites ir gan skaitlim e, gan skaitlim f, gan skaitlgngan ar
skaitlim h.

Ta ka skaifu e, f, g, h pariites ir vieradas un to summa, protams, &rg skaitlis. Bet
ta ir pretruna ar uzdevuma nofamiem, jo e, f, g, h icetri pec kartas uzraksti
skaifi un to summa ir negpa skaitlis. idz ar to 8 skalus uzrakst nevar.

Ka uzraksit 7 skaitus, pafdits pienera: 1, 1,1, 2,1, 1, 1.

8. klase

46.16. No dot seko, ka x un y ir kvadivienadojuma f+7t-11 = 0 divas dailas
saknes.

Atveram iekavas: (1+x)(1+y) = 1+x+y+xy.

Ta ki x un y ir kvadatvienadojuma f+7t-11 = O saknes, tad ir & ai Vjeta
teo€ma: x+y = -7 un xy = -11.

levietojam Sos zi@mos lielumus vajadgaja izteiksne:

1+x+y+xy = 1+(-7)+(-11) = -17.

Tatad (1+x)(1+y) = -17.

Parbaudim, vai x#y.



46.17. Apskatm tris sekojoSus natiius skaitus vispriga veida: n-2, n-1, n.
Sareiziim pirmos divus fc kartas sekojosus natilus skaitus (n-2)(n-1) = f3n+2
un izdahkm ar treSo pc kartas sekojoSo natalo skaitli n. Atceramies, ka summa gl
ar doto skaitli, ja katrs summas loceklisasahr So doto skaitli.

Tatad redzam, ka izteiksme&8n+2 pirmie divi locek dalas ar n, bet 2 neda ar n.
Tad visfariga veida izteiksme -3n+2 ir @rveidojama E:

n®3n+2 = (n-3)n+2, no kurienes semim, ka jebkuru divu viens otram sekojosu

natuglu skaifu reizirgjumu dalot ar akoSo natuilo skaitli, atlikun iegast 2.

46.18. Ng, ta nevar gadies. Kubam ir 8 virsotnes un katwirsotre “satiekas” 3
kvadmtini ar kopgam makm. Siem 3 kvaditiniem katram jbit saw krasa — vienam
baltam, vienam sarkanam un vienantama Lidz ar to ir 8 balti, 8 sarkani un 8lza
kvadiatini.

46.19. No dotajiem 10 cilekiem uz labu laimi izelamies 4 cilekus. Talak ir divas
iesgEjas. Ja katrs no izletajiem 4 cilvekiem pazst katru, tad viss ir dtiba. Otra
iesgEja, ka A un B viens otru nepat. Bet & ka katram bija 5 pastami cileki
konferene, tad A un B kop ir 10 pazhas starp atlikuSajiem 8 no konferences
dalibniekiem. &tad A un B ir vismaz divi ka§)i pazinas X un Y. Tad arpie apéa
galda noadina Sos 4 cilgkus attietga seéGba: A, X, B, Y.

46.20. Atceramies, ka izliekta ni#ta argjo lenku summa ir 360 un jebkuraargja
lenka un daudzsta lepka, kurS ir § argja lepka blakuslekis, summa ir 180 Ja
daudzsira lepku lielumiem pizsakis ar veseliem skaitiem @fu, tad ar veseliem
skaitiem g&du jaizsalas af argjiem lepkiem. Lidz ar to 360 jasadala pc iesgjas
vairak veselos skaibs un to var izdar, ja 360 sadala pa“l jo 1 ir mazkais veselais
natuglais skaitlis. No @ secirmm, ka liekkais malu skaits izliektam daudastn ir
360 un Sim daudzstim visi lenki ir vienadi - 179. Tatad uzdevuma nosgemus
apmierina regaks 360—diris.

46.21. Vienam diskriminantamapit nullei, itad a=9 vai a=+5. Ss \ertibas
japarbauda. Redzam, ka der tikartibasa = 9un a= 5. Ja a=- §j tad viena sakne

vienadojumiem saki.

46.22. a) lewrosim, ka 1996=4990 4 No 499 pc kartas nemtiem natuiliem
skaifiem viens das ar 499; starp jebkuriem 4g@ kartas nemtiem natuiliem

skaifiem viens dalis ar 4. Bpéc reizirajums dadis ar 1996.



b) Ta ka 499 ir pirmskaitlis, tad.[2[3[---[498 nedaks ar 499, un,atad, nedas af
ar 1996.

46.23. No 46.4. zmejuma redzams, ka pietiek ar @is8u izgrieSanu.

46.4. Im.

Ar maziku skaitu siriSu nepietiek. Sadasim doto kvaditu 9 kvadatos, kK pafdits

Zimgjuma 46.5.

46.5. Im.

Ja izgriezam tikai 5 stiSus, tad kop izgrieztas ir tikai 15atinas; tas nome, ka

kada no kvadatiem nav izgrieztas vaik par vienu #@itinu. Saji kvadita var &da

gadjuma ievietot \&l vienu sfiriti.
atb+c

46.24. Izmantojot vieadibas p = un S= %ab, iegastam prago:

IO(IO_C):a+b+cﬂ91+b—c:(a+b)2—cz:(a2+b2—cz)+2ab:@:s
2 2 4 4 2
c+(b-a) ¢-(b-a) _c®-(b-a)’ _a’+b’-b®-a’+2ab
- -b)= [F = = =
(p-a)fp-p) -+ b-adg=b-a)_c'=(o :
d_g
2

46.25. a) Robots to var izdar&di: ABCD - DEABC — BCDEA - BACDE.



b) No a) d#as risimjuma redzams, ka var sameinietam jebkuras divas gmatas, ja
pa labi (analogi pa kreisi) namh atrodas vismaz 3 citasatéd, ja ir 1996 gimatas,
tad jebkuras divas blakusgb&s var samaiit vietam; tas nomng, ka var iegt

jebkuru gamatu izvietojumu.

46.26. Ng; jo no nevieadibasa+b+c <1 seko, kaO<a, b, c<1. Tatad

a’<a,b?’<b,c’<c un a’+b*+c’<a+b+c.

46.27. Rinka centrs atrodas daud#@sh iekSpus. Savienojot to ar daudisa

virsotrém, tas sadak vieradsanu trijstiros. Ta ka starp daudzéta mahkm ir af
dazdas, tad atradies divi blakusawosi trijstiri OA/A, un OA,A,, kas nav vieadi.

No t, ka visi daudzsira lepki ir vienadi, seko, ka trijstris OA,A, vienads ar trijstri
OA A, ; tatad vieradie trijstiri izvietoti pamsSus, un noa seko, ka daudzsta malu

skaits ir fra skaitlis.

46.28. a) S=(a+1)+(a+2)+--+(a+n)=na+ n(n2+1). Redzam, ka skaitlim
n =1996[2 = 3992 prasta ipadba izpilds.
b) Pieadisim, ka & ir mazka vértiba, kurai izpilds prasta ipasdba. Tiedm, nemot

a=1 un a= 2, iegistam, k{2n+@j—(n +@j:n daks ar 1996. Bet

skaitlis n = 1996neder, jopemota = 1, iegistam summu, kura nedalar 1996.

46.29. Skat. 46.6.m.

46.6. Zm.



Apzimgjam tred rinka centru arS Tad cetrstiri ACSM un BCSN ir rombi; &apec
NB||SC un SC||MA, itad NB||MA. Ta ka bez tam NB = MA, tad AMNB ir

paralelogramsapéc MN || AB .
46.30. Nostadam kernus piros patvéigi. Ar S apzmésim draudmo [aru skaitu; ja
S =5, tad viss ir Krtiba. Ja tongr ir paris (A, B), kas nav draugi, tad gax ganB ir
antipatijas ar \&l 3 bérniem. Tapec starp atlikuSajiem 4apiem var atrastatlu fari
(C, D), ka starp priem (A, B) un (C, D) pastv augsikais viena antiftija. Ja ida
ir, piemeram starpA un C, izveidojam jaunus gsus (A, D) un (B, C). Sadas majas
rezulita "nedraudmo” paru skaits samazijies. Pakpeniski tiek likvickti visi
"nedraudzgie" pari.
46.31. Ja ievietojam pi@damaj vienadiba z = —(x+ y), tad iegistam prago.
Tacu patiesha prasta viemdiba seko ngoti popubras identiites:

X3 +y3+2° =3xyz = (x+y+2){x? +y? + 22 - xy - xz - yz).

To var @rbaudt, sareizinot dais izteiksmes un savelkatligos locekus.

46.32. Skat. 46.7.un.

zZ

46.7. Im.

No hordas - pieskaresplga un ievilka lenka ipadbam seko, kalJXKN = [JKMN .
No rinki ievilkta cetrstira ipadbam seko, ka OKMN =180 -OAMN = [ABN .
Tatad OXKN = JABN , no kurienes seko taid KX unAB paralelitite.



46.33. Izvelesimiesk ta, lai izpilditos kongruences =n(mod2) un k = m(mods3).

To var izdatt, izmantojot 8du tabulu

n(mod2)= 0 0 0 1 1 1
m(mod3)= 0 1 2 0 1 2
k= 042315
Tad ak +b=an+b =0(mod2) un ak +b =am+b =0 (mod3); tatad ak +b daks ar
6.
46.34. Skat. 46.8. um.
C
L, R
M d /N
, \
A B
46.8. am.

Novelkam MN || AB . Tad trijstiri MCN un ACB ir lidzgi ar lidzibas koeficientu%.

2
Tapec Sy :(éj (5, =4. Piggemsim, ka taisn&kKL nav paratla malai AB.

Izvélésimies uz taisneKL tadu punktuR, ka NR|| AC . Viegli pie&adit, ka trijsitiri
OMK unONRir vienadi. Taka S, < Syr = Sowx » tad

SKCL = SMCN + SOMK - SOLN > SMCN = 4



46.35. Sadaim ritinas 8 grups, ka paiadits 46.9. Imgjuma.

N w| B ol oo | oo
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46.9. Im.

Vienas grupasitinas neatrodas ne vigminda, ne viea kolonra. Ja kat® grupa
atrastos ne vaik par 4 zvaigziiem, tad kop to biatu ne vaigk par 32; itad kada no
grupam ir vismaz 5 zvaigztes. Tas af izvélesimies.

46.36. Izpildot parveidojumus iegstam

. . . 2 . . . 2
sin” x + cos' x =sin’ x+(1—s|n2 x) =sin* x-sin® x+1= (sm2 x—%) +22

»lw

46.37. lzteiksmi var prveidot forna

n*-5n° +4=(n? -1)qn® - 4) = (n-2)fn-1) fn +1)dfn + 2).
Viens no 5 pc kartaspemtiem skaiiem n—2, n—-1 n; n+1 n+2daks ar 5 (bet tas
navn, jo n ir pirmskaitlis); fipéc reizirajums das ar 5. B ka n nedaks ar 3, tad no
diviem skaitiem n—2 un n-1 viens dais ar 3; jan — 2dalas ar 3, tad arn+1
daks ar 3; jan —1daks ar 3, tad arn+ 2 daks ar 3. Rtad viss reizigjums dais ar
9. Ja skaitlis dak ar 5 un 9, tad tas dalar 45.



46.38. Ne. Aplukosim domajama daudzskalga %elumus ar plakem, kas paralas
plaknei ABC (skat. 46.10.1m.). Virzot s plaknes no apakSas uz augSu, redzam, ka
punktsM atrodas ze@ak neka N; lidzgi N atrodas zek neki K unK atrodas zemk

neka M; iegita pretruna. dtad dotais un¢jums nevar bt daudzskalga projekcija
plakre.

46.10. Im.

46.39. Skat. 46.11.1m.

46.11. Im.

Atceresimies, ka apvillk rinka finijas &Adiusu apgkina pec formulas R:a_bcc'
Aplikojot trijstari ABD, iegistam R= adf _ ad Lidzgi iegistam &das
’ 2f AS 2AS

ab bc

vienadibas R = = =
2BS 2CS 2DS

. Tapec



R = (abcd)?

~ 16[AS[BS[CS[DS’
2 2 2
Talak ieverosim, ka ASEDSS(@} :% un dzgi BSEDszT. No

(abcd)?  (abed)?

16[AS[BS[CSDS -~ e f2 ; izvelkot ceturds pakipes sakni,
e

Sejienes R =

iegiastam prago.

46.40. Aplukosim studentuS,, kas atAca uz kafejicu [Edgjais; piepemsim, ka tas
notika laika moment t,. Apzimeésim arG to studentu grupu, kas Sai laifau bija
aizgajusi. Mums pietiek pieadit, ka visiG studenti bijusi kafejita kada momeni t,;
tad par meldjamiem momentiem vaspemtt, unt,.

Aplukosim studentuS, noG, kas ataca @Edgjais. Vina atrakSanas i visa grupaG
jau bija ieradusies, un neviens @ovel nebija aizgjis; tiesam, ja grupass students
S, jau kitu aizgiyjis, tad S;, S, un S, batu tris studenti, no kuriem nadi divi nav

tikuSies, beta ir pretruna ar uzdevuma nogamiem.



