Latvijas 57. matemitikas olimpiades (2006./07.m.g.) 2. posma uzdevumu

isi atrisinajumi

5.1 Ja, var; skat., piem., 31m.

5.2.Varnpemt, piemdram, 13 kartias ar skaltem

Pagdisim, ka 13 irmazakais iesgEjamais kartju skaits. Pigemsim, ka a un b — divi
mazikie dazadi skaili, a < b. & ka summai a + bajzsalés el citadi, jabat vél pa vienam
eksempiram gan a, gan b. Lai summu a + aguarizsa@t ar ciam kartipam, jabat vél
diviem a eksemptiem. Lidzigi konstag, ka liekkajai \ertibai d abut vismaz uz 4 kaniiam
un otrai liekkajai \ertibai ¢ — vismaz uz 2 kantim. Ta ka jabat vismaz 5 daiiem
skaifiem, tad nepiecieSama&h13. kartha.

2007
1 | 2006
2 | 2005
3 | 2004
1003 | 1004

3. Zm.

1:1:1;1:2:2:3:4:4:5:5:5; 5.

5.3. 2, var; skat., piem., 41m.

5.4.a) Ne, nevar; neviena meitene nav gla par visgaiko zenu.
b) ja, var; skat. sekojoSo tabulu, kur doti augumi gaatros.

Zeéni Meitenes
170 169
168 167
166 165
164 163
162 161

JAlfa”

5.5. Atbilde: 10248

Risinajums: mazkais piecciparu natalais skaitlis, kam visi cipari ir dadi, ir 10234
(vispirms iz\Elas iespjami mazu pirmo ciparu, tad — ieg@mi mazu otro utt.) Virzoties no
10234 uz augsu, atbildi atrodcgminajumu cda.
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2ni Meitenes
170 161
168 169
166 167
164 165
162 163

Beta’




6.1. Atbilde: divi mdli.

a) Pientrs: Alfa un Beta — mie Gamma — patiessikitis; pirmo ffazi saka Gamma, otro —
Alfa.

b) ja mdu batu ne vaigk par vienu, tad vismaz vienu no diviem izteicienie teicis patiess
rukitis. Bet tad ir patia@ba, ka miu ir vismaz divi — pretruna. Ja visikiSi batu mdi, tad
abas fazes ir patiesas, uad teikuSi mé — atkal pretruna.

6.2. a)N&. Viena kolonra ar 4 var atrasties tikai 5, un viekolona ar 11 ar var atrasties tikai 5.

Bet 5 nevar reizatrasties 2 koloras.

b) ja, skat. 5. m.

6.3. a)Ng; 12 figarinam ir pats lielkais 12[4=48<7[7 ritinas;
b) ja, skat., piem., 6.1m.

6. Zm.

6.4. N, neeksist. Tada skaila ciparu summa ir 45atad tas dals ar 9=3[3; bet starp &
pirmreiziratajiem nav neviena trijnieka.
6.5. Piefadisim vispirms, ka ir divi Brni, kam sakit vismaz divu nopirkto siegu nosaukumi (Sis
fakts neizmantos to, ka visi samajesvieradus naudas daudzumus). Ja @am un Dzintaram
nav divu kogju nosaukumu siefu, tad pa abiem wiem ir visu nosaukumu sieij tatad ar visu
tris Maijas nopirkto nosaukumu sigiri Tapeéc no trim Maijas nosaukumiem vismaz diviem ir
jabut ai Guraram vai Dzintaram (préfa gadjuma Maijai varetu bat augsikais divu nosaukumu
sierini).
Apskatisim tos IBrnus, kam divi sienu nosaukumi sakir Ta ka sakit af vinpu samakatas
naudas summas, tad par treSo sienini samaksgjusi vieradus naudas daudzumusg;ka visas
cenas ir daadas, tad sakirai treSo vihu nopirkto siemu nosaukumi.

7.1.Jebkuruin=n*:n° = (nz)5 :(n3)3.

1.2.2) 7, -4, -4, 7, -4, -4, 7, -4, -4, 7, -4, -4, 7
b) pozitviem jabat skaifiem 1., 4., 7., 10., 13. pmgjas. Uz katru pusi no katra no Siem
skaifiem esoSo citu skait skaits das ar 3; sadalot tos gré pa 3, iegstam, ka uz katru
pusi no katra no Siem ski@m A esoSo skdit summa ir negata. Lai visu skali summa
butu pozitva, pbuat A>0.

7.3. 2, var. Skat., piem., 71m.
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7.2m.

7.4. Meklgjamo skaitli apmmésim ar n. & iespgjami pozitivie daitaji (dilstosa segba) ir
.hon.n
Yty
Skaidrs, ka neviens no apskanjiem 3 daZdajiem daitajiem nevar kit n. Ja liekkais no

tiem navg, tad to summa n@psniedz g+2+g <n, un & nevar lat. Tapec viens no 3

dalitajiem ir g un abu prgjo summa |rE Ja liekkais no Siem abiemapgjiem ir g tad
treSais |rg g g Ja lietikais no Siem abiemaggjiem ir mazaks parg tad to summa

negrsniedz— AL E, un & nevar It.
4 5 2

Tapec vieriga iesggja ir, ka Sie dataji ir . Lai tadi dalitaji eksisetu,

wl| >
[ R =]

NS

nepiecieSams un pietiekams, lai nitte ar 6.

7.5.Var rikoties, piendram, &di:
1. ledodam burvim 3 maas; to, uz kuru wS noéda, apamgjam ar A, [aréjas — ar B un C.
2. ledodam burvim 3 citas métas; to, uz kuru wS no&ada, apmmgjam ar D, @rgjas - ar E

un F.

3. ledodam burvim 3 citas métas; to, uz kuru wiS noada, apamgjam ar G, préjas — ar H
un I.

4. ledodam burvim A, D, G. Piemsim, ka wS nofda uz A (citus gagumus analiz tieSi
tapat).

Pieradisim, ka A ir viltota. Tiefam, vismaz viena viltota m@ta starp jau frbaudtajam
devinam ir. Tapec vismaz viena no A, D, G ir viltotaggec A ir viltota.

8.1. Skokni, kas uzraksfa ,gas”, visi Kudijas. Dazi no 22 skolniekiem, kam bijargksta
»galds”, uzraksja ,gals”, @rgjie — ,gads”. Tatad no 15+15=30 atbiéth ,,gads” un ,gals”
22 atbildes ir nepareizas, bet 30-22=8 atbildeareipas.

8.2. Ar ekvivalentiem arveidojumiem vieadojums arveidojas par
x(x? —1)(x? - 4)(x* —9) = 0. Tapec atrisirijuma kopa if{ 0 1+2:+3}.

8.3.Atbilde: ng, nevar.
Risinajums: trijstart pret liekku malu atrodas lieks lepkis. Tapeéc no uzdevurm mingtajam
sakarbam, apskatotAAOB,ABOC ACOA, sekotu OB>0OA, OC>0B, OA>0C, na lseko
OB>0OB - pretruna.
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A C

8.4. No 12 pc kartaspemtiem natuiliem skaitiem vismaz viens das$ ar 5, vismaz viens — ar 7,
vismaz viens — ar 8, vismaz viens — ar 9 un visuiezs — ar 11. Mekjamajam skaitlim A
jadalas ar 5; 7; 8; 9; 11.aka Sie skaili ir pa pariem savstar@i pirmskaitli, tad A pdaks ar
to reizirgjumu 507[8[9[11= 27 720. Ktad A = 27 720. Skaidrs, ka skaitlis 27 720 #mkr
1;2;3;...;11;12. Ttad mekéjamais skaitlis ir 27 720.

8.5. Katra griezot ie@taja kvadita vienas kiisas fitinu ir par 1 vaiik nela otras késas fitinu,
un vaiakums atigu ir taja krasa, kura ir centala ratina. ,Vairakumu nodrosinoso” balto
ratinu jabat tikpat, cik ,vaiitkumu nodroSino$o” melnaitinu, jo lielag kvadata melno un
balto fitinu ir vierads daudzumes.

9.1. Sadi pirmskaiti var bat, pieneram, 23; 41; 59; 67. To summa ir 19G. fevar It citada, jo
cipari 2; 4; 5; 6 nevarilt saskaimo pirmskailu vienu cipari; apec tie ir desmitu cipari, un
meklgjama summa noteikti il02+4+5+6)+ (1+3+7+9) =10(17+20=190.

9.2. Pieadamo nevieadibu viegli p@rveidot par (x—-2y)(2x-y)<0 un @lak par

(é —lj(i - Zj <0, kas ir abmredzami.

y 2]y

9.3. Mediana pret hipotefizu vierada ar pusi no hipotézas, #pec MA=MC. Ta ka
AAMC ~AAYX , tad YA=YX. Pieskaru vierdibas @& YA=XA. Tapec AAYX ir
regubrs, JA =60° un OB =30°.

C

A B
Y M 2.2m
9.4. a)Ja visi iesgjamie policistu trijnieki ir nodez@jusi pa vienai reizei, tad katrsans ir
dezugjis kopa ar pieciem citiem policistiematiad var it n=5.
b)atelosim policistus ar regafta 7-stira virsotrem. Ja pa reizei dezts visi tie policistu
trijnieki, kuru atbilsto8s virsotnes veido viewlsanu trijstiri, iegasim situaciju ar n=3.
9.5. Katra 2x2 ritinu kvadita var kit ne vaigk ka viens f@ra skaitlis. Btad nepra skaifi
lerakstti vismaz 25x 3 =75 reizes. & ka to pavisam ir pieci, iagtam a) risiajumu.
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Katra 2x 2 ratipu kvadata var kit ne vaigk ka viens no skaliem 3;6;9. Bpéc kata 2x 2
ritinu kvadata ir vismaz 2 skalt no kopas{15;7} ; titad to pavisam ir vismaz 503 ka
3[16< 50, iegistam b) risigjumu.

10.1.Safdzinam divas mogtas A un B. Pasv divas iespjas.

1. A un B ir dazdas masas. Tad viena raontir viltota, otra —sta. Sadam atliku&s 2004
moregtas 1002 pros un katru no tiem gdkzinam ar m@ri (A, B). Katra s\erSara mes
noskaidrosim, cik viltoto matu ir konkegtaja pari. Pavisam tiks izmantotas
1+ 1002 = 1003 svsSanas.

2. A un B ir vieradas masas. KiepriekS satizinam pari (A, B) ar citiem mo®itu pariem,
kamer atrodam pri (C, D), kura masa dtfas no ( A, B) masas. Riemsim, ka (C, D)
kopgja masa ir maaka neki (A, B) kopgja masa (otrs gapims ir ,simetrisks”). Tad A un
B, ka ar visas citasilz Sim se@rtas morgtas iristas. Satlzinam C un D. Rezuiita mes
atrodam vismaz vienu matu no gra (C, D), kura ir viltota. Tagad izveidojamrp(ista
moreta, viltota mo@ta) un turpiam ki 1.gadjuma. Pavisam tiks izmantotas
1+ 1002 + 1 = 1004 sv8anas.

10.2.Pie nefra n to var izdat, pieneram, &di: 2;4;6;... rinds visas #itinas nokéso melnas, bet
PErejas rindas visas #itinas nokéiso &di: 1. rinch bsbs..., 3. ringlsbsb..., 5. rindbsbs..., 7.
rinda sbsb... utt. Pien = 4 var kit, piengram, 3. zm.

b|{m|s | m
s | m|b |b
b|{m|s |s
s mib [m |3 zm.

Ja n — pra skaitlis, kas das ar 4, kvaditu sadalad x 4 ratinu kvadatos un izmanto 3.1m.
redzamo kKisojumu.
Ja n — pra skaitlis, kas nedad ar 4, kvaditu sadalaetros viedos kvaditos ar nepra
skaitu Gtinu kata un izmanto #&kuma mingto krasojumu.

10.3.a) piengram, n = 30; dalitaju grupas irl+2+3+5+10+15= 6+ 30.
b) ja p — ,pietieckami liels” pirmskaitlis, apskat skaitli 6p. Daitaju grupas ir
1+2+3+p+2p+3p=6+06p.

10.4.Skaidrs, kaABSC~ ADSA (atbilstoSie leki vienadi ka krustlepki un ka iek&jie Skerslenki
pie paratlam taisrem). LidZzigos trijstiros augstumu attilwa vierada ar atbilstoSo malu
attieabu, @apéc BC : DA = BM : AM. Tapec ACBM ~ADAM, un iedistam
OBCM = JADM. Tad OCMS=[0BCM = JADM =[DMS, k.b.j.

B C
M i S

4. 7M.

A D

10.5. leverosim, ka f(x)=(x+4) 4. Tapec f(f(x))=((x+4) —4+4f ~4=(x+4)' -4 un
PO =(x+4)* -a+4f ~a=(x+ay -4,
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Risinot vieradojumu (x + 4)° -4 = 0, iegistam
(x+4)’ =4
x+4=+42
X = —41@

11.1.Parveidojam vieadojumu parx(x +3) =2%. Ja x- pra skaitlis, tad x+3 — napa skaitlis,
kas liekks par 1,4tad dads ar kdu nepra pirmskaitli; tadx(x +3) nevar it vierads ar 2
saskaa ar aritnttikas pamatte@mu. Lidzgi nevar fat, ka x>1 un x — neppa skaitlis.
Parbaudot x=1, redzam, ka y=2afad (x;y) = (12) ir vierigais atrisigjums.

11.2.a) Pimemsim, kaida mra nav. lagsim katram @nam uzrakst y dazdas kaftes — katru
ar savu 9rdu un kdu tis meitenes ardu, kas wwam paik. Lidzigu darbu digsim izdart
meiterem. Ta ka savstarpju simgtiju nav, tad nav divu kau, uz kuigm bitu vieradi
uzraksti; #pec kariSu nav vaiitk par ro=r’. No otras puses, k&t ir
xM+yh=(x+y)B>nH=rf — pretruna.

b) Attelosim meitenes ar punktiempkia fnijas iekSpus, bet Znus — ar punktiem sika
linijasarpust (skat. 5.mm., kur n=9).

5 2 5.Zm.

Ja katrai meitenei pi&t x zeni pulksteya raditaja kusibas virzied, sakot ar to, kurS aw
vipai blakus, bet katramémam — y meitenes pulksi® raditaja kustbas virzied, sakot ar
to, kura siv vipam vienu powiju priek&, tad savstagu simpatiju nav.

11.3. Ja, eksist. Pietiek, ka to grafiki krustojasa,t ka pa@dits 6.2m. Sada risinajuma
nepiecieSams, lai vai nu tiktu @drti konkréti trinomi, vai ai pamatots, #pec tads
ZIMgjums ir izveidojams (jo principvarctu gadties, ka Imgjuma pafdita krustoSaas nav
iesggjama).
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11.4.Ta ka OAYC=90°=JAXC, tad ap AYXC var apvilkt rika fniju; tapsc JACY=0AXY ka
ievilkti lenki, kas balsts uz vienu un to pasu loku.
B

A

M ) 7.ZIm

Apzimésim OACY=0OAXY=¢. lIzmantojot trijstira lenpku summu, viegli iegt, ka
OAMY=2¢ unJAZY=2¢, tatad JAMY=[AZY. No Sejienes seko vajatais.

11
4=

11.5. Doto vieradibu varam ekvivalenti gveidot parlzx—zz. Tatad dotajiem skaliem
y

apgrieztie skalit veido aritngtisku progresiju; aenredzami 8 progresija irl;

oo
olh
olw

Z; l,un pasi skaltir 1, 9; E;z; 3: 6.
6 6 5’2

12.1.Jaa, =1; a, =2;a, =4;a, =8 un f(x)=x? —x +2, no miretajam vieradibam pastyv tikai
pirmas divas. Visas 1§ vieradibas nevar vienlaigi pasévét. Ja & batu, tad
kvadmtvienadojumamf (x)-qX =0 (q — progresijas kvocients)itu 3 dafdas saknes,

a,, a,, bet tas nevarih

12.2.Athilde: n=2,k=0;1;2; ... .
Risinajums. Ja k = 0, tad n = 1; viega spuldze tiek iesbta, un 3lak nekas netiek das.
Pie n = %, kON, katram no dafajiem d= 2; 4; 8; ...; &% 2° atbilsto& maiqu rija skar
katru spuldzi O vai d reizesatad kopumi neietekné tas stvokli), kanmer dalitajam 1
atbilstod <trija maina katras spuldzesagbkli 1 reizi. Tapec beidis visas spuldzesub
ieskgtas.
Ja turpret skaitlim n ir kads nepra pirmskaitlis p, ar kuru n da, tad (p+1} spuldze
(uzskatot S par pirmo spuldzi) tiks ,aizsta” tieSi divas reizes &djas, kas atbilst n
dalitajiem 1 un p) unapec beidgis paliks izstgta.

12.3.TieSa prbaude paada, ka neder n=1; 2; 3; 4; Gfdd n>6. Ja n, dalot ar 3, dod atlikumu 1
resp. 2, tad n-1 resp. n+1 nav pirmskaitlispéC n daks ar 3. Ja n-n@pa skaitlis, tad n-1
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12.4.

12.5.

2006./2007. m.g.

un n+1 nav pirmskdit tapéc n dafis ar 2. Rtad n dais ar 6. Tad n ir dahji 1,

w|>o

NS

[ R =]

n. Bet g+g+%+n:2n. Saskaa ar uzdevuma nosgemiem 1 pbat vienam no

o n.n
skaifiem —; —;

5 2 ; n. Mums der tikailz%; tad n=6. Parbaude pada, ka § vértiba

n
3
der.

Ta ka AX=BX, mums pietiek pieadit, ka BX=YZ. Tas ks pie&adits, ja iegisim, ka
ACZY=AZBX. Bet @ tas ir, jo (1) CZ=ZB k hordas, kas savelk vigthus lokus
(O0CZz=0ZB, jo uz tiem balsgis vieradi ievilktie lenki CAZ un ZAB);

(2) OCYZ=20CAY=[CAB (argjais lekis ACYA); lidzagi 0zXB=OCAB. Tatad
OCYZ=0ZXB;

(3) OCzZY=0O0CZA=0CBA=0ZBX.

No (2) un (3) seko, kaACZY[AZBX. Tas kop ar CZ=ZB dod vajadgo trijstiru
viemadibu.

Atbilde: ar 144 gjieniem.

Risinajums. Sakuma ir 72 melnasitinas. Lai melnutinu parveidotu par baltu,as kiasa
jamaina divas reizes.aTka sakotrgji melnagm ratipam nav kopgu malu, tad ar vienu
gajienu var skart tikai vienuakotngji melno fitinu. Tapec nepiecieSami vismaz 22144
gajieni.

Pagfdisim, ka ar 144 gjieniem pietiek. Sadadim kvadatu 24 taisnstros ar izngriem 2x3
ratinas. Skotngji katram no tiem ir viens no &sojumiem, kas redzami 9rz.:

b
m

b
m

b
m

m
b

m
b

m
b

Ar 6 gajieniem vienu taisnsti var parveidot vajadmaja forma:
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b m b m b m m
—>

ml!| b S m| m S b

10.2m. mj|bjmj_ S m

b m b m m

Tatad pavisam pietiek ar BE144 gjieniem.
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Isi noradijumi vert eSanai

5.2 Piengrs — 5 punkti.

5.4.Par katru da — 5 punkti.

5.5. Atbilde bez pamatojuma, kair mazika iesggjama — 6 punkti.
6.1.Tikai atbilde — 3 punkti.

6.2.Par katru da — 5 punkti.

6.3.Par katru dau — 5 punkti.

6.4. Par atbildi bez pamatojuma — 3 punkti.

6.5. Par pieidijumu, ka ir 2 Brni ar vismaz 2 ,kopgiem” sierhiem — 6 punkiti.

7.2.Par katru da — 5 punkti.
7.4.Par atbildi (skalt 6n, n[0 N ) — 4 punkti.

7.5.Par straigijam ar vaiek nela 4 jaugjumiem — ne vaik ka 4 punktus.

8.1.Par nepareizu atbildi, kautiapriedumi ir sagtigi — ne vaiiik ka 5 punkti.
8.2.Par sakem bez pamatojuma, ka citu navid4 4 punktiem.

8.3. Par speaigadjumu apskaBanu —idz 3 punktiem.

8.4.Par atbildi bez pamatojuma, Kait mazika — lidz 6 punktiem.

8.5.Par spealgadjumu apskatanu —idz 3 punktiem.

9.1.Par piendru bez pamatojuma, ka citasrtibas nav iespamas — 4 punkti.
9.2.Par atsevigu pientru apskasanu —idz 2 punktiem.

9.4.Par a) da — 5 punkti.

9.5.Par katru dau — 5 punkti.

10.2 Par risimjumu nefra n — 5 punkti.
10.3.Par a) das — 4 punkti.
10.4 Par nepiltgu pieadijumu, kui trikst biatisku sdu — ne vaigk par 5 punktiem.

10.5.Par parveidojumiem, kas neved pieeniya — ne vatik par 3 punktiem.

11.1.Par atbildi — 2 punkti.

11.2.Par katru dau — 5 punkti.

11.3. Par risimjumu ,ar grafikiem”, nepamatojot, ka vajade konfiguiciju var iegit — lidz 7
punktiem.

11.4.Par speaigadjumiem —1dz 2 punktiem.
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11.5. Par vieadojumu sistmas saatiiSanu, ja nav idtiskas pavirgsaras risirajuma — fidz 2

punktiem.

12.1.Par 2 vieadibu gadjumu — 5 punkti.

12.2.Par katru diau — 5 punkti.

12.3.Par atbildi bez piadijuma, ka 1 ir vieriiga — 2 punkti.
12.4.Par nepiligu pieadijumu — idz 7 punktiem.
12.5.Par katru diau — 5 punkti.

Labu veiksmi Jums un Jizsu skoleniem!
A.Liepas NMS
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