Valsts matematikas olimpiades 1. posma uzdevumi un atrisinajumi
5. klase

5.1. Atrast naturalu skaitli, kura ciparu summa dalas ar 27, bet pats ar 27 nedalas.

Atrisinajums. Der, pieméram, skaitlis 9981. Ta ciparu summa ir9+9+ 8+ 1 = 27, bet 9981:27 =
369, atl. 18.

5.2. Paradi vienu piemeéru, ka ratinu burtnicas lapa nokrasot dazas ritinas melna krasa ta, lai katrai melnai

ratinai bltu vismaz ¢etras melnas blakus ratinas! Divas ratinas sauksim par blakus rdtinam, ja tam ir
kopiga mala vai kopiga virsotne.

Atrisinajums. Pieméram, var nokrasot ratinas ka 1. att.

1. att.

5.3. Zinams, ka katrs klases skoléns nodarbojas ar vismaz vienu no trim aktivitatém: dejo tautas dejas, dzied

kort vai sporto. Ir tikai viens skoléns, kas gan dejo, gan dzied, gan sporto. No visiem klases skoléniem 12
dejo tautas dejas, 11 skoléni dzied kori, 15 skoléni sporto. Ir 3 skoléni, kas gan dejo, gan dzied. Ir 4
skoléni, kas gan dzied, gan sporto. Ir 5 skoléni, kas gan dejo, gan sporto. Cik skolénu ir klasé?

Atrisinajums. Izmantojot Eilera rinkus, attélojam uzdevuma doto (skat. 2. att.). Aprékinam, cik ir tadu
skolénu, kas

o tikaidejo1l2 —4—-1—-2=25;
o tikaidzied11—-2—-1-3=275;
e tikaisportol5—-4—-1-3=7.
Tatad klasé macas5+5+4+ 7+ 14+ 2+ 3 + 4 = 27 skoléni.
12 dejo

avy

15 sporto

11 dzied

2. att.

6. klase

6.1. Uzzimé divpadsmitstiri, kura visas malas novietotas uz 6 taisném! Pieméram, 3. att. dotajam seSstdrim

visas 6 malas ir novietotas uz 5 taisném. levéro, ka no katras divpadsmitstira virsotnes drikst jziet tiesSi
divas malas!

3. att.



Atrisinajums. Skat., pieméram, 4. att.

4. att.

6.2. Sniedzei ir 54 piparkikas un 10 davanu maisini. Vai vina var salikt piparkikas $ajos maisinos ta, lai katra
maisina batu vismaz viena piparkika un nekados divos maisinos nebitu vienads piparkiku skaits?
Atrisinajums. Né, nevar. Apskatam gadijumu, kad katra maisina Sniedze ieliek mazako iespéjamo
piparkiku skaitu. Tad viena maisina bls 1 piparkika, otra — 2 piparkikas, tresa — 3 piparkikas, ...,
desmitaja maisina — 10 piparkdkas. Tacu tada gadijuma visos maisinos kopa jau bdas
1+24+3+4+5+6+74+8+9+ 10 = 55 piparkikas, bet Sniedzei ir tikai 54 piparkikas.

6.3. Vai naturala skaitla ciparu reizinajums var bt 69307
Atrisinajums. N&, nevar. Sadalam skaitli 6930 pirmreizinatajos 6930 =2-3-3-5-7-11. Taka 11 ir
skait]a 6930 pirmreizinatajs, tad meklétajam skaitlim batu jasatur cipars 11, bet 11 nav cipars.

7. klase

7.1. Skaitla n pieraksta izmantoti tikai cipari 1 un 2. Vieninieku ir 7 reizes vairak neka divnieku. Pieradit, ka
n + 2017 nedalas ar 3.
Atrisinajums. Ja skaitla n pieraksta ir x divnieki, tad ta pieraksta ir 7x vieninieki. Lidz ar to skaitlan ciparu
summa ir 2x + 7x = 9x. Tatad skaitla n ciparu summa dalas ar 3 un ari pats skaitlis n dalas ar 3. Skaitlis
2017 ar 3 nedalas (jo ta ciparu summair2 + 0+ 1 + 7 = 10), tatad n + 2017 nedalas ar 3.

7.2. Ekskursija piedalijas 15 skoléni. Visiem kopa Iidzi bija ne mazak ka 122 eiro. Turklat katram skolénam bija
vesels skaits eiro. Pieradtt, ka vismaz vienam skolénam lidzi bija ne mazak ka 9 eiro!
Atrisinajums. Pienemam pretéjo, ka katram skolénam lidzi bija mazak neka 9 eiro. Ta ka katram
skolénam I1dzi bija vesels skaits eiro, tad katram lidzi bija 8 eiro vai mazak. Lidz ar to 15 skoléniem kopa
[idzi bija ne vairak ka 15 - 8 = 120 eiro. legiita pretruna, tatad pienémums ir aplams. Lidz ar to vismaz
vienam skolénam Ilidzi bija ne mazak ka 9 eiro.

7.3. Vai var uzzimét sesas taisnes ta, lai tam batu tiesi a) 6 krustpunkti, b) 16 krustpunkti?
Atrisinajums. a) Ja, var uzzimét, pieméram, skat. 5. att. b) Pamatosim, ka 6 taisném nevar bt tiesi 16
krustpunkti. Divam taisném var bit 0 krustpunkti (tas nekrustojas), tiesi 1 krustpunkts vai bezgaligi daudz
krustpunkti (taisnes sakrit). Tatad katra no 6 taisném var krustot katru no paréjam 5 taisném augstakais
1 punkta. Tatad krustpunktu skaits ir ne lielaks ka 6 - 5: 2 = 15.

AN

5. att.

8. klase

8.1. Atrast mazako naturalo skaitli, kura ciparu reizinajums ir 210 un kas dalas ar 9.
Atrisinajums. Mazakais naturalais skaitlis, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem, ir 567. Pamatosim, ka
mazaku iegit nevar. Sadalam skaitli 210 pirmreizinatajos 210 = 2 - 3 - 5 - 7. Meklétais skaitlis noteikti



saturés ciparu 5 un 7, jo reizinot Sos skaitlus ar jebkuru citu no iegltajiem pirmreizinatajiem, iegisim
divciparu skaitli nevis ciparu. Mekléta skaitla ciparu reizinajums dalas ar 2 un ar 3. Ta ka ir jaatrod
mazakais skaitlis, tad tam jasatur péc iespéjas mazak ciparu. Ja skaitlis satur ciparu 6 = 2 -3, tad
mazakais skaitlis, ko var izveidot no cipariem 5, 6, 7, ir567.Taka 5 + 6 + 7 = 18, kas dalas ar 9, tad ari
skaitlis 567 dalas ar 9.

8.2. Ekskursija piedalijas 15 skoléni. Visiem kopa lidzi bija ne mazak ka 122 eiro. Turklat centu monétas bija

tikai diviem skoléniem; visiem paréjiem bija tikai eiro monétas vai papira nauda. Pieradit, ka vismaz
vienam skolénam I[idzi bija ne mazak ka 9 eiro.
Atrisinajums. Pienemam pretéjo, ka katram skolénam Ilidzi bija mazak neka 9 eiro. Tada gadijuma tiem
13 skoléniem, kam bija tikai eiro monétas vai papira nauda, katram bija ne vairak ka 8 eiro, bet
atlikusajiem diviem skoléniem —katram ne vairak ka 8 eiro un 99 centi. Tapéc kopé&ja naudas summa nav
lielakaka 13 -8 + 2 - 8,99 = 121,98 eiro. legita pretruna, tatad pienémums ir aplams. Lidz ar to vismaz
vienam skolénam l1dzi bija ne mazak ka 9 eiro.

8.3. Trijstlrt ABC no virsotném novilkti nogriezni AM, BN un CK, kas krustojas viena punkta 0. Punkti K, M,
N atrodas attiecigi uz trijstira malam AB, BC, AC. Pieradit, ka AM + BN + CK > %(AB + BC + CA).
Atrisinajums. No trijstlira nevienadibas izriet (skat. 6. att.)

e A0+ ON > AN (AAON);
e CO+0M>CM (ACOM);
e BO+ 0K >BK (ABOK).

6. att.

Saskaitam iegutas nevienadibas:
A0 +ON+CO+0OM+ BO + OK > AN + CM + BK;
AO +0OM + CO + OK 4+ BO +ON > AN + CM + BK;

AM + CK + BN > AN + CM + BK. (1)
Lidzigi (apskatot ANOC,AMOB, AKOA) iegist, ka
AM + BN + CK > NC + MB + KA. (2)

Saskaitot nevienadibas (1) un (2), ieglistam
2AM + 2CK + 2BN > AN + CM + BK + NC + MB + KA;
2(AM + CK + BN) > AC + CB + B4;

1
AM + BN + CK > > (AB + BC + CA).

9. klase

9.1. a) Vai noteikti visiem realiem skaitliem x izpildas 3x? — 0,25x + 0,005 > 0?
b) Vai noteikti visiem realiem skaitliem x izpildas 9x% + 12x + 5 > 0?

- _ - S s . . L . 1
Atrisinajums. a) N&, dota nevienadiba neizpildas visiem realiem skaitliem x, pieméram, ja x = —, tad

20
3 1 1

— ==+ 1= 0. Ta ka 0 nav lielaka ka 0, tad dota nevienadiba neizpildas.
400 4 20 200

b) Ekvivalenti parveidojam dotas nevienadibas kreisas puses izteiksmi:
Ix2+12x+5=9x2+12x+4+1=(3x)?+2-3x-2+22+1=3x+2)? + 1.
Izteiksme (3x +2)2 + 1 > 0, jo skaitla kvadrats vienmér ir nenegativs un, tam pieskaitot 1, iegist

pozitivu skaitli. Lidz ar to esam pieradijusi, ka visiem realiem skaitliem x izpildas 9x2 + 12x + 5 > 0.



Piezime. Risinajuma var apskatit kvadrattrinoma diskriminanta izteiksmi un izdarit secinajumus par
kvadratfunkcijas grafika novietojumu attieciba pret x asi.

9.2. Ar naturalu skaitli atlauts izdartt Sadas operacijas:
1) pieskaitit tam 6;
2) dalit ar 2, ja tas ir para skaitlis;
3) mainit vietam ta ciparus (skaitla prieksa nedrikst nonakt nulle).
Par kadu vismazako skaitli, veicot tikai atlautas operacijas, var parveidot skaitli a) 76; b) 15?
Atrisinajums. Izpildot atlautas tris operacijas, nevar iegit negativus skaitJus un 0.
a) Skaitli 76 var parveidot par skaitli 1:

762—)>382442222—2112171—2233—1322—2162—182—142—122—11.
Lidz ar to esam ieguvusi, ka mazakais skaitlis, par ko var parveidot skaitli 76, ir 1.
b) Ja skaitlis x dalas ar 3, tad, izpildot jebkuru no atlautajam operacijam, iegltais skaitlis art dalas ar 3.
Tatad mazakais skaitlis, ko varétu iegut no skaitla 15, ir 3. Pieméram, skaitli 3 var iegtt sadi:

1 3 2) 2
15—)>21—)>12—)>6—)>3.
9.3. Izliekta Cetrstirr ABCD punkts M ir malas BC viduspunkts un punkts N ir malas CD viduspunkts. Pieradit,

1

ka Samn <5 Sapcp-

Atrisinajums. Trijstiru AMB un AMC laukumi ir vienadi, jo tiem ir vienadi pamati BM un MC un to
augstumi sakrit; ari trijstiru CAN un AND laukumi ir vienadi (skat. 7. att.). Tatad

Samn < Samen = Samc + Sacy = Z (SABC + SACD) = ESABCD'

C

7. att.

10. klase

10.1. Pieradit, ka a® + b + - > a + b.
Atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam doto nevienadibu:
2 1 2 1
a*—a+—-+b°—b+—-=0;

4 4~
2 2

(a-3) +(r-3) =0
a—= —=] =0.

2 2
Skaitla kvadrats vienmér ir nenegativs un divu nenegativu skaitlu summa ir nenegativs skaitlis, tatad
pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir
patiesa.

10.2. Tris no aritmétiskas progresijas locekliem ir 41; 113; 193. Atrast lielako iespéjamo diferences vértibu, ja
zinams, ka diference ir vesels skaitlis!
Atrisinajums. Jebkuru divu aritmétiskas progresijas locek|lu starpiba dalas ar diferenci d. Tatad
113 — 41 = 72 dalas ard un 193 — 113 = 80 dalas ar d. Lidz ar to ari So skait|u starpiba 80 — 72 = 8
dalas ar d. Tas nozimé, ka d < 8. Diferences vértiba var blt 8, pieméram, aritmétiska progresija
a, = 8n + 1 ar diferenci 8 satur visus uzdevuma dotos skait]us.



10.3. Taisnstira ABCD iek$pusé atlikts punkts P. Pieradit, ka PA? + PC? = PB? + PD?.
Atrisinajums. Caur punktu P novelkam taisni KL paraléli AB un taisni MN paraléli BC (skat. 8. att.).
legdti Cetri taisnstdri. No Pitagora teorémas un taisnstira 1pasibam izriet vienadibas:
PA%? 4+ PC? = (PK? + AK?) + (PL?> + LC?) = (PK? + PM?) + (PL? + PN?) =
= (PK? + PN?) + (PL? + PM?) = PD? + PB2.
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8. att.
11. klase

11.1. Pieradtt, ka (a? + b?)(a* + b*) = (a® + b3)2.
Atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam doto nevienadibu:
a® + a?b* + b%a* + b® > a® + 2a3b3 + bS;
a’b* + b%a* > 2a3b3;
a’b* — 2a3b® + b%a* > 0;
(ab? — a?b)? > 0.
Skaitla kvadrats vienmér ir nenegativs, tatad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti
parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa.
Piezime. Var izmantot, ka a’b* — 2a3b® + b?a* = a?b?(b? — 2ab + a?) = a?b?(b — a)?.

11.2. No sakuma uz papira lapas uzrakstits skaitlis 16. Ja uz lapas uzrakstits skaitlis x, tad uz ta atlauts uzrakstit
ari skaitli x2, ja uz lapas uzrakstiti skaitli x un y, tad uz tas atlauts uzrakstit arf skaitli |[x — y| + 1.
Vai var panakt, lai uz lapas bitu uzrakstits skaitlis 2016 (un varbat vél kadi citi skaitli)?
Atrisinajums. Uz lapas uzrakstTtais skaitlis 16 dod atlikumu 1, dalot to ar 3. levérojam, ka
1) ja x dod atlikumu 1, dalot ar 3, tad ari x? dod atlikumu 1, dalot ar 3 (t. i., ja x = 3n+ 1, kur
1 — nenegativs vesels skaitlis, tad x> = (3n + 1)> = 9n? + 6n + 1 = 3(3n? + 2n) + 1);
2) ja x un y dod atlikumu 1, dalot tos ar 3, tad skaitlis |x — y| + 1 ari dod atlikumu 1, dalot ar 3.
Tas nozimé, ka uz lapas var ieglt tikai skait|us, kas dod atlikumu 1, dalot ar 3. Ta ka 2016 dalas ar 3, tad
to iegut nevar.

11.3. lzliekta cetrstiri ABCD diagonales ir savstarpéji perpendikularas. Pieradit, ka cetrstira malu
viduspunkti atrodas uz vienas rinka linijas!
Atrisinajums. Apziméjam malu viduspunktus ar E, F, G, H (skat. 9. att.). No trijstiira viduslinijas Tpasibam
izriet, ka EF||AC||HG un EH||BD||FG.Taka AC L BD,tad EFGH ir taisnstiris. Taisnstira pretéjo lenku
summa ir 180°, tatad ap to var apvilkt rinka Iiniju, no ka izriet, ka Cetrstlira malu viduspunkti atrodas uz
vienas rinka [nijas.
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9. att.



12. klase

a+b a’+b? ) o
21b2 = ai1p? ja a un b ir pozitivi skaitli.
Atrisinajums. Ta ka a un b ir pozitivi skaitli, tad a® + b2 > 0 un a® + b3 > 0. Abas nevienadibas puses
reizinot ar (a® + b?)(a® + b3) > 0, iegistam (a + b)(a® + b3) = (a? + b? )(a? + b?).
Ekvivalenti parveidojam ieglito nevienadibu:
a* + ab3® + ba® + b* > a* + 2a?b? + b%;
ab?® + ba® > 2a%b?;
ab® — 2a?b? + ba® > 0;
ab(b? — 2ab + a?) > 0;
ab(b —a)? > 0.
Pécdota a > 0, b > 0 un skaitla kvadrats vienmeér ir nenegativs, tatad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta
ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa.
Piezime. Nevienadibu var pieradit ari vienadojot saucéjus un novértéjot iegttas dalas vértibu.

12.1. Pieradtt, ka

12.2. Kadu lielako daudzumu skaitlu var izvéléties no kopas {1;2; 3;...; 2017} t3, lai starp izvélétajiem
skaitliem nekadu divu skaitlu summa nebdtu vienada ar treso skaitli?
Atrisinajums. Var izvéléties 1009 skaitlus, pieméram, visus nepara skaitlus, jo tad jebkuru divu izvéléto
skaitlu summa ir para skaitlis un tatad nesakrit ar treso izvéléto skaitli.
Pieradisim, ka vairak skaitlu izvéléties nevar.
Ar n apziméjam lielako izvéléto skaitli. Aplikojam divus gadijumus.
Janir nepara skaitlis, t. i., n = 2k + 1, tad aplikojam skaitJu parus
(1;2k), (2;2k - 1), s (k; k + 1).
No katra $ada skaitlu para var izvéléties ne vairak ka vienu skaitli (pretéja gadijuma so skaitlu summa bus

vienada ar izvéléto skaitli n). Tatad izvéléto skaitlu skaits neparsniedz 1 + Zozi = 1009.

Lidzigi apliko gadijumu, kad n ir para skaitlis.
12.3. Dots izliekts cetrstaris ABCD. Zinams, ka AC L BD un AB = 10, BC = 11, CD = 12. Aprékinat malas
AD garumul!
Atrisinajums. No Pitagora teorémas ieglistam vienadibas (skat. 10. att.):
AB? = AO* + OB%; BC? =B0?+0C(C? (CD?=C0?+0D?% AD?=A0%+0D?
levérojam, ka izpildas vienadiba AB? + CD? = BC? + AD?.
Tatad AD = VAB? + CD? — BC%2 = /100 + 144 — 121 = /123.
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10. att.




