2017./2018. m.g.
Valsts matematikas olimpiades 1. posma uzdevumi un atrisinajumi

5. klase
5.1. Istaba séz 8 cilvéki. Pieradit, ka starp tiem ir vismaz 2, kuri dzimusi viena un taja pasa nedélas diena!
Atrisinajums. Ja uzdevuma prasitais neizpilditos, tad katra nedélas diena bitu dzimis ne vairak ka 1
cilvéks, bet tada gadijuma istaba atrastos ne vairak ka 7 cilveki. Ta ir pretruna ar doto, ka istaba ir 8
cilvéki. Tatad ir vismaz divi cilvéki, kas dzimusi viena nedélas diena.
5.2. Sagriezt 1. att. paradito figlru divas vienadas dalas! Griezumiem jaiet pa ratinu linijam; tumsa radtina ir
caurums.

H

1. att.

Atrisinajums. Skat. 2. att.

2. att.

5.3. Janis, Juris, Andris, Péteris un Karlis katrs iedomajas pa skaitlim; tie visi bija dazadi. Jana skaitlis bija lielaks
neka divi citi iedomatie skaitli, Karla skaitlis — lielaks neka Cetri citi iedomatie skaitli, Pétera skaitlis — lielaks
neka viens cits iedomatais skaitlis, bet Jura skaitlis bija vismazakais. Par cik no iedomatajiem skaitliem bija
lielaks Andra iedomatais skaitlis?

Atrisinajums. Katrs no iedomatajiem skaitliem var bt lielaks neka 0, 1, 2, 3 vai 4 citi iedomatie skaitli.
Ta ka no iedomatajiem skaitliem jau ir skaitli, kas ir lielaki neka 0, 1, 2 vai 4 citi iedomatie skaitli un visi
iedomatie skaitli ir dazadi, tad Andra iedomatais skaitlis ir lielaks neka 3 citi iedomatie skait]i.

6. klase

6.1. Istaba séz 13 cilvéki. Pieradit, ka starp tiem ir vismaz 2, kuri dzimusi viena un taja pasa ménesi!
Atrisinajums. Ja uzdevuma prasitais neizpilditos, tad katra ménesi bitu dzimis ne vairak ka 1 cilvéks, bet
tada gadijuma istaba atrastos ne vairak ka 12 cilveki. Ta ir pretruna ar doto, ka istaba ir 13 cilveki. Tatad
ir vismaz divi cilvéki, kas dzimusi viena ménesi.

6.2. Vai visus divciparu pirmskaitlus var uzrakstit rinda ta, lai katrs nakamais pirmskaitlis saktos ar tadu pasu
ciparu, ar kadu beidzas ieprieks€jais?
Atrisinajums. N&, nevar. Pirmskaitlis 43 nevar atrasties ne aiz viena cita pirmskaitla (nav pirmskaitla,
kura pédegjais cipars ir 4). To varétu nemt ka pirmo, tacu tad rinda nevar uzrakstit pirmskaitli 47.

6.3. Vai uz lineala var atzimeét Cetrus punktus t3, lai seSi attalumi starp tiem bdtu 1 cm, 2cm, 3cm, 4 cm, 5 cm,
6 cm? Attalumiem starp jebkuriem diviem atzimétajiem punktiem jabat dazadiem.
Atrisinajums. To var izdarit, skat., pieméram, 3. att.

lcm 3cm 2cm

3. att.



7. klase
7.1. Tabula 3 X 3 ratinas katra ratina ierakstits viens no trim skaitliem —1,0 vai 1. Velta apréekinaja katra
rindina, katra kolonna un galvenajas diagonalés ierakstito skaitlu summas. Vai noteikti Velta ieguva
vismaz divas vienadas summas?
Atrisinajums. Pamatosim, ka Velta noteikti ieguva vismaz divas vienadas summas. Velta aprékinaja
astonas summas (3 rindas, 3 kolonnas un 2 diagonales). No skaitliem —1, 0, 1 var ieglt septinas dazadas
summas (mazako summu iegst, ja visas tris ritinas ieraksta “—1”, lielako summu iegist, ja visas tris
ratinas ieraksta “1”):
e —1-1-1=-3
e —1-14+0=-2
e —14+04+0=-1
e 04+0+0=0
e 14+0+40=1
e 14+140=2
e 14+1+4+1=3
Ja Velta nebltu ieguvusi divas vienadas summas, tad vina batu aprékinajusi ne vairak ka septinas
summas, bet ta ir pretruna ar to, ka Velta aprékinaja astonas summas. Tatad no iegitajam summam
vismaz divas ir vienadas.
Piezime. Risinajuma var izmantot Dirihlé principu: ta ka Velta ieguva 8 summas un ir iesp&jamas 7
dazadas summas, tad no Dirihlé principa izriet, ka Velta noteikti ieguva vismaz divas vienadas summas
(“trusi” — Veltas aprékinatas summas, “biri” — iespéjamas summas).
7.2. Vienadojumam ax = b nav neviena atrisinajuma (a un b — kaut kadi doti skaitli, x — mainigais). Cik
atrisinajumu ir vienadojumam bx = a?
Atrisinajums. Ta ki vienadojumam ax =b nav atrisinajuma, tad a =0 un b # 0. Tatad vienadojumam
bx = a ir viens atrisinajums X =0.
7.3. Koordinatu plakné atziméti 10 punkti. Caur katru no tiem novilktas 2 taisnes perpendikulari koordinatu
asim. Vai var gadities, ka pavisam novilktas a) tieSi 7 dazadas taisnes; b) tieSi 6 dazadas taisnes?
Atrisinajums. a) Var bat 7 taisnes, skat., pieméram, 4. att.

yﬂ

T

4. att.

b) Nevar bit novilktas tiesi 6 taisnes. Ja horizontalaja virziena ir tiesi n taisnes, bet vertikalaja virziena ir
(6 —n) taisnes, tad kopa veidojas n - (6 —n) krustpunkti. Apskatam, kadas vértibas var pienemt
reizinajums n - (6 — n).

n 0 1 2 3 4 5 6
n-(6-—n)| 0 5 8 9 8 5 0
Tatad krustpunktu skaits $aja gadijuma nav lielaks ka 9.

8. klase
8.1. Kontroldarbu rakstija 17 skoléni. Vienam no viniem bija 5 kludas, paréjiem mazak. Pieradit, ka noteikti

var atrast Cetrus skolénus, kuriem bija vienads skaits klGdu!
Atrisinajums. Zinams, ka 5 klidas bija tikai vienam skolénam. Apskatisim kadas grupas varam sadalit
paréjos 16 skolénus:

e 1. grupa — skoléni, kuriem nebija kludu,

e 2. grupa — skoléni, kuriem bija 1 klada,

e 3. grupa — skoléni, kuriem bija 2 k|Gdas,



8.2.

8.3.

e 4, grupa — skoléni, kuriem bija 3 klGdas,
e 5 grupa —skoléni, kuriem bija 4 kludas.

No Dirihlé principa izriet, ka noteikti bis viena grupa, kura bas vismaz 4 skoléni, jo 16 = 5-3 4 1.
Rinda uzrakstiti cipari 12345678901234567890...1234567890 (ciparu grupa 1234567890 atkartota 100
reizes). legitaja ciparu virkné izsvitroja visus ciparus, kas atrodas nepara vietas. Ar palikuso virkni izdarija
to pasu, tas ir, izsvitroja visus ciparus, kas atrodas nepara vietas. Ta turpinaja, kamér nenosvitrots palika
viens cipars. Kads tas ir?
Atrisinajums. Rinda pavisam ir uzrakstiti 1000 cipari. levérojam, ka

e péc pirmas svitrosanas paliek cipari, kuru sakotnéjais kartas numurs dalas ar 2,

e péc otras svitrosanas paliek cipari, kuru sakotnéjais kartas numurs dalas ar 4,

e péc tresas svitroSanas paliek cipari, kuru sakotnéjais kartas numurs dalas ar 8,

o .

e péc devitas svitrosanas paliek cipari, kuru sakotnéjais kartas numurs dalas ar 512.
Tads cipars ir tikai viens — tas, kas atrodas 512. vieta. Tas ir cipars 2, jo 512 = 51 - 10 + 2.
Kvadrats sastav no 8 X 8 ratinam. Vienu ratinu izgrieZ. Vai atlikuSo dalu var sagriezt 63 vienadsanu
taisnlenka trijstliros, ta, lai trijstlru virsotnes atrastos ritinu virsotnés un katra katete bitu vienas
ratinas diagonale?
Atrisinajums. Izkrasosim kvadratu ka Saha galdinu, ir 32 baltas un 32 melnas ritinas. Péc vienas ritinas
izgrieSanas vienas krasas ratinu skaits samazinas par 1. Katrs trijstaris parklaj vienadu balto un melno
laukumu. Tatad prasita sagrieSana nav iesp&jama.

9. klase

9.1. Kada nama dzivo 135 cilvéki. Neviens no viniem nav jaunaks par 10 gadiem un neviens nav vecaks par 75

9.2.

gadiem. Pieradit, ka starp nama iedzivotajiem noteikti ir vismaz tris tadi cilvéki, kuriem ir vienads gadu
skaits!
Atrisinajums. Sadalisim visus iedzivotajus grupas péc to vecumiem:

e 1. grupa — cilveki, kuriem ir 10 gadi,

e 2. grupa — cilveki, kuriem ir 11 gadi,

e 3. grupa — cilveki, kuriem ir 12 gadi,

o ..

e 66. grupa - cilvéki, kuriem ir 75 gadi.
Pienemsim, ka nav tadu tris cilvéku, kuru gadu skaits butu vienads, jeb nav tadas grupas, kura bitu tris
cilvéki. Tada gadijuma katra grupa ir ne vairak ka 2 cilvéki, tacu tas nozimétu, ka $aja nama dzivo ne
vairakka 2 - 66 = 132 cilvéki. Bet uzdevuma dots, ka €ka dzivo 135 cilveki, tatad misu pienémums bijis
aplams, un starp nama iedzivotajiem noteikti ir vismaz tris tadi cilveki, kuriem ir vienads gadu skaits.
Cik ir tadu naturalu skaitlu n, ka [\/ﬁ] = 25? Ar [x] apzimé skaitla x veselo dalu, tas ir, lielako veselo
skaitli, kas neparsniedz x. Pieméram, [4,1] = 4, [3] = 3, [—4,3] = —5.
Atrisinajums. Lai izpilditos vienadiba [\/ﬁ] = 25, tad jaizpildas divkarsajai nevienadibai 25 < vn < 26
jeb 252 < n < 262. Tatad $adu naturalu skait]u skaits ir 262 — 252 = (26 — 25)(26 + 25) = 51.

9.3. Vai trapeces diagonalu krustpunkts var atrasties uz tas viduslinijas?

Atrisinajums. N¢, nevar. Pienemsim, ka tada situacija izveidojusies (skat. 5. att.). Ta ka BM = AM un
MO||BC, tad péc Talesa teorémas AO = OC. Lidzigi pierada, ka DO = OB. Tatad cetrstira ABCD
diagonales krustojoties dalas uz pusém, no ta secinam, ka Cetrstiris ir paralelograms; tatad nav trapece.
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5. att.



10. klase
10.1. Pieradit, ka no jebkuriem 11 naturaliem skaitliem var izvéléties divus tadus, kuru starpiba dalas ar 10.
Atrisinajums. Naturals skaitlis, dalot ar 10, var dot 10 dazadus atlikumus: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 vai 9.
Dotos 11 skaitlus uzskatisim par ,trusiem”, savukart viena ,burt” ievietosim tos skaitlus, kas dod
vienadus atlikumus, dalot ar 10, tatad ir 10 ,bari”. No Dirihlé principa izriet, ka, 11 ,,trusus” izvietojot pa
10 ,bdriem”, vismaz viena ,blr1” nonaks vismaz divi ,trusi”, tas ir, vismaz divi skaitli dod vienadus
atlikumus, dalot ar 10. So divu skait|u starpiba dalas ar 10.
Piezime. Prastto var pieradit arl, apskatot izvéléto skaitlu pédéjo ciparu.
10.2. Pieradit, ka aritmétiskaja progresija, kuras visparigais loceklis ira,, = 2017 + 2018n var atrast bezgaligi
daudzus loceklus, kuru ciparu summas sava starpa ir vienadas!
Atrisinajums. Dotajai aritmétiskajai progresijai pieder visi skaitli, kas uzrakstami forma
2018 w 2017. Visiem $adiem skaitliem ciparu summa ir 21.
k
10.3. Taisnlenka trijstart hipotentzas garums ir 10. Aprékinat to medianu garumu kvadratu summu, kuras
novilktas no Sauro lenku virsotném!
Atrisinajums. Apziméjam BC = 2a un AC = 2b. Izmantojot Pitagora teorému (skat. 6. att.), ieglistam
e AB? = 4a? + 4b? (no AACB);
e (AA))? = 4b? + a? (no AACA,);
e (BB;)?> = b? + 4a? (no ABCB,).
Saskaitam pédgjas divas iegltas vienadibas

5 5
(AA;)? + (BBy)? = 5a? + 5b% = 5(a? + b?) = L AB? = 7102 = 125

A
By
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6. att.
11. klase

11.1. Pieradit, ka no patvaligiem pieciem naturaliem skaitliem var izvéléties divus tadus skaitlus, kuru
kvadrati, dalot ar 7, dod vienadus atlikumus!
Atrisinajums. Aprékinam, kadus atlikumus péc modula 7 dod naturalu skaitJu kvadrati:

n (mod 7) 0 1 2 3 4 5 6
n? (mod7)| O 1 4 2 2 4 1

Tatad naturala skait)a kvadrats, dalot ar 7, var dot tikai atlikumu 0, 1, 2 vai 4. Ta ka doti pieci skaitli, tad
no Dirihlé principa izriet, ka divus no tiem kapinot kvadrata un dalot ar 7, iegusim vienadus atlikumus.
11.2. Attélot koordinatu plakné visus tos punktus (x; y), kas apmierina vienadibu
[8 — x|+ |4 —y|=3.
Atrisinajums. T3 ka modula vértibas ir nenegativas, tad jaizpildas nevienadibam |8 — x| < 3 un
|4 —y| < 3.Tatad x € [5;11] uny € [1; 7]. Apskatam Cetrus iespéjamos gadijumus:

x € [5;8] y € [1; 4] 8—x+4—-y=3
y=9—x

x € [8;11] y € [1;4] x—8+4—y=3
y=x—7

x € [5;8] y € [4;7] 8—x+y—4=3
y=x—1

x € [8;11] y € [4;7] x—8+y—4=3

y=15—x



Tatad punkti veido kvadrata kontdru (skat. 7. att.), kura virsotnes atrodas punktos ar koordinatam (5; 4),
(11; 4), (8; 1), (8; 7).
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7. att.

11.3. Trijstart ABC novilkta mediana BM. Vai var gadities, ka trijsttrt ABM ievilktas rinka linijas radiuss ir
divas reizes garaks neka trijsttrt CBM ievilktas rinka linijas radiuss?
Atrisinajums. Apzimésim trijstiri ABM (skat. 8. att.) ievilktas rinka lnijas radiusu ar 1y, bet trijstiri CBM
ievilktas rinka Iinijas radiusu ar r,. Pienemsim, ka r; = 2r.
Trijstlru AMB un CBM laukumi ir vienadi (vienada garuma pamati un kopigs augstums).
No formulas S = p-r izriet, ka trijstira CBM perimetrs ir divas reizes lielaks neka trijstra AMB
perimetrs jeb MB + MC + BC = 2- (AM + BM + AB).
Tatad BC =AM + BM + 2AB = CM + BM + 2AB > CM + BM, kas ir pretruna ar trijstdra
nevienadibu. Tatad trijstart ABM ievilktas rinka linijas radiuss nevar but divas reizes garaks neka trijstari
CBM ievilktas rinka Iinijas radiuss.

B

12. klase

12.1. Pieradit, ka no jebkuriem 15 naturaliem skaitliem var izvéléties divus tadus, kuru starpiba dalas ar 14.
Atrisinajums. Naturals skaitlis, dalot ar 14, var dot 14 dazadus atlikumus: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10;
11; 12 vai 13. Dotos 15 skaitJus uzskatisim par ,trusiem”, savukart viena ,bari” ievietosim tos skaitlus,
kas dod vienadus atlikumus, dalot ar 14, tatad ir 14 ,bari”. No Dirihlé principa izriet, ka, 15 ,trusus”
izvietojot pa 14 ,blriem”, vismaz viena ,blr1” nonaks vismaz divi ,trusi”, tas ir, vismaz divi skaitli dod
vienadus atlikumus, dalot ar 14. So divu skait|u starpiba dalas ar 14.

12.2. Dots, ka a un b — naturali skaitli un a? + b? dalas ar 7. Pieradit, ka a? + b? dalas ar 49.
Atrisinajums. Aprékinam, kadus atlikumus péc modula 7 dod naturalu skaitlu kvadrati:

n (mod 7) 0 1 2 3 4 5 6
n? (mod7)| O 1 4 2 2 4 1

Tatad naturala skait]a kvadrats, dalot ar 7, var dot tikai atlikumu 0, 1, 2 vai 4.
Ta kd a® + b? = 0 (mod 7), tad vienigais veids, ka iegit 0 no iesp&jamajiem atlikumiem ir 0 + 0. Tas
nozimé, ka a un b dalas ar 7, bet tada gadijuma a? un b? dalas ar 49 un ari a? + b? dalas ar 49.



12.3. Izliekta Cetrstlra ABCD laukums ir S, bet malu viduspunktiir M, N, K, T (skat. 9. att.). Aprékinat trijstlru
ANK, BKT, CTM un DMN laukumu summu!

p N ¢
K
M
D
A T
9. att.

Atrisinajums. Ta ka N un K ir malu viduspunkti (skat. 10. att.), tad

1 1 1 1 1
Sank =S — Sapn — Spka — Senk =S _ESABC _ESACD - ZSCDB = ES - ZSCDB

Lidzigas sakaribas ieglst ari paréjiem trim trijstlriem. Izmantojot $is formulas, aprékinam prasito
summu:

Sank + Spxr + Scrm + Spun =

11 11 1.1 1.1
= (ES - ZSCDB> + (ES —ZSACD) + (ES - ZSABD) + (ES - ZSABC) =
=25 15 = 35
- 27 2
B N, ¢
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10. att.



