2019./2020. m. g.

Valsts matematikas olimpiades 1. posma uzdevumi un atrisinajumi

5. klase

5.1. a) Vai uz rGtinu lapas var uzzimét 12-stdri, kura laukums ir 20 rGtinas un kura malas iet pa ratinu [Tnijam?
b) Vai uz riitinu lapas var uzzimét 12-stdri, kura laukums ir 4500 rdtinas un kura malas iet pa ratinu linijam?
Atrisinajums. a) Ja, var (skat., pieméram, 1. att.). b) J3, var (skat., pieméram, 2. att., kur katras daudzstira
malas garums ir 30 ratinas).

30 ratinas

900 ratinas |30 ratinas

900 ratinas | 900 ratinas i 900 ratinas

900 ritinas

1. att. 2. att.

5.2. Vai eksisté tadi dazadi trisciparu naturali skaitli A un B, ka trim skaitliem A, B un A + B ciparu summas
visas sava starpa vienadas?
Atrisinajums. J3; pieméram, var izvélétiesA = 117, B = 225un A+ B = 117 + 225 = 342, kuru ciparu
summas ir 9.

5.3. Katra no mazajiem trijstariSiem (skat. 3. att.) ierakstits viencipara naturals skaitlis; dazados trijstarisSos
ierakstiti dazadi skaitli. Aplikojam visas tadas divu skaitlu summas, kuri ierakstiti trijstlriSos ar kopigu
malu.

a) Vai var gadities, ka neviena no $im summam neparsniedz 10?

b) Kads mazakais skaits no Sim summam var bt para skaitli?

3. att.
Atrisinajums. a) J3, var, pieméram, skat. 4. att.
b) Mazakais var bit viena para summa, pieméram, skat. 5. att. Visas summas nevar bt para, jo tada
gadijuma visos pelékajos trijstriSos (skat. 6. att.) ierakstito skaitlu paritatei jabGt vienai un visos
neiesvitrotajos - otrai, bet ir tikai 4 para skaitli (2, 4, 6, 8) un tikai 5 nepara skaitli (1, 3, 5, 7, 9).

4. att. 5. att. 6. att.



6. klase

6.1. a) Vai kvadratu var sagriezt 10 kvadratos?
b) Vai kvadratu var sagriezt 103 kvadratos?
Atrisinajums. a) J3, var, skat., pieméram, 7. att.
b) Ja, var. levérojam, ka kvadratu var sadalit 4 kvadratos, ja katrai malai atrod viduspunktu un savieno
pretéjo malu viduspunktus (skat. 8. att.). Ja vienu no 7. att. dotajiem kvadratiem sadala 4 kvadratos, tad
kvadratu skaits palielinas par 3. Sadi turpinot, iegisim, ka kvadratu var sadalit 13, 16, 19, ... kvadratos. Ta
ka 103 = 10 4+ 3 - 31, tad kvadratu var sagriezt 103 kvadratos.

8. att.

7. att.

6.2. Volejbola turnira katra komanda ar katru citu spéléja tiesi vienu reizi. Volejbola neizskirtu nav. Turniru
beigas izradijas, ka astotdalai visu komandu nav nevienas uzvaras. Cik sp&|u izspél&ja turnira?
Atrisinajums. Bez uzvaram var palikt augstakais viena komanda. Ja tadas komandas bdtu vismaz divas,
tad kas uzvaréja to savstarpéjas spélés (jo neizskirtu nav)? Tatad turnira piedalijas 8 komandas un tika
izspélétas7 +6+5+4+ 3+ 2+ 1= 28spéles.

6.3. Vai eksisté tadi tris dazadi naturali skaitli, ka katru divu skait]u reizinajums dalas ar to summu?
Atrisinajums. J3, eksisté, pieméram, uzdevuma nosacijumus apmierina skaitli 120, 240 un 360, jo
o 120-240 = 28800 un 28800: 360 = 80;
o 120-360 =43200un 43200:480 = 90;
o 240-360 =86400un 86400: 600 = 144.



7. klase

7.1. a) Vai kvadratu var sagriezt 11 kvadratos?
b) Vai kvadratu var sagriezt 113 kvadratos?
Atrisinajums. a) J3, var, skat., pieméram, 9. att.
b) Ja, var. levérojam, ka kvadratu var sadalit 4 kvadratos, ja katrai malai atrod viduspunktu un savieno
pretéjo malu viduspunktus (skat. 10. att.). Ja vienu no 9. att. dotajiem kvadratiem sadala 4 kvadratos, tad
kvadratu skaits palielinas par 3. Sadi turpinot, iegisim, ka kvadratu var sadalit 14, 17, 20, ... kvadratos. Ta
ka 113 = 11 + 3 - 34, tad kvadratu var sagriezt 113 kvadratos.

10. att.

9. att.

7.2. Vai plakné var atlikt etrus punktus ta, lai tris attalumi starp punktiem bitu 5 cm, 6 cm un 10 cm, bet
katrs atlikuSais attalums neparsniegtu 4 cm?
Atrisinajums. N&, nevar. Apzimésim punktus ar A, B, C,D. Ja, pieméram, AD = 10, tad trijstari ABD un
ACD jaizpildas trijstlra nevienadibai, tas ir, AB + BD = 10 un AC + CD = 10 (skat. 11. att.). Lidz ar to
AB + BD + AC + CD = 20, bet pat cetru lielako atlikuso attalumu summa neparsniedz
54+46+4+4=19. leglta pretruna, tatad plakné nevar atlikt punktus atbilstoSi uzdevuma
nosacijumiem.
C

A 10 D
11. att.

7.3. Kadu lielako skaitu skaitlu var uzrakstit rinda ta, lai katru tris péc kartas uzrakstitu skaitju summa batu
pozitiva, bet katru piecu péc kartas uzrakstitu skaitlu summa bdtu negativa?
Atrisinajums. Lielakais skaitlu skaits ir 6, pieméram, 10; —18; 10; 10; —18; 10. Pamatosim, ka vairak
skaitlus nevar uzrakstit, lai izpilditos uzdevuma prasitais. Pienemsim, ka rinda uzrakstiti 7 skaitli
a b;c;d; e; f; gNo(a+b+c)+(d+e+f)>0una+b+c+d+e <0secinam,kaf > 0.No
b+c+d)+(e+f+g)>0un c+d+e+f+g <0 secinam, ka b > 0. Taéu tada gadijuma
b+ (c+d+e)+ f > 0-pretruna. Tatad vairak ka 6 skaitli nevar bat uzrakstiti rinda.



8. klase
8.1. Aprekinat izteiksmes vértibu!

(2 (1) () o)

Atrisinajums. Vienkarsojam doto izteiksmi

<1+1) <1+1> <1+1> (1+1)_3456 70 71
2 3 4) 70) "2 3 45769 70

levérojam, ka katru divu dalu reizinajuma saisinds vienas dalas saucéjs un otras dalas skaititajs. Péc visam
salsinasanam, skaititaja paliek tikai 71, bet saucéja 2. Tatad iegtistam, ka dotas izteiksmes vértiba vienada
71, 1
ar—jeb 35-.
2 2

8.2. Punkti A, B un C atrodas uz vienas taisnes; B atrodas starp A un C. Trijstlri AMB un BNC ir vienadmalu.
Pieradit, ka AN = CM.
Atrisinajums. Skirojam divus gadijumus.
1. Punkti M un N atrodas viena pusé no taisnes AC (skat. 12. att.). levérojam, ka AMBC = AABN péc
pazimes mlm, jo
o MB = AB ka vienadmalu trijstira malas;
o BC = BN ka vienadmalu trijsttra malas;
o0 ¥IMBC = <MBN + «NBC = <¥MBN + 60° = <MBN + <MBA = <ABN.
Lidz ar to CM = AN ka atbilstoSas malas vienados trijstlros.
2. Punkti M un N atrodas dazadas pusés no taisnes AC (skat. 13. att.). levérojam, ka AMBC = AABN péc
pazimes mlm, jo
o MB = AB ka vienadmalu trijstira malas;
o BC = BN ka vienadmalu trijsttra malas;
o IMBC = «ABN ka krustlenki.
Lidz ar to CM = AN ka atbilsto$as malas vienados trijstaros.

12. att. 13. att.

8.3. Atrast tadu divpadsmitciparu skaitli (kas nesatur ciparu 0) t3, lai katri divi blakus uzrakstiti cipari veidotu
pirmskaitli un visi Sie pirmskait)i batu dazadi!
Atrisinajums. Meklétais skaitlis ir 619737131179, jo 61, 19, 97, 73, 37, 71, 13, 31, 11, 17, 79 visi ir
pirmskaitli.



9. klase

. - o us - . 1 1, 1
9.1. a) Vai var atrast tadus tris dazadus naturalus skaitlus a, b, c, ka - + 5 =+ -= 1?

1

. - s - . 1,1
b) Vai var atrast tadus desmit dazadus naturalus skaitlus a4, a,, ..., a4, ka —t -ttt =17
1 2

a10

e = = . — 1 1 1
Atrisinajums. a) Ja, var, pieméram, > + 3 + = 1.

b) Ja, var. Paradisim panémienu, ka no tris saskaitamajiem var ieglt Cetrus saskaitamos. lzdalam

vienadibas % + § + % = 1 abas puses ar 2

1,111
476 12 2

Abam vienadibas pusém pieskaitam %z

1+1+1+1_1
4 6 12 2

N Lo \ = 1,1 1,1, 1
Lidzigi var iegit piecus saskaitamos 3 + R + 22 + 1 + 2= 1.

Procesu turpinot, katru reizi saskaitamo skaitu palielinam par 1. S3da veida tiks iegiti desmit saskaitamie
un tie visi bls dazadi.

9.2. Vai Saurlenku trijstarT medianas garums var bat vienads ar viduslinijas garumu?
Atrisindjums. N&, nevar. Pienemsim, ka medianas garums var bit vienads ar viduslinijas garumu. Skirojam
divus gadijumus.

1.

Medianai un viduslinijai ir kopigs galapunkts D (skat. 14. att.). Péc pienémuma ED = BD, tad
IBED = <EBD ka lenki pie pamata vienadsanu trijstari BDE. Sie lenki ir $auri ka lenki pie vienadsanu
trijstlra pamata, tapéc XAED ir plats. Taka ED||BC (jo ED ir viduslinija), tad xABC = XAED ka kaps|u
lenki un tie abi ir Sauri, jo péc dota AABC ir Saurlenku. leglta pretruna, tatad Saja gadijuma ED # BD.

. Mediana krusto vidusliniju (skat. 15. att.), péc pienémuma MN = BD.Taka BM||ND un MD||BN, tad

Cetrstlris MBND ir paralelograms. Nemot véra, ka MN = BD, secinam, ka MBND ir taisnstiris un
LABC = 90°. legita pretruna, tatad ari $aja gadijuma MN # BD.

Lidz ar to esam pieradijusi, ka Saurlenku trijstiri medianas garums nevar blt vienads ar viduslinijas
garumu.

B B

14. att. 15, att.

9.3. Dotas 25 péc aréja izskata vienadas monétas. Zinams, ka 24 monétu masas ir vienadas sava starpa, bet
vienas monétas masa ir citada. Ka ar divam sveérSanam uz sviru svariem bez atsvariem noskaidrot, vai
atskiriga monéta ir vieglaka vai smagaka neka paréjas?

Atrisinajums. Uzliekam uz katra svaru kausa 8 monétas. lespé&jami divi gadijumi.

o Ja kausi ir lidzsvara, tad atsSkiriga monéta nav ne uz viena no svaru kausiem. Otraja svérsana
salidzinam 9 nesvértas monétas ar jebkuram 9 jau svértajam. Ja 9 nesvértas monétas ir smagakas
neka 9 svértas, tad atskiriga monéta ir smagaka neka parejas, savukart, ja 9 nesvértas monétas ir
vieglakas neka 9 svértas, tad atskiriga monéta ir vieglaka neka paréjas.

o Ja pirmaja svérsana viens kauss nosveras uz leju, tad atskirigd monéta ir viena no svaru kausiem.
Otraja svérSsana nemam monétas no svaru kausa, kas nosvéras uz leju un salidzinam ar 8 vél
nesvértam monétam. lespéjami divi gadijumi:

e jasvaru kausi ir Iidzsvara, tad atskiriga monéta ir vieglaka neka paréjas monétas;
e ja nesvérto monétu kaudzite vieglaka, tad atskiriga monéta ir smagaka neka pareéjas.



10. klase

10.1. Pieradit, ka katram naturalam n ir patiesa vienadiba
_n(Zn—-1)2n+1)
= 3 .

12+ 32452 + .-+ (2n — 1)?
Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.

Indukcijas baze. Jan = 1, tad 1% = zﬂjeb 1=1.

Induktivais pienémumes. Pienemsim, ka vienadiba izpildas, jan = k, tas ir,

k(2k —1)(2k + 1
124324524+ (2k—-1)* = ( 5))( )

Induktiva pareja. Pieradisim, ka vienadiba ir speka aritad, jan = k + 1, tasir,
(k+DC2k+1D(2k+3)
3

12432452+ -+ 2k +1)* =

Parveidojam vienadibas kreisas puses izteiksmi:

k(2k — 1)(2k + 1)

12432452+ -+ 2k— 1%+ 2k +1)* = 3

induktivais pienémums
2k +1 2k+1 2k+1D)(k+ 1)k + 3
:%(k(Zk—1)+3(2k+1)):(3—)(2k2+5k+3):( ) 3 ) ).
Secingjums. Ta ka vienadiba ir patiesa, ja n = 1, un no t3, ka vienadiba ir spéka, ja n = k, izriet, ka
vienadiba ir spéka arin = k + 1, secinam, ka vienadiba ir spéka visam naturalam n vértibam.

+ Rk +1)?% =

10.2. Uz lenka MON malam OM un ON atlikti attiecigi nogriezni OA = AB = BC un OD = DE = EF.
Pieradit, ka trijstiru AEC un DBF laukumi ir vienadi!
Atrisinajums. levérojam, ka S(AEC) = S(COE) — S(AOE) un S(DBF) = S(BOF) — S(BOD) (skat.
16. att.). Izmantojot trijstira COF laukumus, izsakam visus laukumus:

o S(COE) = % 0C -§0F . sin«0 = %S(COF);

o S(AOE) ==-20C-20F -sin«0 = 2S(COF);
2 3 3 9

o S(BOF) = %-goc . OF - sinx0 = %S(COF);

o S(BOD)=:-20C-10F-sin«0 =2S(COF).
2 3 3 9

Lidz ar to S(AEC) = S(DBF).

16. att.

10.3. Uz Saha galdina novietotas dazas figlras, katra laucina ne vairak ka viena. Gan katra rinda, gan katra
kolonna atrodas nepara skaits figiru. Pieradit, ka uz melnajiem lauciniem kopa ir para skaits figtiru!
Atrisinajums. Apziméjam para un nepara kolonnas kopéjo figiru skaitu attiecigi ar PK un NK; lIdzigi
ievieSam apziméjumus rindam PR un NR. No dota secinam, ka PK, NK, PR, NR ir para skaitli. Uz
melnajiem lauciniem esoso figliru skaits ir NK + PR — 2 - §, kur S — to figliru skaits, kas atrodas vienlaicigi
kolonnas ar nepara numuru un rindas ar para numuru.



11. klase

11.1. Pieradit, ka 10™ — 9n — 1 dalas ar 81 visam naturalam n vértibam!
Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1,tad 10 — 9 — 1 = 0 dalas ar 81.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka prasitais izpildas, jan = k, tas ir, 10X — 9k — 1 dalas ar 81.
Induktiva pdreja. Pieradisim, ka prasitais izpildas ari tad, jan = k + 1, tasir, 10¥** — 9(k + 1) — 1 dalas
ar 81.
Parveidojam izteiksmi:
1041 —9(k +1) = 1=10-10" -9k =10 =10- (10 -9k - 1) + 81k

dalas ar 81 dalas ar 81
péc pienémuma

Ta ka katrs saskaitamais dalas ar 81, tad ari summa dalas ar 81.
Secindjums. Ta ka vienadiba ir patiesa, ja n = 1, un no t3, ka vienadiba ir spéka, ja n = k, izriet, ka
vienadiba ir spéka arin = k + 1, secinam, ka apgalvojums ir spéka visam naturalam n vértibam.

11.2. Punkti 4, B, C atrodas uz vienas taisnes; B atrodas starp A un C. Trijstari AMB un BNC ir vienadmalu,
pie tam M un N atrodas viena pusé no taisnes AC. Pieradit, ka lenkis starp taisnem AN un CM 60°.
Atrisinajums. levérojam, ka AMBC = AABN péc pazimes mlm (skat. 17. att.), jo

o MB = AB ka vienadmalu trijstira malas;

o BC = BN ka vienadmalu trijstlra malas;

o0 ¥IMBC = <MBN + «NBC = <¥MBN + 60° = <MBN + <MBA = <ABN.
Lidz ar to CM = AN ka atbilsto$as malas vienados trijstaros.
Ta ka BC un BN veido 60° lenki, tad Sie trijstdri ieglistami viens no otra ar pagriezienu par 60°. Tad ari
atbilstosas malas AN un CM ieglistamas viena no otras ar pagriezienu par 60°, tas ir, lenkis starp taisnem

AN un CM 60°.
M

A - 3 - '
17. att.
11.3. Dots, ka a un b ir naturali skait)i, a > b. Zinams, ka a dalas ar b un a + 1 dalas ar b + 1. Pieradit, ka
a > b>.
nb+1 _ nb+n+i-n _ n(b+1)-(n-1) _ n-1
b+1 b+l b+1 T b1
ir vesels skaitlis. Takan > 1,tad jabitn — 1 > b + 1jebn > b + 2. lidzartoa = nb > (b + 2)b > b?.

Atrisinajums. Apziméjam a = nb, kurn € N unn > 1. Tad



12. klase

12.1. Virkne uzdota rekurenti ar formulu x,, 5 = 3x,41 — 2x, — 1, kur x; = 3 un x, = 6. Pieradit, ka virkni
var definét ar formulu x,, = 2™ + n.
Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1,tadx; =2'+1=3.Jan=2,tadx, =22+2=6
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka vienadiba izpildas,jan = kunn =k + 1, tasir,
xe =2F+k
Xpp1 = 2K+ k+1
Induktiva pareja. Pieradisim, ka vienadiba ir spéka aritad, jan =k + 2, tasir, Xy 4o = 2K+2 4 k4 2.
Parveidojam doto rekurences formulu
Xiyz = 3%npq —2x, —1 =321 +k+1)-2(2"+k)-1=
=3-2:2+3k+3—-2-2k-2k—-1=4-2"+k+2=2K24+k+2
Secindjums. Ta ka vienadiba ir patiesa, jan = 1 unn = 2, un no t3, ka vienadiba ir spéka, jan = k un
n =k + 1, izriet, ka vienadiba ir spéka arin = k + 2, secinam, ka formula ir spéka visam naturalam n
vértibam.

12.2. Uz rinka linijas diametra AB atlikts punkts C, bet X un Y ir punkti uz rinka linijas, kas nesakrit ne ar A4,
tgXAXC _ tgRAYC
tgaXAC ~ tgaYAC
Atrisinajums. Novelkam CZ 1 AX (skat. 18. att.). Ta ka AB ir diametrs, tad <AXB = 90° un BX||CZ. No

AXZC un AAZC iegistam, ka tgXAXC = un tgaXAC = =, tad 22 = =

ne ar B. Pieradit, ka

AC | = ymen = -
=—=== vienadi
gaXAC — ZX — CB (pédéja vienadiba
izriet no Talesa teorémas).

tgxAYC _ AC

tgaYAC  CB Tatad esam pieradijusi, ka

tg2AXC _ tgAYC
tgaXAC ~ tgaYAC

X

Lidzigi iegustam, ka

Y,

Qc

18. att.
12.3. Turnira piedalas n Sahisti (n = 2), katrs ar katru citu spélé vienu reizi. Par uzvaru spélétajs ieglst 1

punktu, par neizskirtu % punkta, par zaudéjumu 0 punktus. Péc turnira beigam katrs spélétajs apréekinaja
divus skaitlus: Z — visu to spélétaju punktu summu, kam vins zaudéjis, un U — visu to spélétaju punktu
summu, kurus vins uzvargjis. Vai var gadtties, ka katram spélétajam pastav nevienadiba Z > U?

Atrisinajums. N¢, nevar. Apziméjam i-ta Sahista ieglto punktu skaitu ar P;, bet atbilstosas summas i-jam
Sahistam ar Z; un U;. Apskatam izteiksmi Py (Z; — Uy) + P,(Z; — Up)+... +B,(Z,, — Up). Tas vertiba ir O,
jo STizteiksme katrai rezultativai partijai starp i-to un j-to Sahistu satur vienu locekli +P; P; un vienu locekli
—P;P;. Taka skaitli P; = 0 (visi P; vienlaicigi nevar bat 0), tad visas starpibas (Z; — U;) nevar bt vienlaicigi

pozitivas.



