Atrisinajumi

5.1. Rinda uzrakstiti veselie skaitli 1, 2, 3, ..., 2014, katrs vienu reizi. Cik ciparu uzrakstits?
Atrisinajums
Pavisam ir 9 viencipara skaitli, 90 divciparu skaitli, 900 trisciparu skaitli un 1015 cetrciparu
skaitli; tapec kopgjais ciparu skaits ir
9-1+90-2+900-3+1015-4 = 6949.

5.2. Kvadrats sastav no 3x3 vienadam riitinam. Vai tas visas var parsvitrot ar divam taisném?
(Taisne parsvitro ritinu, ja ta iet caur kadu riitinas iekS&ju punktu.)
Atrisinajums
Ja, to var izdarit (skat. Al. zZim.).

A

/ Al. zZim.

5.3. Uz vecmaminas galda uzklata divu krasu sedzina, kas sadalita sesos laukumos (skat. 1. zim.). Uz
tas atrodas divas piparkiikas. Ieva izdomaja spélet tadu spéli: katra gajiena vina drikst divos
blakus laukumos palielinat piparkiiku skaitu par 1. Vai leva var panakt, ka péc vairakiem
gajieniem visos laukumos biis vienads skaits piparkiiku?

1. zim.

Atrisinajums

Saskaitisim piparkiiku skaitu laukumos: melnajos - tas ir 2, bet baltajos - 0. Starpiba starp
piparkiiku skaitu melnajos un baltajos laukumos ir 2. Ar katru gajienu par 1 palielinas piparkiiku
skaits gan melnajos, gan baltajos laukumos, tatad starpiba starp piparkiiku skaitu dazadu krasu
laukumos paliek 2, un nevarées iegiit vienadu piparkiiku skaitu visos laukumos.

6.1. @) Vai var atrast tadu skaitli, kas dalot ar 11, dod atlikumu 5, bet, dalot ar 13, dod atlikumu 9?
b) Vai var atrast tadu skaitli, kas dalot ar 4, dod atlikumu 1, bet, dalot ar 8, dod atlikumu 2?
Atrisinajums
a) Ja, var. Tads ir, pieméram, skaitlis 126.
b) N&, nevar. No 1. nosacijuma (dalot ar 4, dod atlikumu 1) seko, ka tam jabut nepara, bet no
2. nosactjuma (dalot ar 8, dod atlikumu 2) - para skaitlim.
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6.2. Vai var uzzimét plakn€ 7 starus ta, lai katrs no tiem Krustotu tiesi divus citus?
Atrisinajums
Ja, var (skat., pieméram, A2. zZim.).

RN

A2. zZim.

6.3. Elfi spelgjas ar ziemelbrieziem. Pie stalla ir sesi mieti, pie diviem no tiem piesieti ziemelbriezi
(skat. 2. zim.). Ar vienu gajienu drikst piesiet pa ziemelbriedim pie jebkura mieta, kas savienoti
ar nogriezni. Vai elfi var panakt, ka p&c vairakiem gajieniem pie visiem mietiem biitu piesiets
vienads skaits ziemelbriezu?

2. zim.

Atrisinajums

Pieradisim, ka uzdevuma prasito nevar izdarit. Ar katru gajienu par 1 palielinas gan pie
pelekajiem, gan pie baltajiem mietiem piesieto ziemelbriezu kop€jais skaits. Sakuma pie
pelekajiem mietiem kopa bija piesieti 2 ziemelbrieZi, bet pie baltajiem - 0. Ievérojam, ka péc
katra gajiena starpiba starp pie pelékajiem un pie baltajiem mietiem piesieto ziemelbriezu kop€jo
skaitu paliek nemainiga, t. i., 2. Ja pie visiem mietiem piesieto ziemelbriezu skaits biitu vienads,
tad arT abam kop&jam summam jabiit vienadam. Tatad kop€jais ziemelbriezu skaits pie dazadu
krasu mietiem nekad nek]is vienads.

7.1. Apskatam 10 dazadus skaitlus un visas to starpibas (no lielaka skaitla atnem mazako). Kads ir
mazakais dazado starpibu skaits, kads var izveidoties?
Atrisinajums
Mazakais dazado starpibu skaits ir devipas. Pieméram, var izvéléties skaitlus 1, 2, 3, ..., 10, tad
iegils starpibas 1,2, 3,4, 5,6,7, 8, 9.
Mazak ka devinas starpibas nevar iegut. Ta ka visi desmit skaitli ir dazadi, tad, no lielaka skaitla
atnemot visus citus skaitlus, iegiist dazadas starpibas.
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7.2. Vai var uzzimét tris nogrieznus ta, lai tiem visiem biitu dazads krustpunktu skaits ar abiem
pargjiem?
Vai ta var uzzimét tris patvaligas linijas?
Atrisinajums
a) Ng, nevar. Ta ka diviem nogriezniem ir ne vairak ka viens krustpunkts, tad iesp&jamais
krustpunktu skaits katram nogrieznim ir 0, 1 vai 2. Ja kadam nogrieznim ir 2 krustpunkti, tad tas
krustojas ar abiem pargjiem, bet tad nav nogriezna, kas nekrustojas ne ar vienu no abiem
pargjiem. Tas nozimé, ka atlick tikai 2 vertibas, bet nogrieznu skaits ir 3.
b) Ja, tadas linijas var uzzimét (skat., pieméram, A3. zim.).

A3. 7Zim.

7.3. Rukisi uz gridas ir uzzim€jusi spelu laukumu un spél&jas ar davanam. Sakuma uz laukuma
atrodas divas davanas (skat. 3. zZim.). Viena gajiena ir atlauts divos trijstliriSos, kam ir kopiga
mala, pievienot pa vienai davanai. Vai ruki$i var panakt, ka péc vairakiem gajieniem visos
trijstirisos biis novietots vienads skaits davanu?

3. zZim. A4, 7zim.
Atrisinajums
Pieradisim, ka uzdevuma prasito nevar izdarit.
Pirmais risinagjums. Ar katru gajienu par 1 palielinas gan melnajos, gan baltajos trijstiiriSos
novietoto davanu kopgjais skaits.
Sakuma visos melnajos trijstiriSos novietoto davanu kopgjais skaits ir 2, bet visos baltajos
trijstiriSos novietoto davanu kopgjais skaits ir 0. Tatad baltajos trijstiiriSos novietoto davanu
kopgjais skaits nekad neklis lielaks ka melnajos trijstiiriSos novietoto davanu kopgjais skaits, bet,
ja visos trijstiiros novietoto davanu skaits butu vienads, tad otrajai summai jabiit lielakai, jo balto
trijstirisu ir vairak.
Otrais risinajums. Apskatam trijstirus A un B (skat. A4. zim.). Sakuma trijstiri B novietots
lielaks davanu skaits neka trijstir1 A. TrijstirT B novietoto davanu skaitu var palielinat,
vienlaicigi nepalielinot A novietoto davanu skaitu; turpreti palielinot A novietoto davanu skaitu
par 1, par 1 palielinas arT B novietoto davanu skaits. Tapéc B novietoto davanu skaits vienmer
bus lielaks neka A novietoto davanu skaits.
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8.1. Cik ir tadu funkciju, kuram definicijas kopa sastav no Cetriem elementiem: 0, 1, 2, 4, bet vértibu
kopa sastav no diviem elementiem: 0, 1 ?
Atrisinajums
Katra no Cetriem definicijas apgabala punktiem funkcija var pienemt jebkuru no divam vértibam.
Tatad pavisam iesp&jamas 2-2-2-2 =16 dazadas funkcijas.

8.2. Dots, ka SA=SB = AN =BM =MN (skat. 4. zim.). Aprekinat ZASB .

M

S B N

4. zZim.
Atrisinajums
Apzimésim /ASB =« (skat. 4. zim.). Ta ka ASAN ir vienadsanu, tad ZSNA=«a un
ZSAN =180° —2cr, un ASAN lenkis <ZMAN =2« (péc blakuslepnku ipasibas). Ari
ZAMN = 2, jo AANM ir vienadsanu.
Ta ka ASBM ir vienadsanu, tad LSMB=«a un £ZMBN =2« (péc blakuslenku ipasibas).
ABMN ir vienadsanu, tatad Z/BNM =2« .
Aplukojot trijstiira SMN iek$gjo lenku summu, iegiistam vienadibu:

a+2a+2a =180°.
No Sejienes seko, ka mekletais lenkis ir ZASB = 36°.

8.3. Katra no mazajiem trijstiiriSiem (skat. 5. zZim.) ierakstits viencipara naturals skaitlis; dazados
trijstiiriSos ierakstiti dazadi skaitli. Aplukojam visas tadas divu skaitlu summas, kuri ierakstiti
trijstiiriSos ar kopigu malu.

a) Vai var bit, ka neviena no $im summam neparsniedz 10?
b) Kads mazakais skaits no $Tm summam var bt para skaitli?

5. zim.

Atrisinajums

a) Ja, var (skat., pieméram, A4. zim.).

b) Viena no summam var biit para skaitlis (skat. AS. zim.). Pieradisim, ka visas summas nevar
but nepara skait]i. Lai divu skaitlu summa biitu nepara skaitlis, tad jasaskaita dazadas paritates
skaitli (viens para un otrs nepara). Tatad visos pelekajos trijstiriSos (skat. 5. zZim.) ierakstito
skaitlu paritatei jabut vienai un visos baltajos — otrai, bet no 1 Iidz 9 nav sesu (tik, cik peleko
trijstliru) vienas paritates skait]u.
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9.1. Turnira piedalas 10 komandas, katrai ar katru jaizsp€l€ viena spéle. Vai var gadities tads bridis,
kad visas komandas izsp€l€juSas dazadu spelu skaitu?
Atrisinajums
Komandas izspéléto sp€lu skaits var bt tikai 0, 1, 2, ..., 9 (desmit dazadas vértibas). Ja visas 10
komandas izsp€lgjusas dazadu sp€lu skaitu, tad ir komanda, kas izSp€lgjusi 9 spéles - tatad
spél&jusi ar visam paréjam komandam. Tas nozimé, ka nav komandas, kura ir izsp&l&jusi 0 spéles.
Tatad nav tada briza, kad visas komandas ir izsp&l&jusas dazadu spé€lu skaitu.

9.2. Saurlenku trijstiri ABC augstums no virsotnes A, lenka B bisektrise un malas AB
vidusperpendikuls krustojas viena punkta. Aprékinat ZABC .
Atrisinajums
Apzimgjam /BAO =« (skat. A6. zim.). levérojam, ka AAMO = ABMO (pé&c pazimes ,,m/m”),
jo BM=MA, ZAMO =/BMO =90° un mala MO kopiga. Tad ZABO =/BAO=«a ka
atbilstosie lenki vienados trijstiiros. No bisektrises 1pasiba seko, ka ZABC =2a. No AABH
ieks€jo lenku summas ieglistam o + 2 +90° =180° jeb « =30°. Tatad LABC =2a =60°.

A

M

B H C
AG6. zZim.
9.3. Katra mazaja trijsturit (skat. 6. zZim.) ierakstits naturals skaitlis no 1 Iidz 9 (visi skaitli dazadi).

Katriem diviem trijstiiriSiem ar kopigu malu aprékina tajos ierakstito skaitlu summu. Kads
lielakais skaits no STm summam var biit pirmskaitli?

5\4/11713\6/82

6. zim. A7. zim.

Atrisinajums

Pavisam ir 9 summas. Starp $Tm summam var biit 8 pirmskaitli (skat. A7. zZim.).

Pieradisim, ka visas 9 summas nevar biit pirmskaitli. Ja visas summas biitu pirmskaitli, tad §is
summas butu nepara skaitli; tapec blakus esoSiem skaitliem biitu jabiit dazadas paritates
skaitliem. Tatad vienas paritates skaitliem jaatrodas baltajos laucinos, bet otras paritates skaitliem
— pelekajos laucinos (skat. 5. zim.). Tas nav iesp&jams, jo ir 5 nepara skaitli un 4 para skaitli, bet
peléko laucinu skaits ir 6.
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10.1. Dots, ka x un y naturali skaitli. Kads ir mazakais skaits dazadu pirmskaitlu, ar kuriem var
dalities izteiksme
X(x+2y+1)(7y+1)?
Atrisinajums
Dota izteiksme dalas ar 3 neatkarigi no X un'y, jo satur reizinataju 3.
Paradisim, ka ta nav trijnieka pakape. Izteiksme var biit trijnieka pakape tikai divos gadijumos:

e ja x=1,tad x+2y+1 ir para skaitlis, kas dalas ar 2;

e jaxir trijnicka pakape, tad X ir nepara skaitlis un X+ 2y +1 ir para skaitlis, kas dalas ar 2.
Tatad dota izteiksme Satur vismaz divus pirmreizinatajus 2 un 3. Ja x=24 un y =1, tad dota
izteiksme satur tiesi divus dazadus pirmreizinatajus, kas ir pirmskaitli:

3X(X+2y +1)(7Ty+1) =3-24(24+2-1+1)(7-1+1) =3-24.27-8=2° . 3.

10.2. Uz kvadrata ABCD diagonales AC atlikts punkts M. Pieradit, ka
MA-MC + MB-MD = AB®.
Atrisinajums
Apzimgjam AC =d un OM = x (skat. A8. zim.). Diagonale AC sadala kvadratu divos vienados
trijstiros ABC un ADC, tapec BM = MD.

B C

@,
M

A
A8. zIm.

Kvadrata diagonales ir perpendikularas un krustpunkta dalas uz pusém, tapéc trijstirt MBO var
2
izmantot Pitagora teorému: MB? = OB? + OM? = (%) +x%. Tad

MA-MC + MB - MD = (AO —OM)(OC + OM) + MB? =

:[g—xj(9+xj+ MB? =
2 2
2 2 2
:(gj —x2+[gJ +x? :d—.
2 2 2

Izmantojot Pitagora teorému vienadsanu AABC , iegiistam:
AB? +BC? = AC?;

2AB? =d?:
ABZ=£.
2

d2

Lidz ar to esam ieguvusi, ka MA-MC + MB-MD = E) = AB? kas ari bija japierada.
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10.3. Kvadratos ir ierakstiti skaitli 1, 2, 3, 4, 5, 6 (skat. 7. zim.). Viena gajiena ir atlauts izvél&ties
jebkurus divus skaitlus, kurus savieno nogrieznis, un pie katra no tiem pieskaitit vienu un to pasSu
veselu skaitli (8is skaitlis katra gajiena var bt cits). Vai, veicot $adus gajienus, vares iegit 8. zim.
paradito skaitlu izvietojumu?

7. Zim. 8. zZim.
Atrisinajums
Apzim&jam skaitlus (skat. A9. zim.). Apskatam starpibu S=(a+b+c)—(A+B+C). Ta ka
katra gajiena katrai izteiksmei a+b+c un A+B+C pieskaita vienu un to paSu skaitli, tad S
nemainas. Sakuma (skat. 6. zZim.) §7 starpiba ir S; =(1+5+3)—-(6+2+4)=9-12 =-3. Beigas
(skat. 7. zZim.) starpiba ir: S, =(6+4+2)—-(5+1+3)=12-9=3.Taka S, #S,, tad uzdevuma
prasito nevargs izdartt.

A9. zIm.

11.1. Saha turnira piedalas 9 spelétaji, kuri katrs ar katru spéle tiesi vienu reizi. Katra spelé uzvarétajs
. e ey e 1
sanem vienu punktu, zaudetajs — 0 punktus, bet par neizskirtu katrs speletajs sanem 5 punkta.

Turnira beigas katrs sp€létajs bija sanemis vienadu punktu skaitu.

a) Vai ir iesp&jams, ka katrs sp€létajs nospél€ja neizskirti atskirigu skaitu reizu?

b) Vai ir iespgjams, ka katram spélétajam ir atskirigs zaud&jumu skaits?
Atrisinajums
Pavisam notika Cg2 = % =36 spéles, katrs spelétajs spéleja 8 speles. Ta ka beigas visi spelétaji
bija ieguvusi vienadu punktu skaitu, tad katrs sp&létajs ieguva 36:9 =4 punktus.
a) Ja spelétajs ir savacis 4 punktus, tad vins$ ir nospélgjis neizskirti para skaitu reizu: 0, 2, 4, 6 vai
8. Redzam, ka 9 spélétajiem ir 5 iesp€jas, tatad turnira atradisies tadi sp€letaji, kas biis nospelgjusi
neizskirti vienadu skaitu reizu.
b) Pieradisim, ka uzdevuma prasitais nav iesp&jams. Pienemsim pret&jo, ka visiem spélétajiem ir
atSkirigs zaud€jumu skaits. Tad spelétajs var biit zaudgjis 0, 1, 2, 3, ..., 8 reizu. Ta ka ir 9 dazadas
zaudgjumu skaita vertibas un katram spélétajam ir jabut atskirigam zaud&umu skaitam, tad ir
speletajs, kas zaudgjis 8 reizes, ir spélétajs, kas zaudgjis 7 reizes, utt. Sp€létajs, kas turnira
zaudgjis 8 reizes, turnira ir ieguvis 0 punktus, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem. Lidz ar
to esam ieguvusi, ka eksiste vismaz divi sp€letaji, kam ir vienads zaud€jumu skaits.
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11.2. Izliektam Ccetrsturim novilktas visu astonu ar€jo lenku bisektrises. Pieradit, ka tas veido
Cetrstiiri, kuram var apvilkt rinka liniju.
Atrisinajums
Japierada, ka ap Cetrstari EFGH var apvilkt rinka liniju (skat. A10. zim.). Izmantosim, ka
e ap Cetrstiiri var apvilkt rinka Iiniju, ja ta pret§jo lenku summa ir 180°;
e (Cetrstiira Cetru dazado (kas atrodas pie dazadam cetrstiira virsotném) aréjo lenku summa ir
360°.
Apskatam cetrstira EFGH divu pretjo lenku summu:
/E+ /G =180°- ZEAB — Z/EBA +180° - Z/GCD — ~/GDC =
=360° - ZEAB — Z/EBA — Z/GCD — £ZGDC = 360° —-180° =180°.
Parveidojumos izmantojam, ka ZEAB+ Z/EBA+ /GCD+ £ZGDC =180°, jo So cetru lenku
lielumu summa ir puse no Cetrstira ABCD dazado argjo lenku lielumu summas.

H

Al10. zim.
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11.3. Tabulas 3x 3 ratinas ierakstitas nulles. Viena gajiena atlauts dotaja tabula izvél&ties kvadratu ar
izm@riem 2x2 ritipas un palielinat par 1 visus taja ierakstitos skaitlus. Pieradit, ka pec
vairakiem $adiem gajieniem nevargs iegiit 9. zim. doto tabulu.

4195

10 18|12

6 13| 7

9. zim.

Atrisinajums

Izpétisim, ka ir veidota gala rezultata iegiita tabula. Redzam, ka kvadrata 2x2, kur§ atrodas
kreisaja augS¢ja sturi, visi skaitli palielinati par 1 Cetras reizes, jo pasa sturi atrodas skaitlis 4.
Labaja augsgja stiirt atrodas skaitlis 5, tatad atbilstoSaja kvadrata 2x 2 visus skaitlus palielina par
1 piecas reizes, bet apaks€jos kvadratos - attiecigi 6 un 7 reizes.

Apskatisim All.zim., ka tiek aizpildits kvadrats 3x3 riitinas, ar mazajiem kvadratiniem 2x 2
rutinas.

No Sejienes redzam: par cik palielinas stiira riitinas ierakstito skaitlu summa S, par tik palielinas
ari centralaja rutina ierakstitais skaitlis . Tatad lielums (S —c) ir nemainigs. Sakuma S—c=0.
Beigas jaieguist, ka S—c=2-18=4. Taka 0= 4, tad nevar iegiit 9. zim. redzamo tabulu.

parkljas divi
4|4 kevadrating 519
414 A+5="5 515
Y s
parklajas divi parklajas divi
kvadeatisi | —— [ | S [kvadratiyi
A+6=10 S+i=1a
=] 5
6|6 parklias divi 77
o6 kvadratini 7
6+7=13
CEntra
paklaas vist | |
tetr1 kvadrat:
A+5+6+7=22 All. zim.
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12.1. Devinciparu naturala skaitla n ciparu summa ir 3. Kada var bat n® ciparu summa?
Atrisinajums
Lai skaitla ciparu summa biitu 3, tad skaitlis var saturét:
e tr1s vieniniekus un pargjas nulles;
e vienu vieninieku, vienu divnieku un pargjas nulles;
e vienu trijnieku un pargjas nulles.
Tatad devinciparu skaitli, kura ciparu summa ir 3, var pierakstit forma n=10%+10%+10°,
a,b=0,12,...,8 (a un b var ari bt vienadi).

Tada gadijuma n°=(10%+10? +10b)3. Atverot iekavas, ieglsim summu, kas sastav no

3.3-3=27 saskaitamajiem, un katra saskaitima ciparu summa ir 1. Skaitla n® ciparu summa
nevar parsniegt skaitli, ko iegiistam, saskaitot So 27 saskaitamo ciparu summas. Tatad ta
neparsniedz 27.
Skaitlis n dalas ar 3, jo ta ciparu summa dalas ar 3. Tapéc skaitlis n® dalas ar 3° =27. Ja skaitlis
dalas ar 27, tad tas dalas arT ar 9, tap&c ar ta ciparu summa dalas ar 9. Ciparu summa noteikti ir
naturals skaitlis (vienigais skaitlis, kura ciparu summa ir 0, ir skaitlis 0). Vienigie naturalie skaitli,
kas neparsniedz 27 un dalas ar 9, ir 9, 18 un 27. Visi §ie skaitli var bt n® ciparu summa:

e ja n=300000000, tad n* ciparu summair 9;

e ja n=210000000, tad n® ciparu summa ir 18;

e ja n=111000000, tad n® ciparu summa ir 27.

12.2. Trapeces diagonales ir vienadas. Pieradit, ka ap So trapeci var apvilkt rinka liniju.
Atrisinajums
Ievérojam, ka AACF =ADBE (péc pazimes "katete-hipoteniiza™), jo BE =CF ka trapeces
augstumi un BD = AC péc dota. Tad ZCAD = ZADB ka atbilstoSie lenki vienados trijstros
(skat. Al12. zim.). Ta ka ZADB = Z/DBC (ieksgjie Skérslenki pie paralélam taisném AD un BC),
tad ZDAC = ZDBC un ap trapeci ABCD var apvilkt rinka Iiniju.

B C

Al2. zim.
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12.3. Devini rukisi izvietoti kvadrata ar izmeriem 3x 3 ritinas, kas atrodas Saha galdina, 8 x8 riitinas
kreisaja apaksgja stiirl. Katrs rukitis var parlékt pari tam rikitim, kas atrodas blakus, ja tur ir brivs
laucins. Lekt var gan vertikali, gan horizontali, gan art pa diagonali.

Vai var parvietot riikkiSus cita kvadrata ar izmériem 3x 3 riitinas, kas atrodas Saha galdina

a) kreisaja augscja stir,

b) labaja augsgja stari?
Atrisinajums
a) Aplikosim sakuma doto kvadratu 3x 3 ritinas; taja 5 rukisi atrodas uz melnajiem lauciniem
un 4 - uz baltajiem lauciniem. Ta ka rtkisi parvietojoties paliek uz tas pasas krasas lauciniem, tad
rikisi nevar izvietoties kreisaja aug$éja 3x 3 kvadrata, jo tur ir 4 melnie un 5 baltie laucini (skat.
Al3. zim.).

Al13. zim.

b) Ievérojam, ka sakotngja 3x 3 ratinu kvadrata, skaitot no kreisas puses, 6 rukisi atrodas nepara
vertikal@s un 3 - para vertikal@s. RikiSiem parvietojoties, tie rukisi, kas atrodas nepara vertikal@s,
tadas ari paliek, bet tie rukisi, kas atrodas para vertikalés - tadas ari paliek. Labgja augsgja
kvadrata ir 6 laucini para vertikalés un 3 laucini nepara vertikal€s, tatad rikiSus nevarés parvietot
uz labgjo augsgjo kvadratu.

2014./2015. m.g.
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