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LATVIJASREPUBLIKAS 27. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

27.1. No dofi x° % 3 x*" = x"™Y =64 un x' G303 k2" = x" =32 Izdalot
pirmo reizirmjumu ar otro, iegstam x" = 2. No vieridibas (x”)m1 =64 seko, kan
=5unx=%/2.

27.2.

27.1.2m.

Pagariam PB Iidz punktamM. TadCJAPM = [JAOB = a (Kka lenki ar savstargi
perpendikudram makm). Tatad

MP =- a—,MB:b+ a , OB = MBctga = bctga + ‘a ,
cosa cosa Sna
OP =+/OB? + PB? = \/az +2abcosa + b?

sna
27.3. Izmantojot to, ka rika fnija (iznemot punktusA un B) ir to punktu kopa, no
kuriem diametruAB redz taish lenki, ka af to, ka nogrieznis, kas savienaka
Iinijas centru ar hordas viduspunktu, ir tai perplkmdrs; pieadam, ka visu
apskaimo hordu viduspunkti piedemiga nijai ar diametrtOM, kur O ir dotas ripka

[inijas centrs.



. . . t t
27.4. JaAB = s un firistu cda pavadtie laiki t; un tp, tad *v, +-tv, =s un
2 2

=S + 5 Taps
t,—= 2, + v, Tapec
o 28 _s(vtv) :4sv1v2—s—(v1+v2)2 _ v -v,)° <%
P vy, 2 vy, 2(vy + v, vV, 20V + vy vy,

27.5. Novelkam taisni caur virsotrA un P. Viena tas pug paliek nepra skaits
daudzdira malu un virsatu, otraj pus -- para skaits. Bet vienas puses malas var
krustot tikai taisnes, kas iet caur otras pusesouiem.

27.6. Ja So mka liniju centrus savieno, tad savienojuri@ijas iet pa dat cetrstira

arejo lepku bisektrigm un rodas jaunsetrstiris, kura malas iet caur dotetrstira

virsotrem. Ja dat cetrstira lenki ir o, B, y un §, tad jaua cetrstira lepki ir

1800_(18O°—a N 180°—[>’) _ a+,[>" B+y y+0 | o+a '
2 2 2 2 2

+ B+y+
lielumu summa irw =180°

Tatad pretjo lenku
, un ap to var apvilkt sika fniju.

27.7. Skaifa 2' pedgjais cipars periodiski afiktojas ar periodu (2, 4, 8, 6), bet skait
n? pedgjais cipars -- ar periodu (1, 4, 9, 6, 5, 6, 9140). Mazkais kopigais periods
ir ar garumu 20. Apglkosim [Edgjos ciparus Sperioda robeis:
3,8,7,2,7,0,7,0,3,4,9,0, 1, 0, 3, 28,19, 6). htad edgjais cipars var it 1,
bet nevar bt 5.

27.8. Sareizinot dadis vieradibas, iegstam

by =a,b, +2+ >a,b, +2. Tatad

a.b

n=n

asobgy > 2049+ ab; +£2100.
1

No Sejienes iagptam ag, + by, = 2,/ag, b, > 20.

27.9. Apzimesim JCAB,, = 8,,. Tad

ﬂl /82 /Bn—l
—a,.B,=a+2L Bo=a+2, .. B o+,
Bi=a.B,; 2 Bs 4 B 4
Reiziram otro vieradibu ar 4, tre$o ar 4, ... , [gdgjo ar 4™ un visas saskaitn.
(4" -1)a

legistam 4" 3, = a(1+4+ +4”'1) un B, = a3

No Sejienes atrodam pissrobezu



4" -1 4
a=—a
3141 3

lim B, = lim
Nn— oo

n- o

27.10. Skeluma veidojas piecsiris ar Iaukumu%\/4b2d2 + az(b2 + d2) .

27.11. Ja So mka lniju centrus savieno, tad savienojumi@jas iet pa dct cetrstira
arejo lepku bisektrigm un rodas jaunsetrstiris, kura malas iet caur dotetrstira
virsotrem. Ja dat cetrstira lepki ir a, B, y un 9, tad jaua cetrstra lepki ir
1800_(18O°—a N 180°—[>’) _ a+,[>" B+y y+0 | o+a '

2 2 2 2 2

lielumu summa irM =180°

Tatad pregjo lenku
, un ap to var apvilkt sika fniju.

27.12. Apzimgjot 2 rax - y, iegistam, kaO<y’+iy-1<2 Takay> 0, tad
jabut, kal<y<2jeb-1< x? +4x <1, no kurienes ietstam atbildi.

Atbilde: x 0(-2-+/5,-2-+/3)0(-2++/3,-2+45).

27.13. . Skaifla 2' pedgjais cipars periodiski afiktojas ar periodu (2, 4, 8, 6), bet
skaifa n? pedgjais cipars -- ar periodu (1, 4, 9, 6, 5, 6, 9140). Mazkais kopigais
periods ir ar garumu 20. Agtosim [Edgjos ciparus sperioda robess:
3,8,7,2,7,0,7,0,3,4,9,0, 1, 0, 3, 28,19, 6). htad edgjais cipars var it 1,
bet nevar bt 5.

27.14. Apzimgjam mekkjamo skaiti ar aa,...a,. legistam vieadibu
Qy... 8190 = (al +.-- alOO) +(ala2 ta gt t a9961100) T+ 13y Qg jeb

ad, - Aoy = (1+ag)(1+8,) -+ (1+ &) — 1.

Ar indukciju pieadisim, kaa,a, -~ a, = (1+a,)(1+a,) - (1+a,) -1 un vieradiba

a
pastv tad un tikai tad, jea, =---=a, = 9.
Jan = 1, tad tas ir amredzams. Pigemsim, ka tas piadits, jan=k. Tad
A8y Byl = 10(By8y 8 + 8 2
(1+ Bn) By, -8y + By 2 (14 ak+1)[(1+ &) (L+ay) - 1] + 8 =
(1+a)(1+a,) - (1+au)-1
un vieradiba pagtv tad un tikai tad, kada, =---=a, = a,,; =9. Ar matenatisko

indukciju apgalvojums piadits. Tatad nmisu mekéjamie skaili ir Sadi: a99...9, kur

air jebkurs cipars, kas nav 0.

27.15. Skeluma veidojas piecsiris ar Iaukumué\/4b2d2 + az(b2 + d2) .



27.16. No 3 perpendikulu teémas izriet, ka pirafdas augstuma pamata projekcijas
uz pamata mam ir sanu skalcu augstumu pamati. apéc, ja nes konstr@sim
piranidas izkkjumu un novilksim perpendikulus Mo, un D, pretAC un BC, tad to
krustpunkt<O biis piramdas augstuma pamats (skat. 27i&1.x

Ds

27.2. Im.

Tad DO var konstr@t ka kateti taisnleka trijstirim , kura hipotenza ir D,F , bet
katete ir OF. -

27.17. a) Izmantojot formulas, vieadojumu prveidojam forma:
3sinx—4sin®x+1-2sin’x =1+ ZSinX(l—ZSiI’IZX)

Atrisinot datsi, ka sinx D{ O%} . x=m(n0Z)x=(-1)"z+m(n0Z).

b) Apzim¢jam sinx =y un iedistam vieadojumu

3y-4y® =ay+(4-2d)y°.

Viens & atrisimjums ir 'y = 0; paliek kvaditvienadojums
4y + (4— 2|aj)y+ a—3=0. Ja abi vieadojumi ekvivalenti, tad viensitatrisirajums

ir 4; ievietojot dali a=|gd, a=0. No Vjeta tecdmas seko, ka otra sakne ir

2 )

6:1—[; — 323. Vienadojumi kas ekvivalenti, ja& bus O,% vai afl pec modua lielaka

par 1.
Atbilde: a0[0,1) 0{3} 0{4} O(5,).

27.18. Taka 2F —2=2% -2 = 2(222n —1) un (22” +1)(22n _1) =2%" -1 tad

pietiek pieadit, ka2? -1 daks ar 22 -1. Ta ki a*® -1 daks ar a° -1, tad



pietiek pieddit, ka 22 dalis ar 2". Tas seko no neviadibas 2" = n+1, ko

pierada ar matemtisko indukciju.

n(n+1)
2

27.19. Atsvaru kopjais svars ir .Tatad vai nun vain + 1 jadalks ar 3.

Jan=2vain=3, prdasm nav izpildma.

Jan=5vain =6, tad atsvarus var sakkli:S

(14).(2,9), 5 vai (16),(2,5),(34).

Jan atsvari jau salikti, tad an + 3 atsvarus var salikt. Atsvant 3 kg novieto ta
kaudz, kura ir 1 kg, atsvarus 1 kg um+ 1 kg novieto otraj kaudz, bet atsvaru + 2
kg -- treSaj kaudz. Tatad n atsvarus var salikt tad un tikai tad,j& 5 un vai nun,
vai nun + 1 dahs ar 3.

27.20. Vispirms piedada, ka no jauna i@nctie kusigas rinka finijas punkti pasi
jaunus punktus neigne, bet vienndr norek pref tiem punktiem, kurus iemgjis
pirmais ieZmgtais kusigas rinka linijas punkts. Kad kugga rinka lnija 100 reizes
apripojusi nekustjo, &s nokhtais cés uz nekustas rinka lnijas ir 100v/2 = 1414. ...

Tatad no jauna Sajlaika iezméti 141 nekudbas rigka finijas punkts, bet kap-- 142.

27.21. Pimemsim, ka vieadojumam eksisgtatrisirajums natuglos skaitos §, y). Tad

~1+./1+16y +16y°
=0, x= y y :
2
Ta ka x ir natugls skaitlis, tad irl6y? +16y +1 ir jabat natusila skaita kvadatam,

X2 +x—4y(y+1)

bet tas nav iegpams, jo Sis skaitlis atrodas starp diviem sekejosSnatuilu skaifu
kvadiatiem: (4y +1)> <16y? +16y+1< (4y+2)°.

27.22. Pimemsim, ka #&da ripka finijja eksist. Tad & dala uz puam af katra
sakotneja rinka laukumu. Epec tai ir jasatur iekSpus afi taisnes nogriezni, kas
savieno 3kotrgjo ripka liniju centrus. Bet,at ka Sis nogrieznis dala abuk®tngjo
rinku &elumu vienliehs ddas, tad tres rinka linijja So &&lumu nedala vienliak
ddas (s iekSpus atrodas lielka dda.

27.23. Apzimgjam arM vislielako no uzrakstajiem skailiem (ja &du ir vaiaki, tad

vienu no tiem), bet tam pulksie raditaja kustbas virzied sekojosSos skdiis -- arx
uny. Tad M =|x-yl. Ta ki 0<sx,y<M, tad vai nux=0,y=M, vai af

x=M,y=0. Abos gagdumos Iiegistam, ka wuzrakdte skaiti ir
M, M,0,M,M,0,...,M,M,0. Ta ka visu skaifu summa ir 1, tad = .

27.24. Maksimalais atalums ir 1 m.



a) Pa#disim ka var gatlies, ka gliemezis nolien 1 m. 10 rowetaji noveros gliemezi
Sados laika interglos:
[0;1],[06: 16].[12; 22].[17; 2.7],[24; 34],[28: 38].[36; 46].[39; 49],[48; 58].[5: 6]
Ja laild kad gliemezi nogro viens noerotajs (tadu periodu ir 10) gliemezis napo
10 cm, bet prgja laika nekustas, tad w§ noapos 1 m.
b) Lemma. No no\erotajiem var iz\Eléties dazusa, ka

1) visu laika periodudds no nogrotajiem nowro gliemezi,

2) nevien bridi gliemezi neno#ro vairak par 2 nogrotajiem.
Pieadijuma izmanto to, ka ja dda laika momerit gliemezi noero vairak par 2
noverotajiem, tad var dazus no néwtajiem izmest, atgfot divus (pirmo un pdgjo
no no\erotajiem, kas redz doto ).

Sanumugsim iz\eletos nowrotajus atbilstosi laikam, kad tieals noverot gliemezi. &
ka neviem no laika momentiem gliemezi nerwwg 3 cilveki, tad laika bizi
nowerotajiem ar nepra (para) numuriem nepklajas. Ta ka kopgjais laiks ir 6
minates, tad ir ne vadk ka 5 nowrotaji ar ne@ra numuriem un ne vak ka 5
noverotaji ar para numuriem, t. i. kop 10. Ta ka katra noerotaja laika spidi
gliemezis nolien 10 cm, tad kgpis gliemeza veiktais atums negrsniedz 1 m.
27.25. Saha galdia lauchus apzmesim ar @riem (i, j), 1<i,j <1000. Sakuma
karalis aiziet uz laugu (2, 2). Ja 1. horizofle vai vertikalé atrodas kds tornis, tad
melnais karalis arakoSo @jienu uzvar. Bpec aplikosim gadiumu, kad visi toui
atrodas augak un pa labi no kata. Tad karalis pa diagain dodas uz laugiu (999,
999). Tas izpilda 997ajenus. Pa So laiku visiem t@gem japarvietojas pa kreisi un
zenik no karda, tad pizdara %499 = 998 gjieni, bet tam nepietiek laika.

27.26. Uz katras kakta K&utnes novietosim vi@pas vektoru ar akumu kakta
virsotre. Apzimésim tos ar a,b,c. Tad vektori a+b,b+c,c+a ies pa kakta

plakano leku bisektrigm. Atradsim kosinusus lgiem starp bisektrin:

(a+p)(b+c) 1+ab+ac+be

TR eprd
cosa :(EIJJ))(EHE):1+§)+5‘E+BE

e R
Cosa32(5+6)(6+6)_1+55+aa+55

‘5+EHE+E‘ ‘5+EH5+5‘



Izmantofim to, ka aa=bb=cc =1. Redzam, ka visi kosinusi vienl&g ir vai nu

negatvi, vai 0, vai pozitvi.

27.27. Lemma. JaP(x) ir polinoms ar veseliem koeficientiem, tad eisi veseliem
skaifiemaunb P(b) - P(a) daks arb - a.

Pieladijums seko noat ka b" —a" daks arb - a.

Pienemsim, kaxp ir vienadojumaP(x) = 0 vesela sakne. Tad

1=P(a) - P(x,) = P(b) - P(x,) = P(c) = P(x,) dalis ar a-xy,b—X,,c-x,. Bet
skaitlis 1 nevar d#ies ar trim daizdiem skailiem.

27.28. lzvelamies vienu cilgku A. Starp atlikuSajiem 23 ciékiem ir vai nu vismaz
12 fadi, ar kuriemA ir paZstams, vai vismaz 12di, ar kuriemA nav pazstams.
Uzskatsim, kaA ir pazstams ar 12 ciikiem.

Izvélamies starp Siem ciékiem kadu cilveku B. Starp atlikuSajiem ir vai nu vismaz 6

tadi, ar kuriemB ir paastams, vai amu vismaz 6adi, ar kuriemB nav pazstams.

1. Starp atlikuSajiem 11 ir vismaz 6di, ar kuriemB ir paastams. Ja starp
Siem 6 ir divi, kas savstap pazistami, tad tie kop ar A un B veido mekéjamo 4
cilveku grupu, kud visi paist viens otru. Jatlu divu nav, tad mums ir 6 cidii, kas

cits citu nepaist.

2. Starp atlikuSajiem 11 ir vismaz &di, ar kuriemB nav pazstams. Turprik
aplikosim tikai Sos 6 cilekus. 1z\elesimies vienu no tiem €.

2.1. Starp atlikuSajiem pieciem ir 3di, ar kuriemC ir pazstams. Ja starp
Siem 3 kaut divi ir savstagp pazstami, tad wi kopa ar C un A veido prago
cetrinieku; ja &du divu ciheku nav, tad Sie 1 ko@ ar B veido cetrinieku, kua

neviens nepast otru.

2.2. Starp atlikuSajiem pieciem ir 3di, ar kuriemC nav pazstams. Ja starp
Siem 3 ir kaut divi, kas viens otru nepstz tad vihi kopa ar B un C veido prago
grupu. Ja visi 3 viens otru pat, tad vii kopa ar A veido grupu, kur katrs parst
katru.
27.29.1=17, 2=-1°-2°-3 +4%, 3=-1°+2°, 4=-1-2°+3,
No vieradibas

A+4=A+(n+1)* - (n+2)* - (n+3)° +(n+4)°



izriet, ka, ja skaitliA var izteikt pra#taja veida, tad ar skaitli A + 4 var izteikt
prastaja veida. Ar matenatisko indukciju pieidits, ka katru nataftu skaitli var
izteikt prastaja veida.

Pieskaitot un aemotcetrinieku katram skaitlim var atrast beAgaldaudzas praa
veida izteiksmes.

27.30. Pienemsim, ka virkne ir ierobezotaaka virkne ir monotoni augosa, tad tai
eksist robezac. Dotaja vienadiba, farejot uz robezu pien — oo, iegistam

c [c? 1
C=— 4+, |—+=
2 4 c

. 1 _— , : .
no kurienes- = 0, kas nav iespams. Tatad virkne nav ierobezota.
c

Kapinot doto vieadibu kuls, palkipeniski iegistam

s _ & 3.3 4 1) a 3 a, 2 ., 1)_
a, =—+— 1+— a +— <4+ + D1+ lal+—|=
2 2 2 a a 2 2 2 a a

n n

1
a®+3+—<a’+4
n a3 n

n

No Sejienes iestam, kaas;, <1+ 4[249. Tatad a,g, < 3/997 <10.

27.31. Piepemsim, ka KiviSi kaut la sadaiti starp skainiem. Ja katram jau tikusi
kaut kada vipa atnegt konfekte, tad vissatiba. Pre€ja gadjuma ir tads skoéns Ay,
kurs saemis &kiviti bez saam konfekem.

Var pie@adit, ka &da gagjluma var atrastadus skotnusA,, As, ... An, ka uzA; kivisa
ir A; atnesi konfekte, uzA; &ivisa ir A, atnesi konfekte, ... , U, ivisa ir A,
atnesi konfekte, uzA; &ivisa ir A, atnesi konfekte. lzdarot maas pa ciklu, visiem
skokniemAy, Ay, ... A, bas ¥kiviSi ar vipu atnestam konfekem.

Ta ka katru reizi gpc Sdas opeicijas skotnu skaits, kas s&musi savu konfekti

palielinas, tad pc gaiga sdu skaita visiem skéhiem uz §iviSa tiks sava konfekte.

27.32. Nemotx vertibas 1, -1, 0,—= iegiastam nevieadibas

5

(1)|a+b+c+d+g<1,
(2) |la-b+c-d+d<1,
(3) =1,

a b c d
4) |—+—+—-—+—=+e <1,
@1 242 2\/56(



(5)

E_L+E_i+e‘<1
4 222 2 J2 77

No (1) un (2) izriet, ka

(6) Qa+c+g<|a+b+c+d+g+la-b+c-d+d<2,
Lidzgi no (4) un (5) izriet, ka

@) g+c+2%sz.

No (6) un (7) izriet, ka
8) g - % <3.

g—+|qs4,jeb|ajss.

Vienigais polinoms, kuram izpifi$ uzdevuma nosgomi una = 8 ir 8x* —8x? +1.

No (8) un (3) izriet, k%‘ = E -e+ % <

27.33. Piememsim, ka virkne ir ierobezotaaka virkne ir monotoni augosa, tad tai
eksist robezac. Dotaja vienadiba, farejot uz robezu pien - oo, iegistam

c [c? 1
C=—+4,—+=

2 4 c

. 1 _— , : .
no kurienes- = 0, kas nav iespams. Tatad virkne nav ierobezota.
Cc

Kapinot doto vieadibu kuls, palkipeniski iegistam

3 3
a?ﬂ:ﬁ+§+ﬁ 1+i a§+i <i+§+ﬁ 1+£ a§+i =
2 2 2 a a a

n n

1
a®+3+—<a’+4
n a3 n

n

No Sejienes ieptam, kaad,, <1+ 4[249. Tatad a,s, < /997 < 10.

27.34. Ta ka xunx + 1 ir savstargji pirmskaiti, tad vai nux vaix + 1 daks ar p>".
Abos gadiumos x +1> p®". Pamatsakau mrveidojam forna

p?" -1= (p”(2y+ 1)+ (2x+1))(p”(2y+1) - (2x+1)). Tatad

p>" —12 p"(2y+1) +(2x+1) > 2x + 1.

No S3ejienes p*" >2x+2>2p®". legita pretruna, kas pigda, ka dotajam

vienadojumam nav atris@jumu natuilos skaitos.



27.35. Vienu reizi griezot, kogjais apgabalu skaits paliefis par 1. Bc n griezieniem
kopgjais apgabalu skaitsib n + 1. Ar katru griezienu kdgais virsohu skaits var
pieaugt par 2, 3 vai 4.alad Ec n griezieniem virsatu skaits nefrsniedz 4 + 4.

Ja zc x griezieniem ks raduSies 1000 divdesmitat, tad citu apgabalu skaitsid
vismaz 3(x — 99) + 10020 = 3x + 1703. Tatad X +1703< 4x + 4; x= 1699.
Pafdisim, ka ar 1699 griezieniem uzdevuma prasvar izpildt. Vispirms ar 99
griezieniem sagriezam kvautin 100 taisnsiros, bet pc tam katru taisnsti, 16 reizes
nogriezot dirus, prveidojam par 20-gti. Kopgjais griezienu skaits ir
99 +16[100 = 1699.



