Materials nemts no gimatas: Andans Agnis, Brzina Anna, BrzinS Aivars "Latvijas
Republikas 26.-51. mateatikas olimpades”

LATVIJASREPUBLIKAS?28. OLIMPIADE
ATRISINAJUMI
28.1. No doia# b, a# 0. Vieradojumu farveido par

x*(a-b)-2ax+a-b=0.

Lai saknes titu realas un daidas, fibat vel D > 0 jeb
a’-(a-b)® >0 b(2a-b)>0.

Tas izpildis tad un tikai tad, kad vai nzm>§b >0, vai af a<—t2) <0.

28.2. Uzdevum nav dots, vai izmanas par 1 stundu atbilstruma palieliasanai vai

samaziasSanai. Apmmegjot cdu ars km, betatrumu arv km/h, varam sastiit divas

SisEmas
v +810=1 Slo_§=1
vV Vv ; V- \Y;
S S val S S
-—=15 — = =15
v-=10 v v v+10

Dalot pirmo vieadojumu ar otro, iegst attiedgi
(v-10v _ 1 un (v+10)v _ 1
(v+10)v 15  (v-10)v 15

Pirmaa gadjuma v =50, otraj v = - 50 (tas neder).

Tatad s = 300 km un cla pavadtais Iaikst:%= 6h. Tas nomng, ka autobuss

izbrauca plkst. 11.00.

28.3 Pienemsim, ka krustisko tai® stvoklis ir patvdigs. Divi raduSies trijsiri ir
homottiski ar centru punkt O. Pie homaitijas malu viduspunkti griet par malu
viduspunktiem. Bet punkti, kas pie horetgas fariet viens par otru, atrodas uz vienas

taisnes ar homatijas centru, t. i. ar C.



28.4. Trapeces diagates garums ir BC = 2Rsin(a + f), vidusinijas garums ir

2Rsin(a + B)cosa , augstums2Rsin(a + B)sina .

Tatad laukums i2R*sin®(a + B)sin2a .

28.5. Novelkam caur O divas taisnes°4enki ar rhtinu linijam. Aplikosim 4 raduSos
lenkus. Katd no tiemargjos un ieksjos punktus var sadalpa @riem &, ka katram
arejam punktam atbilst ielfais punkts. Pie taifl krustpunktiem ar ska [niju
arpuse ir par vienu punktu vaik. Tatad mek&jama starpba ir 4.

28.6. Apgalvojumu pieidisim ar materitisko indukciju.

Jan=1,tadx+y=a;jan= 2tad x* +y? = a® - 2b.

k+1

Piepemsim, kax® +y* =F,(a,b) un x*** +y*** = F,,,(a,b) ir polinomi noa un b

ar veseliem koeficientiem.
Tad at x*? +y**? =aF,,,(a,b)-bF(ab) ir polinoms noa unb ar veseliem

koeficientiem.

28.7. Trisciparu skalu ir 900, pec divu tAsciparu skalu reiziragjumu ir ne vaigk
par

900[899 9001900
= v 4 < - """

900 +900 = 405900 .

Bet seSciparu skait ir 900 000. #tad vaigk ir dotap veida neizsakmu seSciparu
skaifu.

28.8.
Necrere, [«/x2+x+1—(ax+b) [[]x/x2+x+1+(ax+b)
X“+x+l-ax-b=

VX% +x+1+(ax+b)

X2 +x+1—(ax+b)2 _ (1—a2)x2 +x(1-2ab) +1-b? (1—a2)x+(1—2ab + 10

X

x2+x+1+(ax+b)_ x? +x+1+(ax+b) 1+1+ L +a+?

Jax - o, tad saugs tiecas uz 1 + a. Jh-a® #0 un 1-2ab# 0, tad skaitaja

robeZa nav 0 un addas robeza nav 0.aTad 1-a? =0 un1-2ab=0.Takaa> 0,
tada=1unb=3.

28.9. Iztelojamies, ka dotie stari veido trijplald kakta aglu, uz kura skaldem dots
pa punktam. Tad mums @Konstrie S kakta &&lums ar plakni, kas iet caur dotajiem
punktiem.



28.10. (Skat. 28.1.7m.)

G
B:1
B
D D1
A A
28.1. Im.

Pienemsim, kaABCD ir kaut kads cetrstiris ar dotiem diagaiiu garumiem un lga
lielumu starp am. Rarbidisim to par vektoruBD stvokli A,B,C,D,. Paralelograms

ACC, A, bis viens un tas pats visiatatrstiriem ABCD. Skaidrs, ka

AB+BC+CD +DA = AB, +B,C, +CB, +BA, = AC, +CA,.

Pie tam vieadiba pasiv tad un tikai tad, kad punk#f, B;, C; unC, B,, A; atrodas uz
vienas taisnes, t.i., ka&BCD ir paralelograms.

28.11. Apzimgjot y = tgx, iegistam vieadojumu
y3-2y*+3y-2=0 jeb (y—l)(y2 —y+2) =0.

Tatad tgx = 1, x:£+m(n 0z).

28.12. Meklesim funkciju forna f(x) = Asin(x + ¢). Tas nodro%ina a) un b) punktu
izpildi. levietojotx = 1, iegistam¢ = -1. levietojot x = 0, iedgistam Asin(-1) =1.

Tatad mekgjama funkcija ir f(x) = - sn(x- ) .

sinl

28.13. Ja; nemam 2 virsotnes un atcjam viduspunktusamn ¢etram, kas iziet noin
virsotrem, bet nesaviencas$ sad starg@. JatZzmé, ka ripka linija, kuras centrs ir
regubra trijstira malas viduspunkts un kas iet caig Halas galapunktiem, iet caur
abu citu malu galapunktiem.

28.14. 1=@; 2:@+§; 3:§+§+§; 4:6—6+6+6—6;
666 66 6 6 6 6

5:6+6+2+6+6; 6= 6+666(6-6); 7:6+g+6(6—6); 8=6+2"%46-6;

9:6+6—6+6+6 +6+6+6+6. 6

; 10=6+————— 11=6+6-—-+6-6;
6 6



12=6+6+66(6-6); 13:6+6+g+6—6; 14:6”’*%*2;

15=6+6+270%6. 16=6+6+6-275. 17=% . 6+6-6:
6 6 6

18=6+6+6+6(6—6)’19:w+6' 20=6+6+6+6;6

6

28.15. Izmantojot kugbas grafikus pi@da, ka satikSas prmaigus notiek punkto€
unD. Tatad 1978. satikSas notiks punkt D.

28.16. Izmantojot triju perpendikulu tedmu, pieida, ka piramdas ABCD pregjas
Skautnes ir pa riem perpendikdiras. Rc tam, atkal izmantojot triju perpendikulu
teoemu, pieida, ka pirarmda, kura pretjas %autnes ir pa griem perpendikulras,
katrs piraridas augstums iet caur @s skaldnes augstumu krustpunktu.

28.17. Parejot no reiziajumiem uz summm, iedistam

-1 = 1-
5COSX = ,/1—CosX .

Tatad pbat cos x < 0. Kapinot kvadata un risinot kvaditvienadojumu, dab
cosx = —2++/8. Abas ¥ saknes neder, jo viena ir pozit, bet otra maika par -1.

28.18.y ir neparu skaitlis y = 2z+1. No 3ejienes32*? = z(z+1). Tatadx = 2 un

skaifi zunz + 1 ir savstar§ji pirmskaiti. Skaitli 3122 var sadat divu savstargju

pirmskaitu reizirajuma ¢etros veidos:
a)z=1 3[@*?=z+1 tad 3[2*% =2, bet 2 ar 3 nedatis;

b) z=3, 2% =z+1 tadx=4,y=7;
c)z=2"?, 3=z+1 tadx=3,y=5;
d) z+1=1, z=3[2*%; tadz=0=32*?, bet tas nav iegfams.

28.19. (Skat. 28.2.7m.)



MO\ N B

28.2.Im

Apzimgjam AB =a. Novelkam COLAB un DKOAB. Tad AK = ADcos[IKAD. Ta
ka loki AD, DE, EB ir vienadi, tad katrs no tiem ir 6Qiels, tapec

AD :2, OKAD = 60° un AK = %. Savulart

KD=ADsin60°=a—*/§, co-i ttad 22 =2un M = 5.
4 2 KD OK

Tatad OM +OK = OA - AK =%. No ejieneM =%, oM =g un

AM = AK + KM :%.

28.20. Mazakais iespjamais sersanu skaits ir 10.

1) Piemadisim, ka ar 10 sarSaram uzdevums ir atrisems.

Lemma. Ja piecas matas jau ir sakrtotas svaru augSanaarfba, tad sedis morgtas
vietu Saj virkng var atrast ar trim gvSaram.

Pienemsim, knRA<B<C<D<E.

Ar pirmo swrSanu satizinam F ar C. JaF < C, tad, saldzinot F arAunB, F vieta ir
atrasta. Otrajgadjuma rikojamies idzgi.

Ar trim s\verSaram iedistam sitaciju A<B,C<D,B<D.

Saldzinam E ar B.

a) E < B. Tad saidzinam E ar A. Tagad mums ir zéma ¢etru mortu A,E,B,D

svaru krtiba un bez tam ziims, kaC < D. Ar ped¢jam divam s\erSaram nosakm C
vietu Saji virkng.

b) gadjumu B < E apliko lidzgi.



2) Pieadisim, ka ar 9 ssrSaram nepietiek. SeSas metas var tikt izvietotas 6! = 720
veidos, bet ar 9 §vSarim iesgjami tikai 2 = 512 da#di varianti; itad nelis
iesgEjams atgirt visus 720 dadlos variantus.

28.21. Apzimesim lepka lielumu starp mamaunb ary. Tad

Spsc = %absiny. Tatad

—B‘sz'

sny

ab=

Taki a<b,tadb’>ab>2 unb>+/2.

28.22. No neviendibas x(1- x) < L

= seko, ka
4

a(1-b)b(1-c)c(1-a) = a(1-a)b(1- b)c(l-c) < (%)3,
Tatad vismaz viena no dotay izteiksnem nerﬁrsniedz%.

28.23. Redzams, ka ir neparu skaitlis. levietojotx = 2k + 1 iegastam
ak(k+1) +8z=2y* +2.
lesgejami divi gadjumi:
a) Yy -- paru skaitlis, y = 2n. legistam
4k(k+1) +8z=8n" +2.
Kreisa puse dalis ar 4, lab ne. Tatad Saj gadjuma atrisirajumu nav.
b) y-- negru skaitlis,y = 2n+1. legastam

4k(k+1)+8z:8(n2 +n)+4.

Vienadibas kreid puse das ar 8, bet lab nedads. Tatad ar Sap gadjuma
vienadojumam atrisisgjlumu nav.

28.24. Palapeniski izsakm:

1) 0=ala;
2) 1=00a=(ala)a,
3) 1-x = x[L = xO((xOX)X) ;

4) a_ 1- (1—%) =1-alb izmantojam 3);

5)

izmantojam 2) un 4);

ol o
ol



6) ab= |zmantojam 5) un 4);

c'\l—\|

7) a- b——l]i ( a) (= b* (& izmantojam 6);
8) —b=0-b izmantojam 1) un 7);

9) a+b=a-(-b) izmantojam 8) un 7).

Uzdevums atrisiats.

28.25. Ng, nevar. Apltikosim 7 kolonas, kas katra sasho 3 nok#isotiem punktiem.

Apzimesim krasas ail unb. lesggjami divi gadjumi.

1) Kada kolora visi burti ir vieradi (pienerama). Ja kda cig kolora ir divi burti a,
tad atratsies pragais taisndtris. Bet tad var iit tikai cetras daZdas kolonas :
abb, bab, bba, bbb. Tatad vismaz 2 no 6 atlikugmn koloram bas vieradas un
tajas bas divi vieradi burti. Tie ar veidos prago taisnsiri.

2) Neviera kolora visi burti nav vieadi. Tad var Iat tikai 6 dazdas kolonas,atad
vismaz 2 kolonas ir viewdas. Katd no &m bas divi vieradi burti; tie at veidos
prasto taisnsiri.

28.26. Uzdevuma atrisiijums izmanto vektoru pseidoskel reizinajuma jgdzienu.

= |dl|blsin(a,b)
Trijstara ABC laukums ir%ﬁBoE. Tris punktiA, B, C atrodas uz vienas taisnes tad
un tikai tad, kadAB> AC = 0.
lzmantojot vektorus, pieda, ka trijsira MFE laukums ir% no cetrstira ABCD
laukuma, unatad nav vieads ar 0.

28.27. Ja, eksist. Tads, piengram, ir polinoms P(x,y) = x* +(xy —1)°.

Ta ka dotais polinoms ir divu kvaatu summa, tad tas ir nenetyast un \Ertibu O var
pienemt tikai tad, ja x=0 un xy—-1=0, bet abas 1S vieradibas reiz nevar
pastvet. Tatad visasP(x,y) vertibas ir pozivas.

No otras puses, ja& >0 -- patvdigs pozitvs skaitlis, tad,nemot x=+/¢ un
1
y_ \/E,

28.28. Lielakais $ids skaitlis ir 34. Gk ka to var izdait:
1.grupa: 1, 2,4,5,6,10, 12, 13, 15, 16, 17231 24, 26, 27, 28, 32.

legastam P(x,y) = ¢; tatad Sis polinoms pigm visas pozivas \ertibas.



2.grupa: 3,7,8,9, 11, 14, 18, 19, 20, 22, 253D, 31, 33, 34.
Rezultts iedits ar datoru padzibu, un tam nav tedtiska izskaidrojuma.

28.29. Pierakstisim virknes elementus piecinieku sk&énas sisma:

a, =01

a, = 0,10000001

a; = 0,100000010000000000000000001 utt.

Skaidrs, ka virknes robeza ir 5-niekulalakur aiz komata nulles ir s viegs,

izpemot 1., 8., 27., ... 3n... vietas. &da nudlu un vieninieku virkne ir neperiodiska,
tatad & izsaka iracioalu skaitli.

28.30. Pienemsim, ka
N=a+(a+tD)++b= b(b+1) (a-2)a_(b-a+1)(b+a) |

2 2 2
Taka b#a,tadb-a+1>1 un b+a>1. Viens no Siem skdiem ir para, otrs --
nefira skaitlis. Skaitli Rl izteiksim forna A[2", kur A -- nefira skaitlis. legstam
vienadibu

(b-a+1)(b+a)=AL2".
JaA =1, tadb-a+1 ka mazkajam no reiziatajiem jabat negra skaitlim, bet tad
b-a+1=1b=a, un uzdevuma prasa nav izpildma.

JaA > 1, tad paadisim, ka atrast pragos skailusa unb.
Ja A>2 tad mekisim idusaunb, kab-a+1=2",b+a=A;iznak

CA-2"+1  A+2"-1
a= , b= .
2 2
Ja A <2, tad mekdsim tidusaunb, kab-a+1=A,b+a=2";iznak
-A+2" +1 A+2"-1
a=—— 2 T p=0TC T2
2 2

Tatad uzdevuma prasa ir izpildama visiem skaltem, kas nav divnieka pages.

28.31. leverosim, ka

m+ M 2 m+M 2 m+M 2
X; — 5 +| X, — > ot X~ 2 =

2 2
X7 —(m+M)xl+(m;Mj +x2 = (m+M)x, +(m;Mj .

2

+x2 = (m+M)x, +(m+Mj

2
(xl2 + X5+ +x§)+k[€@) . Tatad



5 ) ( m+Mj2 ( m+Mj2 ( m+Mj2 (m+Mj2
X1+...+Xk: )(1— + X2— +...+ Xk— —k <

2 2
k(u) —k[ﬁ””'v') = _kmM.
2 2

Pedeja nevieradiba iegita &di: ieverojam, ka x; maires interala [m,M], tapec

2
(xi—w) pienem lieeko vertibu intenala galapunktos, t.i., kad

2
X, =mva x; =M ; S vertiba izrak (m M) :
28.32. Jaapliko trijstira piramdas ar virsotni punktO , kas veidojas k&lot doto
daudzskaldni ar plakm, kas iet caur punkt®. Lepkiem pie virsotne$ jabit tik

maziem, kal&luma veidojas trijsiira piramda.

28.33. Aplikojam 3-dimensioflu koordiratu sisemu Oxyt, kur X, y -- plaknes
koordirates, bet -- laiks. Saj koordiratu siséma katra gjgja cdu at€lo taisne. Starp
4 taisrtm nav paralu. Apzimesim @s ar |, ,l,,l5,1,. Faktu, ka 2 @g&ji sastopas,
geometriski varam izsdicar to, ka attiegas taisnes krustojasatd nelidas 3 taisnes
neiet caur 1 punktu.& do@ I;,l, un I; pa @riem krustojas. s nosaka plaknQ.
Taisnel, krusto taisnes;, unl,, pie tam af§irigos punktos,atad |, pieder plakneQ.
Bet tas noung, ka taisnd, krusto ar taisnils, respeldvi, 4. un 3. gj¢ji sastopas.

28.34. Piedisim vispirms, ka frveidojot bezgaba periodisk decinildala, periods
rodas ilit aiz komata. Atcerotiesaknotiek daiSana, redzam, ka pietiek pidit, ka
kadreiz radsies atlikums 1, jeb, citiemakdiem, ka eksisttads natuils skaitlisn, ka
10" -1 daks arp. Tas seko no MFT, ja0°™ -1 daks arp.

28.35. Lielakais &ds skaitlis ir 34. ik ka to var izdait:
1.grupa: 1, 2, 4,5, 6, 10, 12, 13, 15, 16, 17231 24, 26, 27, 28, 32.
2.grupa: 3,7, 8,9, 11, 14, 18, 19, 20, 22, 253D, 31, 33, 34.

Rezultts iedits ar datoru padizibu, un tam nav tedtiska izskaidrojuma.



