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Republikas 26.-51. mateatikas olimpades”

LATVIJASREPUBLIKAS29. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI
29.1. Abas saknesils pozitvas tad un tikai tad, ja

a) tas his divas (@@tada # 0),

b) kvadatvienadojuma diskriminantsis nenegavs (t.i., @ +2)° - 4a (a+1) = 0),

+2

- L . a
C) gan saku summa, gan reizijums kis pozitvi, t.i. pec Vjeta teoémas - >0

a+l
un——>0.
a

Risinot sisEmu
az0

(a+2)?-4a(a+1)=0
a+2
<0 ,

a

a+1>O
a

no 3. un 4. nevieadibas iegstam - 2 <a < - 1, no 2. neviatibas iegstam

—i < a<—. Tatad uzdevuma atbilde rr% <a<-1.

2
V3T T3
29.2. Ng, nevar. Apmmgsim trijstari ar ABC. Piegemsim no prefja, ka tds punktavi

eksist; tad tas atrodas uz vienas malasgmnesim,AC) vidusperpendikulaatad ir

trijstara augstum&D punkts. & ka AD <AM = 1 unBD >BM = 2, tad% >§ =2.

Bet % = tg 60°= /3 < 2. legita pretruna atrisina uzdevumu.

29.3. Ta ka OBAC + [JBCA = 180°~[JABC = 120° tad
JOAC +OCA = 3 IBAC + 1 OBCA = 60° un

DAOC =180°~(JOAC + JOCA) =120,

Tatad (ONBM + [ONOM = 60°+120°=180°, un apcetrstiri NBMO var apvilkt rpka
[tniju. Lenki ONBO un OMBO ir Sap rinka linija ievilkti vienadi lenki ( BO ir lepka



ABC bisektrise), dtad tie balgts uz vieadiem lokiem; bet vieadi loki savelk
viemadas hordas, kasidrija japierada.

294. Ta ka a, +a, +---+a,, =1001, tad 1001 dabk ar visu skalu aj, ay, ... ,ai0
kopigo daitaju. Ta ka 1001= 7[11[13, tad apskamo skaiiu lielakais kopgais
dalitajs nevar pieemt citas @rtibas k 1, 7, 11, 13, 77, 91, 143, 1001erttbas 143
un 1001 neder, jo tad katrs skaitligtio ne mazks par 143 un to summaitn lielaka
par 1001. AtlikuSsam 6 \erttbam var no&dit atbilstoSos piegrus:
1,1,1,1,1,1,1,1,1,992; d=1;

7,7,7,7,7,7,7,7,7,938; d=7,

11,11,11,132,11,113,11,11,11,902; d=11;

13,13, 13, 13, 13, 13, 13, 13, 13, 884; d = 13;
77,77,77,77,77,77,77,77,77,308; d=77;

91,91,91,91, 91,91, 91, 91, 91, 182; d =91.

29.5. Aplukosim kvadatu, kura cen& atrodas itina ar skaitli 1, bet iz@ri ir
(2n-1) x(2n-1) ritinas. Skaidrs, kaada kvadita labaj apaksja stirt ierakstts
skaitlis (2n—1)2. Blakus § kvadsta lalkgjas vertilalas malas vidjai ritinai esoSa
ratina ierakstts skaitlisa,,; = (2n—1)° +n. Aizstijot n ar n-1, iegistam

a, =(2n-3)% +(n-1) =4n?-11n+8.

29.6. Dalot pirmo vieadojumu ar otro, iegstam x = 4y. levietojot pirmaj
vieradojums, iegistam17y® @y =68, y*=1, y=1 x=4.

Parbaude #da, ka Sis atrisgjums der.

29.7. Vienadojumu risina atsevi$ intervalos x<0, 0<x<2, x>2.
Vienadojumam atrisigjumu nav.

Otro vieradojumu risina atsevi$ intervalos x<0, 0<x<l1l x=21. Ta
atrisirajumu kopa ir nogriezni{so,l] .

29.8. Visi virknes loceli ir pozitivi. Apzimesim |imﬂ =c. Ta ka virkne a, ir

n- o an

augosa, tad
c>0. No sakaibas a,,, = a, +2a,,, seko, ka

An+2 BE_‘nﬂ - 1+2a

n+1
an+1 an an

Parejot Saj vieradiba uz robezu, iefstamc® =1+2c, c=1++/2.



29.9. Aplikosim punktudy, Ay, ... A, izliekto apvalku un uzskesim, kaA; ir viens no
apvalka punktiem. dda gadjuma visi 2n -2 vektori Aj/A,, A/A;,...,A/A, un tiem

pregjie ir dazdi.

Atliekot uz vienas taisnes viatios atilumos punktug\y, Ay, ... A, iegistam tieSi 2 -
2 dazdus vektorusAj A, .

29.10. Aplakosim vispirms regdku piecstiri. Piecstira malas garumu apmésim ar

a, bet laukumu arS Punkta M at@lumu hdz piecsira mahm apZmesim ar
h;,h, ... ,hs. SavienosinM ar piecsiira virsotrem; piecsiiris sadakies 5 trijsiiros.

Tatad
S=3ab, +3ab, +7abs +3ab, +7ab;

unh;+h, +hy+h, +hg = 2—:\' nav atkaigs no punktaM stavokla piecstira iekSpus.

Visparigo gadjumu pieida, apiikojot reguliru piecsiiri, kura malas ir paralas do&
piecstira maim un kurS satur doto pie@st

29.11. cos’a —sin®B+cos’(a - B) = 2cosa cosBeoda - B) -

cos’a - sin? 3 = cod{a - B) {2cosar cosB-cos(a - f)) =

cos’a —sin’3=cos(a - B)cosa + f)

cos’a —sin® B =(cos 2a + cos2p) -

cos’a —sn’B= %(Zcosza -1+1- Zsinzﬁ) -

Identitate piekdita.

sin2x sin2x
29.12.1) lim =2lim =2,
X-0 X X-0 2X
1- cosx 2sin? % sn?%x 1
2 H =i 2 :l 1 2 = —.,
) lxlirc! X2 Llir(]) X2 ZLIETC]J 2

29.13. JaOA; , OA; un OA; ir dofa trijplaknu kakta §autnes, tad visas ruofitas
plaknes satur taisni, kas atrodas gdataluma no taisem OA; , OA; un OAs.

29.14. No neviendibas starp viejo aritmétisko un vidjo geometrisko seko, ka

2+£22\/§5E22\/15£=£,
b d b d b 100 10

Vienadiba iesgjama, jaa=1,b =c=10,d = 100.

29.15. Ja, var. Zmgjuma pagdits, ka to var izdait.



819
81679
816145719
61412357
5(13|1(2|4]|6
9|17|5|3|4([6|8[10
9|17|15(6]8]10
917|810
9 10
29.2. Im.

29.16. Doto vieridojumu frveido forma (coszx - sinzx)(sin x+cosx—1) = 0.

7 71

Atbilde:x:£+5n, X = +2mk, nkOZ.

29.17. Apzimesim piramdas &autyu laukumus a5, S, S5, S bet piramdas tilpumu
arV.TadV = {Sh ={S,h, =4Sh; =4S,h, =3r(S,+S, + S, +S,);
pedejo viemadibu iedist, sadalot doto piraitu 4 piramdas ar kopgu virsotni
L . 3V 3V 3V 3V
ievilktas lodes cendr levietojot izteiksmes S, =—,S, =—,5;,=—,S5, =—

h, h, h, h,
pedeja vieradiba un sasinot ar 3 un V, un izdalot ar r , igglam vieadibu

1 1 1 1 1
B S

fh h, h h
29.18. 6n+2=2(mod 3), betx’ pec modua 3 &du \ertibu nepigem.

29.19. Apgalvojumus pieada, apiikojot funkcijasy = 1 grafiku.
X

29.20. Pieada apgalvojumu, ka vigthka sisema satur vigitako cdu. Talak sakot no
cda BF palapeniski konstra visu céu sisemu.

29.21. Japierada, ka polinoma2x? + 2x +1 vertibas, kurx=1, 2, 3, ...n, ..., dais ar
bezgaigi daudziem pirmskdiem.

Pienemsim no prefa, ka 3s \ertibas dals tikai ar galgu daudzumu pirmskait P,
Py, Ps, ... ,Pn. Aplikosim \ertibu X, = P,P,P;---P, . Tatad 2x3 + 2x, +1 nedafis ne

ar P;, ne arP,, ne arP3, ... ne arP, -- visos gagumos rodas atlikums 1. Bet



2x§ +2X, +1 ar vismaz vienu pirmskaitli (vaib pats ar sevi) noteikti ded. Tatad

2x3 +2x, +1 dals ar kdu citu pirmskaitli, ne aPy, Py, P, ... ,Py. ledita pretruna.

29.22. Kvadrata un reguira piecstiri visas diagodies ir kongruentas. Ja pemsim,
ka af trijstart “visas diagoales” ir kongruentas (jo tam diag@dln nemaz nav), tad
redzam, ka &am daudzstim var hit 3, 4 vai 5 malas. Pigdisim, ka vaigk ka 5
malas #dam daudzstim nevar lat. Ja daudzstim ir vismaz seSas virsotnes, tad
nemsim divas s&gas virsotne# unB, un divasim pretjasE unF, ta ka diagoales
AE un BF krustojas. Divu diagaiiu AE un BF summa ir lieikka parcetrstira AEFB
maluAE un BF summu. htad visi Sie nogriez nevar kit vieradi.

29.23. Apzimesim A= X; + X3+ Xg +--- un B=X, +Xx,---, tad

(A+B
2

2
1 « L
XXy + XoXg + o+ XX, S AB< ) =~. S vertiba ir iesgjama,nemot
4

Xlzxzz%, X3=X4:-'-=Xn=0.

29.24. Pieadisim, ka X var garardt, lai Sypc =%, un nevar garadt lielaku
Sp.c, Vertibu.

1) Izwveloties A; malasBC viduspunki un C; malasAB viduspunki, X garang, ka
Sapc, =4

2) JaY izvelas B; uz malasAC ta, ka AiB; || AB, tad neatkagi no C; izveles
SACI.Blcl S % .

29.25. Apzimésim Znu skaitu klas ar Z, zénu skaitu prgajienos attietqi ar Z;, Zo,

Zs, atbilstoSos meitgs skaitus attiegi ar M, My, My, Ms. Tad Z, <M, <M,

z, _&SM Z, s% s%. Saskaito?Z; + Z, + Z3 < %M . Ta ka katrs skains

2 2 3
, N o 11 11 - .
piedaijas vismaz vieh pargajiena, tad Z < 5 M = €(34 - Z) . Atrisinot nevieadibu
iegastam, kaZ < 22.
22 #ni var it gadjuma, ja katd pargajiena piedatjas visas 12 meitenes, bét= 12,

Z, = 6,Z3 = 4 un katrs &ns piedals tieSi viera pargajiena.

. . . sinnx

20.26. Pieraksisim doto vieadibu ka Sn = Q,4(cosx). Acimredzot, Qn.1
X

koeficientu summa ir

_ _snnx ~[snnx _ x
Qn_1(1)=Ilan_l(COSX)=I|m . =nﬂlm( EI—J =n.
X0 x-0 SINX x-0\ NX sinX



29.27. Ar matenatisko indukciju piefdisim, ka katrank eksist tads ny, ka nﬁ +1
daks ar %.

Jak=1,m=2jo Z+1:5

Skaitli n; mekksim forma ny + 1 5¢

(nk +I [5")2 +1=n2 +2In, 5% +125% +1=M +2In, 5" = O(mod 5k+1) = 5*m+2In, 5
= O(mod 5k+1) = m+2In, =0(mod5) = | = _Z_rr:((mOd 5). Seit M =n +1.
29.28. Jaf nav neprtraukta funkcija, to nevar apgalvotalontrpiengru var apiikot
funkciju, kas vieada ar 1 punktox = a+ b2, a unb -- raciorli skaitli; bet fErgjos
punktos funkcijas &rtiba ir 0. $s funkcijas periodi ir skdit1 un +/2, kuru attietba
nav racioals skaitlis.

Atrisinajuma ideja nefirtrauktai funkcijai seko nat ka jebkuriem skdiema unb,
kuru attiegba ir iracionals skaitlis, var atrast veselus skastu unv, ka izteiksmesia
+ vb veértiba ir patvdigi maza.

29.29. Apzimeésim AABC iek&jo lenku lielumus arA, B, C un AA;B,C; iek&jo lenku
lielumus arA;, Bs, C; utt.

B
Ar
A C
B
29.31m
180°-L1B 180°-0
Tad 0OBC,A; = OBAC, = SOT, OCA;B; = OCBjA; = %; tapec OA; =

180°-0B 180°-0C _ 0B+0C

18C°- 0OBAC: - UOCAB; = 180°- 5 5 5 Lidzgi

B, = A;C , C, = % (lenka simbolu neraksim).

Sareizinot nevieradibas
+ + +

Alszczx/BC, BleZCZ\/AC, C1=AZBZ\/AB iegistam

A B,C, > ABC, jo vieradiba iesgjama tikai regulra trijstira gadjuma. Lidzgi



iegustam nevieadibu virkni ABC < AB,C, <A,B,C, <...<A,B,C, ... . Tatad

starp apikotajiem trijstiriem nav idzgu.
29.30. Izvélesimies plak@ patvdigu punktuO, un vektoruOX apZmésim ar burtux.

Uzskatsim, ka punktiM, N, K ir attiedgi nogrieau A/A,,B;B,,C,C, viduspunkti.

Tad
m=3(a, +a,) k=3(c +c,). by =3(ay +c;) b, =3(a, +¢,),n=4(a, +a, +c, +cy)

No ejienesMN = NK =1(c, +¢, —a, —a,), kas af bija japierada.

29.31. Piepemsim pregjo, ka interdla [-2,2] visur f'(x)21+(f(x)". Tad $a

] 2 ,
intervala L)z >1. Tapsc | —L dx> 4. Bet
1+(f(x)) S 1H{f(x))

2 () 2 T
| =2 dx= [d(arctg f(x)) = arctg f(2) -arctg f(-2) <
-2 1+(f(x)) 2 2

|
0
NN
I
N
A
N

29.32. Ja, var.

Vispirms atzmésim, ka mums pietiek konstu punktus, alumi starp kuriem ir
raciorali skaitli. Jo palielinot SoImgjumu n reizes, kumn ir visu atilumu kopsaugs,
iegasim pra#to konfiguiaciju.

. N . . o .
lzvélamies leki E( pietiekoSi mazu), kura sinuss un kosinuss iromadi. Tadu lenki

var iz\elcties taisnleka trijstirt ar maim 2n, n? -1, n? +1. Uz rinka fnijas ar

radiusu 1 atliekam 1979 punktus, kurus atdala lold@o leka lielumua. Attalums
.1 L . o ma . T

starp &diem punktiem ir raciaals skaitlis 2 smT, jo to var izteikt & polinomu no

. a a
Sin— un cos— .
2 2

29.33. Aplikosim skailus, kas ir maaki par n'°”. |zsakot tos &k 1979-to pakpju
summas, var izmantot tikai- 1 skaitus 1'°° 227° ... (n-1)"". Tatad var sagtiit

ne vaigk ki (n-1)"" summas ar 1979 locim. Ta ki n**”® - (n-2)°"° _ o |

tad bezgabi daudz skalt prastaja forma nav izsakmi.

29.34. Aplakosim taisngtri ar m X n ratipam. Pieemsim, ka kaft ratina ar
varbitibu p ierakstts 1, bet ar vailiibu q ierakstts 0. Tadp™ ir varhitiba, ka
viena fikseta rindipa visas mtinas ieraksits 1; betl— p™ ir varbitiba, ka viea fikseta



rindina ir vismaz viena &rtiba 0. Ttad, (1— p’“)n ir varhatiba, ka ka@ no n
rindinam ir vismaz viena 0; be(tL— q”)m ir varhatiba, ka katra kolanir vismaz viens

1.

Atliek pieradit, ka vismaz viens no Siem apgalvojumiem viénnzpildas. Pregja
gadjuma batu rindina, kas sagv tikai no vieniniekiem, un kolona, kas sastikai no
nullem. Kas vagtu bit to krustojuna?

29.35. Konstriesim stru, kura pieskaras abiem cilindriem no iekSpusés.tilpums

ir gﬂ. Aplakosim plakni, kas parél abu cilindru asn. Tas %é&lums ar cilindru

kopgjo ddu ir kvadats, kas apvelk nki, kas ir konstratas skras &elums. Kvadata

un tai ievilké ripka laukumu attieba ir 4 :1t No Kavalgri principa seko, kaat

saglalajas ar tilpumiem. Tatad kozjas ddas tilpums irgﬂG‘l = E
T



