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LATVIJASREPUBLIKAS31. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

31.1a) Jan = 10QA + B, kur B — skaita n pedgjais cipars, iitad
1 = 10A+B = A+E = A un
10 10 10

n —10{1} = (10A+B)-10A=B
10

ir skaila A pedejais cipars.

. . . . . n-1000k7 o
a) Skaiflan priekSgdejo ciparu izsaka arsada |zte|ksme{1—(ﬁﬁ’]}. Pieadiet

to patsivigi!

31.2.

31.3. Im.

Mums ppierada, ka JAMN +JACN =180C°. Ta ka JAMN +[BMN =18C, tad
pietiks pieadit, ka JACN = [JBMN .

Ta ka OKBA=[OBMN ka iek&jie &erslenki pie divam paraélam taisrem, kuras
krusto tre§ taisne, tad pietiks piadit, ka JACN = OKBA. Ta ka OACN =10 AsB,
tad pietiks pieadit, ka OKBA=1 [0 AsB.



Novelkam diametruBD]. Tad KBOBD péc pieskarespadbas, BALAD, jo [IBAD ir

ievilkts lenkis, kas balgis uz diametra. apéc [JKBA = [OBDA ka lexki ar savstargi
perpendikuiram makm. Bet IBDA =3 [0 AsB pec ievilkta lejkaipadbas.

31.3.

31.5. 2m.

ApzimgjamBP = BT =a, CP= CR=b, DR=DS= ¢, As= AT = d, bet punktav
at@lumus idz mahm AB, BC, CD un DA attieagi ar h,h,, h;,h,. Tad
Srve Bevc Bav BBava :Eahl ['%bhz ['%Chs ['%dh4 = Tlsadehlhzhshw bet
Sevr BBevr BBous BBaur = 3 ah, 3 bh, 3 ch, G dh, =L abcdhh,hh,. Redzam, ka abi
reizinajumi ir vienadi.
31.4. Ng, nevar.
Pienemsim predjo, ka Sim vieadojumam ir sakne. Tad
c’+ac+b=0.

Bet, no otras puses

c®+ac+b=c(a+c)+b>19811981-1980 -1980=1,
jo €>1981a<1980Qb>-1980; iegita pretruna, atad prastais apgalvojums

pieradits.



31.5. Ng, nevar.

Sap tabuk ir 5 rindipas, 5 kolonnas un 2 diagies; tad pavisam izveidojas 12
summas. B summas var piemt \&rtibas no —5itlz +5 (pavisam 1lavtibas). htad
vismaz divas summas ir vigaas.

31.6. Parveidojot, iedgistam

. : 1
limlWn+1-+/n :Ilm(—J
”~°°( ) s\ Jn+1+4/n
Lidzgi iegastam

im(/n ++n+1-2/n+2) = lim(Vn -vn+2)+lim{/n+1-Vn+2)=0+0=0

n- o n- o

=0.

31.7. N§, nevar [nt.
Pirmas laivas ftvoklus dotajos laika momentos apesim ar A, A,, A;, bet otas

laivas sivoklus arB,, B,, B, . No vektoru saskaganas likumiem iegstam
2A;B, = AB, + AB;.
Tatad 80= ‘ZAZBZ‘ < ‘AlBl‘ + ‘Ang‘ =36+37=73, bet & ir pretruna.

31.8. To var iedit, izveloties Zmes @c sekojosa likuma

a, +— jaa, <v2
A, = 2

n+l

a, —2—1n Jjaa, >~/2.

31.9. Aplikosim visas 9 pirafdas anu %autnes. Vismaz 5 narh nok@sotas viea
(teiksim zik) krasa (skat 31.6.m.).

A2

As

Aa

31.6. 2m.



No dm 5 fautrem vismaz divas (teiksin® unSA,) nav piranidas blakuslg@utnes.
Tad AA,, AA, un AA, ir piranidas pamata diagales. Ja kda no im ir zila,

veidojas zils trijsiris; ja &s visas ir sarkanas, veidojas sarkans iirist

31.10. Zimgjumu projicjam plakre paratli vektoram AA . Pieada, kaM un M, ir

punktuA, B, C projekciju trijstira smaguma centrs ( medu krustpunkts).
31.11. No vieradibas (sinx + cosx)’ =1+ 2sinxcosx = a* iegistam

sinxcosx = %(a2 —1).

Talak apikinam prastos lielumus.
sin® x + cos’ x = (sinx + cosx)(sin? x + cos’ X — SiNXcosx) =

A2

(sinx+ cosx)(L-sinxcosx) = a[él—%(a2 —1)) = @.
sin* x+cos' x = (sin2 X+ cos’ x)2 — 2sin®* xcos” X =

2 2 _ o4
1- 2sin* xcos’ X :1—2[€1(a2 —1)) e -a

2 2

31.12. Atzimésim sekojoSupasbu: punkts pieder divplaki kakta bisektorai plaknei
tad un tikai tad, kad atrodas v atéluma no alam kakta plakam.
Apltkosim dotaj trijstira piramda ievilktas lodes centriD. Tas atrodas vianos
atalumos no viam piramdas skaldem, tatad pieder vism 6 bisektoram plakrem.
Tas nozmg, ka 3s plaknes krustojas viempunka O.

31.13. Ja, var. Skat. 31.7.1m.

31.7.2m.

ECDF ir kvadrats; AB — diametrs, kas pafé kvadata malai.



Viegli parbaudt, ka cetrstiri ACDB un ADBF apmierina uzdevuma noSponus
(protams, viens no tiem iigarbida &, lai cetrstiri nekrustotos).

31.14. JaAir dotais skaitlis urB iegats noA, samainot vieim ta ciparus, tacA un B
dod viermdus atlikumus, dalot ar 3afad A— B daks ar 3; téu 123451 ar 3 nedad,

un &du starfbu iedit nevar.

31.15. a) Ng, nevar.

Kada vieta uz rinka lnijas atratsies 0; So vietu igndsim, bet argjos skaifus Ec
kartas uz npka linijas sagrupsim pa 3; iegsim

a,+ta,+ta, <14 a,+ta;+ta;<14 a,+a;+ta,<14

Saskaitot § nevieadibas, iegstam, ka visu doto sk&it summa nepsniedz 42, bet
So skailu summa irl+2+--- 9 =45, legata pretruna.

b) To var izdait, pieneram, &di: pa rinka liniju ieraksim skaitus $ida sedba:
0,9,518,4,3,2,7,6.

31.16. Palkapeniski f@rveidojot vieradojumu, ie@stam

sin®x+sin®2x=1 -

sin2x=1-sin’x -

SiN2x=coS X =

4sin® x[€0S" X—CoS' X=0 =

cos’ x[ﬁ4sin2 x—l) =0.

Atbilde:x:g+m, ndZ; x=t%+m, ndZ.

31.16. Ng, neeksist.

Aplikosim patvéigu piramidu ABCD, kurai
AB=CD =10, AC=BD =11 AD =15.

31.8. 2m.



Apzimgjam ar M Skautnes AD viduspunktu. TadBC <CM +MB pec trijstira

nevieradibas. B ka trijstiri ACD un ABD ir viemadi, tad CM =BM , tapec

BC <2I[CM .

Papildirasim trijstiri ACD Iidz paralelogramamACDN. No sakaibas starp
paralelograma main un diagoalem seko

CN? = 2[{AC? +CD?)- AD? = 2[{100+121) - 225= 217< 225

Tapec CN <15,un BC <2[CM =CN < 15

Tatad &da piranida, kida pragta uzdevura, nav iespjama.
31.19. Izmantosim to, ka katra trijgta laukums ir izsadms forma S=j—l§, kura, b,

c trijstira malu garumiR — apvilkés rinka linijas adiuss.

Pieladamo nevieadibu var @rraksit forma S = % > % :

Tagad mums irapierada, ka ida trijstira laukums, kura virsotnes atrodasiiyu

. _ _ 1
virsotres, nav maaks parE. Tas seko no lemmas.

Lemma. Ja trijstira virsotnes atrodagitinu virsotres, tad trijstira laukums ir vesels
skaitlis daits ar 2.
Trijstari ievietojam mazkaja ratipu taisnsiri, kas to satur. lesmmi dazdi

gadjumi; aplikosim vienu no tiem (skat. 31.8nz.).

5 }/”
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31.8. 2m.

Redzam, kaS=ab —% —% —b—2V ir vesels skaitlis dak ar 2. Lemma piéedita.

Tatad, ja trijstira virsotnes atrodastinu virsotreés, & laukums ir ne maks parE.

31.17. Uzdevums ir viegli risiams, ja atrodas atragt geometrisko interpratiju.



Aplikosim ripka fniju ar @Adiusu n (skat. 31.9. un.). NogriezniOA sadaim n
vieribas nogriegos un caur Siem punktiem velkam taisnes perperaik@A,;
izveidojamn taisnsiirus , kuri atrodas uzmnéta rinka ceturtdgas iekSien.

O A A2 AsAs An-2 An1 A

31.9. 2m.

Viegli redzt, ka ies#troto taisnsiru laukumi ir V'n? =1,/n? -4, ...{/n? - (n-1)? .
2
To summa ir maika parmT , ho kurienes aizriet pieadama nevieradiba.

31.20. a) Pimemsim, ka virka ir tikai galigs skaits loceki, kas nedak ar 3. Tad
eksist pedejais loceklisa,,, kas nedak ar 3.

Bet tada,,, =a,,, +2* nedads ar 3, joa

. dals ar 3, bet2° nedafis ar 3.
leguta pretruna, kas pigda, ka virke ir bezgaigi daudz locelu, kas nedak ar 3.

b) Aplukosim divus gagumus:

1) a, ir para skaitlis; tad arvisi virknes locek ir para skaiti.

leverosim, ka2%* =4* =1 =1(mod3). Tatad a,,, = a,, +1(mod3); virknes locek
pec kartas pi@ems rtibas 0, 1, 2 ¢ modda 3; tas noung, ka katrs treSais loceklis
dalisies ar 3.

2) a, ir nepara skaitlis; tad arvisi virknes locek ir nepara skaiti. Sap gadjuma
221 = 2% =201* = 2(mod3), un virknes locek pec modua 3 maifsies #di: 0,
2,1,0, .... ArSap gadjuma katrs treSais virknes loceklis @&kes ar 3.
Apgalvojums pieidits.

31.21. Apvilksim rinka linijas ap trijsiriem AMB un BNC. Tas krustojas punktB;
otru krustpunktu apmésim arE. Piedisim, ka ap trijgiri CKA apvilkta rinka linija

af iet caur punktlE. Lai to pieaditu, pieadisim, ka apcetrstiri AECK var apvilkt
rinka liniju. Tatad ppierada, kalJAKC + JAEC =180 .Tieam



OAKC + OAEC = (18¢° - JAMB - OBNC) + OAEC =
(18 - (180° - DAEB) - (18 - OBEC)) + +0AEC =
DAEB + OBEC + JAEC -180° = 360° —~180° =180°.

31.22. Vispirms pieadisim, ka divi viens otram sekojoSi natlirskaitli ir savstarpji
pirmskaiti. Tiesim (n, (n+1))=(n, (h+1)-n)=(n,1)=1 .

Sadaisim visus dotos skaits @ros: (1, 2), (3, 4), ..., (1999999, 2000000jdur
paru ir 1000000. Mums irgjzvélas 1000001 skaitlisatad vismaz divi skalit biis no
viena jra — tie lis savstargji pirmskaiti.

1000000 skaits iz\elcties var: inem visi f@ra skaiti; jebkuri divi no tiem nav
savstarpji pirmskaiti, jo tie abi dais ar 2.

31.23. Ng, to nav iespjams izdait.

31.24. Acimredzot, centrus var atwét ta, lai vagtu izdait (n-1)0{n-1) gajienus

(skat. 31.10.im.).

*| x| x| [ *

31.10. zm.

Ar matenatisko indukciju piefida, ka tabu arn rindinam un m kolonram var izdait

ne vaiak ki (n-1)fm-1) gajienus.

31.25. a) Var (skat. 31.11.1m.).

31.11. zm.



b) Var (skat. 31.12.im.).

31.12. mm.

c) Nevar.

Pienemsim pretjo, ka skaili 9-sfira virsotres ieraksiti ta, ka izpildis uzdevuma
prasbas. Tad

la, —a,|+|a, —a|+ - +|a; —a| =1+ 2+3+... +9=45; bet

@, —a,| +[a, —ay|+ - +|ag —ay| = (& ~a,) +(a, —3;)+ - +(a, ~a,) = 0(mod2).

Ta ka 45 nav pra skaitlis, tad ieg@ta pretruna.

31.26. Lemma. Jau=0,v=0 un u<v, tad ir spka nevieradiba

u® +v?
us< <v.
2
Pieadijumu iegistam, Kpinot nevieadibas kvadita.

2+ 2
Takab, = %, tad punktsh,,, atrodas starp punktiem, unb,. Ta ka a,,,

ir nogriepa [a,, b,] viduspunkts, tad|bn+l—an+l|s%|bn -a,|. No 3ejienes seko

prasta nevieradiba.

31.27. Piramdas virsotni apgnésim arS, un &s projekciju pamata plaknar O. Ta

ka visas &nu skaldnes ir viesdas un divplaku kaktu leki pie ssnu kautrem ir
vienadi, tad af So skaldu projekcijas ir vieadi trijstari (OAA,,). Dots, ka visi

nogrieai AA,, ir viemadi. No trijsiru OA/A, un OA,A, viemadibas seko, ka
OA, =OA,; lidzgi pierada, kaOA, = OA,, utt. . legistam
OA1 :OA3 =... :OAigsl:OAb :OA2



Tatad visi nogriedi OA ir viemadi un AA, ... Ay, ir regulrs daudzstris; no
Sejienes seko, ka pirada ir regudra.

Ja apiikojam 1980-gtra piramdu, tad & var nelat regubra; vieradiem abat tikai
nogrieziem OA un OA; ar vieradami unj paritatem.

31.28. 1) f(1)=2, f(ab)=f(a)f(b)- f(a+b)+1. Nemot b = 1, iegistam
f(a)=2f(a)- f(a+1)+1;

fla+1)=f(a)+1.

No Sejienes seko, ka visiem nafiem n izpildas vieradiba f (n) = n+1.

Izmantojot vieadibu f(a)=f(a+1)-1 viegli piemdit, ka f(n)=n+1visiem
veseliem skaltem n.

2) No vieradibas f (a+1) = f(a)+1varam iegt, ka f(a+n)=f(a)+n.

Atradisim f(%):

f(1)=f(nG)=f(n)or()-fln+i)+1-

2=(n+1)0F (3)-(n+ () +1 -

fG)=1+1.

Tagad aplkosim patvéigu racionlu skaitli %:

f(2)= f )= £(m)F () F(m+3)+1-

(m+2)0F (2)= (1 G) +m)+2=mrr () -me+1.-

mEL-m+1=0+1

Tapec af racioriliem skaitiem izpildas vieridiba f (x) = x +1.

31.26. Izmantosim mateatisko indukciju.
Jan = 1, apgalvojums pareizs.

Jan = 2, iz\elamies Zmes §, lai lenkis starp vektorlemﬁlu >90°.
Jan = 3, pietiek pie#dit, ka no vektorler'r'a1 a2, a var atrast divusatius bun ¢

ibiqsl. *)

(Patiedm, ja Sis apgalvojums ir pareizs, tad ke 1 vektoriem varam atrast divus,

un iz\eleties 2mes to prieks lai

kuru summas garums (attigcpieliekot zmes), neprsniedz 1, unatad, aizsijot Sos
divus vektorus ar to summu, redugadjumu ark + 1 vektoriem uz gaghmu ark
vektoriem. Bpec, ja k vektoriem apgalvojums ir pareizs, tagsbpareizs ark + 1
vektoram. lidz ar to ls af pieradits visiemn.

lepriekSmirgto apgalvojumu (*) pietiek piadit gadjumam ar trim vektoriem, jo pie
k+1>3 nok + 1 vektoriem var iz&léties 3 vektorus. Atliekam visus 3 vektorus no

viena punkta un uzmgjam taisnes, pa kam tie iet. Vags @ izveleties divas non



taisrem, lai viens no lgkiem a starp &m batu vismaz 120°Nemsim attietgos
vektorus araddam Zimem, lai tie ietu pax makm.
Pieladisim, ka to summas garums aggiedz 1.

Pirmlart, JADB = [ODBC, tatad JABD + [JADB =120° un 0OBAD < 60°. Tatad
trijstari ABD malaBD nav mazka no maim;taka AB<1 AD<1,tad arBD <1.

31.6. 2m.

31.30. Katriem 4 burtiema,b,c,d ar N(abcd) apZzmesim to mazasetrstirisu skaitu,
kam virsotnes apmetas ar burtiema,b,c,d pre€ji pulkstepa raditaja kusibas

virzienam.
Uzdevums bs atrisirats, ja pieidisim, ka vienrar

N(ABCD)- N(ADCB) =1.
Lemma 1. Jag — kaut kds mazaigetrsiiris, apiesim to vienu reizi p@t pulkstepa
raditaja kustbas virzienam. Sask@tm, cik reizes a@a kustba noieta mala, kuras
galapunkti apunéti ar A un B, un no § skaifa ahemsim to reiZzu skaitu, cik reizes
Sada kustba noieta mala, kuras galapunkti apzti ar B un A. legito starpbu
apZmasim ar 5(AB).
Tad Y’ J,(AB)=1. (nir mazocetrstiru numuri).

Tiesam, katru iek8jo nogriezni pieskaita vienreiz ar “+1imi, otrreiz ar “-“ Zmi, bet
uz kvadata mahm nogriezu [AB] ir par vienu vaiik, neka [BA].
Lemma 2. Jaq — mazaigetrstiris, tad
1, jaqir ABCD vai ABDC,
J,(AB) ={-1jaqir BACD vaiBADC,
0, citosgadijumos.

Lemmu pieida, @rbaudot visus gapimus.

No lemnam seko, ka
> 6,(AB)= N(ABCD)+ N(ABDC)- N(BACD) - N(BADC) =1

Lidzgi, nemotAB vieta CD, iegistam
N(ABCD)+ N(BACD)- N(ABDC)- N(BADC) =1.



Saskaitot % vieradibas, iegstam vajadigo vieradibu.

31.31. Apzimésimx, y unz ar vienbas vektoriem

a, = (cosx,sinx), a, = (cosy,siny), a, = (cosz,sinz).

Saskaa ar nevieadibam vektori viennommigi atbilst skaiiemx, y unz

legiistam vieadibu a, +a, +a, =(a, b).

Vektoru (a, b) var viennommigi izteikt ka tris vierbas vektoru summu tad un tikai

tad, kada garums ir 3;atad, jaa® +b* =9.

31.32. Apgalvojums seko no anadiiskas teagmas planimetry.
Ja pa nekoliriem stariem ar kagu sikuma punktuO kutas divas vabole& un B

ta, ka visu laiku pagv sakatba i—izl, tad taisneAB visu laiku iet caur

OB
fiksétu punktu.

31.33. Jaa unb nav savstai pirmskaifli, tad forma ax+by nevar izteikt bezgai
daudzus natalus skaitus (visus, kas neda ar (a, b)). Tatada un b ir savstarpji
pirmskaiti.

Var piedit, ka forni ax+by nevar izteikt tieéi%(a—l)(b—l) skaifus. legistam
vienadibu (a—1)(b-1) = 70.

Aplikojot visus gagumus, iegistam, kaa=11,b= 8

31.34. Tada formula ir, pieréram,
a, =n~[V/n|dyn].
Tiem, kad n piepems ‘rtibas k?, k*+1,...,k*+2k, a, piepems \értibas
0,12, ... ,2k; tatad katru veselu nene@at \ertibu — bezgabi daudz reizu.
Ja neizmantojam opaiju [ ] tad a, = f(n) ir algebriska funkcija; var piedit, ka

&da gadjuma vieradojumam f (x) = ¢ atrisirgjumu skaits ir gabs.

31.35. Apskaam atbilstoSo grafu.

Pienemsim pretjo, ka mekéjama cikla nav. Aplikosim [Ec kartas visas tiksto&is
Skautnes. Ja, a&lu trikstoSo Eautni ievietojot, mekjjamais cikls nerodas, tad
ievietojam to un at8fam. Ja, Kdu trikstoSo Eautni ievietojot, mekjamais cikls
rodas, tad Sok&utni neievietojam. & gaiga skaita s radsies grfs, kux

. . . _.o.n
a) joprojam no katras virsotnes |Z|eIE Skautrem,

b) nav mekgjama cikla,

c) ievietojot jebkuru tiikstoSo gEautni, cikls rodas.



levietojam jebkuru lgutni, kuras nav --A/A,. Tad rodas cikIsA/A, ... A/A. Tas
noZme, ka pirmsA A, ievietoSanas grafpasiveja cdS AA, ... A, .

Papemam Eautni A A, atpakd Piepemsim, kaA un A savienoti ar §autni ; tad
A, nevar It savienots arl&utni A_, . (Pre€ja gadjuma veidotos cikls )

. . . n . . : n
A Ir savienots vismaz arz— virsotrem A . Tatad A, nav savienota vismaz a;
virsotrem. Tatad A, ir savienota ar ne vak ka (n—g—lj <g virsotrem. ledita

pretruna.



