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LATVIJASREPUBLIKAS32. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

32.1. Pirma apskaima skaifa ciparu summa ir 9.apec tas dals ar 9 un nevari
pirmskaitlis

Otrais skaitlis dais ar 101 unapec nav pirmskaitlis.

32.2. No trijstira vidustnijas ipagbas seko, kaMN || AC || LK, ML || BD || NK
Tatad MNKL ir paralelograms, kuramep dot diagonles ir perpendikukas; titad tas
ir rombs. No Sejiene®\C = 2MN =2NK =BD .

32.3. Prasto var izdatt, piengram, &di:

1:2—%’1; 2-1-9+8+2; 3:2+ST+1; 4=1+9-8+2:
9 8. . .

5=8-—> - 6=9+1->:7=2(8[1-9: 8=8[2-9+1:
1+2 2

9=2[9-8-1;10=2[9-1[8; 11=2[9-8+1; 12=(1+9)[2-8.

32.4. Ap trijstari ABC apvilktas ripka linijas centrs atrodas uznlega ABC bisektrises.
Tatad tas atrodas viéda at@luma no trijstira ABC mam AB un BC. Sis malas ir
apvilktas ripka fnijas hordas; apéc tam jabat viemadam, un trijstiris ABC ir
vienadsanu. Talak, izmantojot teamu par ievilkto leki, atrodam trijsira lepkus. Tie
ir 72°,72°,36° .

32.5. Pec dot pakapeniski apgkinam:

an+3 = 2a‘n + an+1 + an+2’

an+4 = 2a‘n+1 + an+2 + (Zan + an+1 + an+2) = 2a‘n + 3an+1 + 2a‘n+2’

a,.s =4a,+4a,, +5a,,,.



Saskaitot vieadibas, iegstam sakabu a ., +a,,, +a,, =8, +a,, +a,,), kas
nozZimg, ka katru akoso 3 loceku summa ir 8 reizes ligha par iepriek§o. Tapec

a +a, +a, ot =(a +a,+ay)+(a, tagtag )+ +(ag +ag Fag) =
3

3+3[B+3[8 +--+ 38 =7(833 -1).

33.6. Ta ka doto skailu reizirajums dadis ar 111, atad ar ar pirmskaitli 37, tad viens
no dotajiem skaliem dafis ar 37. Sis skaitlis vamib37 vai 74. Ar prlasi, izmantojot
to, ka skaifu summa ir simetrisks divciparu skaitlis, atrodaekigjamos @arus. Tie ir
(74, 3), (3, 74), (37, 18), (18, 37).

33.7. Ka redzams noimgjuma kvadatu var sagriezt 6, 7 un 8 kvatis.

32.1. 2m.

leverosim, ka jebkur zimgjuma, sagriezot jebkuru no kvaiirem cetros kvaditos,
kvadiatu skaits palielias par 3. &tad no sadguma 6 kvaditos var ie@t sadaijumu
9 kvadatos;

no sadajuma 7 kvaditos — sadajumu 10 kvaditos,

no sadajuma 8 kvaditos — sadajumu 11 kvaditos,

no sadajuma 9 kvaditos — sadajumu 12 kvaditos, utt.

Redzam, ka vasim iegit sadaljumu n kvadiatos jebkuram natatam skaitlimn.

32.8. Ng, neeksist. Ta ka jebkurs skaitlis 3 + 25 ir izsalkkms gan forra 6t + 1, gan
forma 5k, tad virkne a,,,,,s ir gan virknesag,,, gan virknesa,, apaksvirkne. Ida
gadjuma pec dot tas robezai btu vienlaiagi jabat viemadai ar 1 un 2, bet tas nav
iesgejams.

32.9. Jaapliko vektori, kas savieno sarkanos punktus ar zitajign to projekcijas uz
taisni, kas parala vektorama.

32.10. lekrasosim sektorus medrun balé krasa ta, ka blakussivoSie sektori ieldsoti
daZdas krasas (tad ar pregjie sektori iekisoti dazdi). leverosim, ka kai gajiena
figura parvietojas uz prejas krasas sektoru. #&otrgji melnajos sektoros atrodas 5,



t.i., nefra skaits figru. Kata gajiena mairas figiru skaita paritte, kuras atrodas
melnajos sektoros. alad [Ec 1982 gjieniem melnajos sektoros atfass nepra
skaits figiru. Ja &s atrastos visas viagrsektof, tad melnajos sektoros atrastos 0 vai
10, t.i., @ra skaits figru. Tatad pra#to izdaft nav iespjams.

32.11. Palapeniski f@rveidojot izteiksmi vieadibas kreisdj pus, iegistam

_1-cod2a+2p)  1+cog2a -2/)
2 2

1+ (- codour+ 26+ coda - 26) -

sin?(a + B) +cos*(a - )

1+ %(sinZasinZﬂ — cos2r cos2B + cosr cos2B +sin2a sin2f) =

1+ sin2a'sin20.

Pragtais pieadits.

32.12. Izmantojot formulas, doto neviagibu garveidojam forma
XSinKco > Finx - 4sin®x < sinx(2cosc -3+ 4sin?x)> 0.
Ta ka pie 0° < x<90° pasiv nevieradiba sinx > 0, iegistam

2c0X -3+ &in’x>0 = 4cosx-2cox—-1<0. Tatad

1_4\/5 <COX < 1+4\/§

J5

Atbilde: ar<:cosT+:L < X <90°.

. leverojot, ka 0° < x <90°, iegistam atbildi.

32.13. Apzimesim So §elumu arKLMN, bet &&lgjplakni ar[d. JaLM krustotos aAB,

tad AB krustotos arl], bet dots, kaAB || U. Tapec LM || AB. Lidzgi pierada, ka
KN || AB, KL ||CD, NM ||CD . No Sejienes seko, ki MN ir paralelograms.

A

32.2.Im.



Pieadisim otro apgalvojumu. No piris ddas risimjuma seko, kaABLCD un
ACOBD. Pamatojoties uz vektoru skel reizimjuma ipasdbam, tas nomng, ka

(NB,C_D)z 0 un (A_Cﬁ): 0. No ejienes ietam
(E,B_C):(ﬁ+ﬁ3,ﬁ3+D_C):(NB,D_C)+(ﬁD,ﬂ3+ﬁD+A_C):
(aB,DC)+(BD, AC)=0

Tas nomme, ka ADCIBC.No Sejienes, pamatojoties uz pagnddas atrisigjumu,
iegastam prago.

32.14. lIzvelesimies vektoru sismu S kuras summa ir visgaka. So summu
apZmesim ar S. Caur 25-dtra centruO novilksim taisni perpendikati S. Taisnet
sadala plakni dias pusplakdes. To, kura satur vektor$, sauksim par poZito.

Pieiadisim divas lemmas.
Lemma SisemaS satur visus vektorus, kuru galapunkti atrodastpaga pusplaksa.

Lemma. Sisema S nesatur nevienu vektoru, , kuru galapunkti atrodagalvaja

pusplaki.

Pieadijums seko noat ka pirmaj gadjuma, pievienojot vektoru ar galapunktu
pozitivaja pusplak@a, mes palieliritu vektoru summu; bet otfjgadjuma, atmetot
vektoru ar galapunktu ne@aaja pusplak@, mes palieliratu vektoru summu.

No &m lemmam seko, ka si§tma S satur 12 vai 13 g kartas npemtus vektorus.

Jebkuras#las vektoru si§tmas summas garums ir konstants lielums.

32.15. No cetriem skailiem a,b,c,d vismaz divi dod vieidus atlikumus, dalot ar 3.

So skailu starfiba daiis ar 3, itad ar apskaimais reizimjums dais ar 3.

Ja starp dotajiem sk@ém ir vismaz 3 vieidas pardtes skaili, tad to savstagjas
starpbas dals ar 2, un viss reizijums dais ar 8.

Preg€ja gadjuma ir divi para skaitli, kuru starpa dais ar 2, un divi nepra skaiti, ,

kuru starba dads ar 2. At Sap gadjuma reizinajums dads ar 4.
Tatad reizirijums daks gan ar 3, gan ar 4pec tas dals ar 12.
32.16. Vienadojumu garveidojam forma

2c08’ 2x+cosX-1=0.

Apzimgjot y = cos2x, atrisiram vieradojumu.



Atbilde: XD{I—ZT+m,tI—6T+m}, nOZ.

32.17. Ta ka S,,x =S, tad, atemot no abm vieradibas pusm S,;., un
pieskaitot abm vieradibas pusm S..., iegistam S, =S.,-. Ta ka abiem

trijstariem EBF un EDF ir kopigs pamats, tad mto augstumBX un DY ir vienadi.
Bet tas noung, ka EF ||BD .

32.3. Im.

32.18. Sim trijstira piramdam ir vierada laukuma pamata trijst AAB -- pirmajai
piranmidai, AAB, -- otrajai piraridai (tiem ir kopgs pamats AA un vieradi
augstumi, & perpendikuli starp pam@bm taisem AA un BB)). Tapat 3m
pirantdam ir vieradi augstumi — afitums no taisne€C, lidz plakneiAAB,B. Tatad
to tilpumi ir vieradi.
32.19. levietojot dotaj nevieridiba a = b, iegistam, ka f(a)= 0 visiema.
Nemota =0 unb =3, iegistam

t3)=1(3)< )+ =0

1

Tatad f(1)=0. Lidzgi pieda, ka f(—ij.Tﬁtad pirmais uzdevuma punkts

n
pieradits.

Uzdevuma nosagimus apmierina, piednam, funkcija, kura ir vieida ar 0O, ja
X =2—n: kur m, k —veseliskaifli, un vierada ar 1 préjam x vertibam. Parbaudiet, kas
funkcija apmierina uzdevuma nogamus.

32.20. Pieradisim, ka punktu nevariib vairak par pieciem.



Pienemsim, ka ir 6 punkti. Apkosim vienu punktuA. No @ iziet tikai divu kisu
linijas. Tapec var atrast 3adus punktusB, C, D, kurus arA savieno vienas ksas
(melnas) inija. Nekidus divus no punktier®, C, D nevar savienot melnanija, jo

citadi veidotos melns trijsris.

Pienemsim, kaihija BC ir sarkana. Tadihijas BD un CD nevar lat baltas, jo tad no
vienas virsotnes izietuitr kiasu nijas. Tatad knijas BD un CD ir sarkanas, bet tas
nozimg, ka 3 punktiB, C, D savienoti ar vienas &sas inijam. Tatad punktu ir ne
vairak ka 5.

Pieners ar 5 punktiem ir &ls: reguira piecsira malas nokisojam melnas, bet
diagoriles baltas.

32.21..Ta ka 3xyz>0, tad no pirm viemadojuma seko, kax>0,y> O(citadi
viemadibas kreid puse Ilitu negatva). No oté vienradojuma iegstam
x2=2(y+z)<2(x+x) - xx-4)<0.

Ta ka x ir natugls skaitlis, tad der tikai atibas x=1,x=2,x= 3 No ota
vienadojuma seko, ka ir para skaitlis; atad x=2, x* =4=2(y+2z), y=z=1.
Parbaude paida, ka atrisiajums ( 2,1,1) apmierina arpirmo vieridojumu.

32.22. Skat. 32.4.un.

Ta ka AB ir trijstara MKN vidusiknija, tad AB=1MN . Tapéc, lai uzdevums idu

atrisirats, pietiek pieidit, ka seSsira MKNLST perimetrs maaks par & seSu
diagoralu MN, KL, NS LT, SM, TK garumu summu. Katrai no diagbdtm



aplikojam divus s mak€jos nogrieaus. Piemdram, diagoalei MN tie ir nogrieai
MA, un B,N . No trijstira nevieadibas seko, ka jau So diagdm ddu summa liglka

par seSsira perimetru. Tiedn, sumngjot nevieradibas
MA +AK >MK, KB, +BN >KN, NC, +C,L>NL,
LD, +D,S>LS, SE+ET>ST, TR+FM >TM,
legisim pra#o neviendibu.

32.23. Vispirms iekasosim galdiu Sahveida #tiba. Skaidrs, ka zirdma kustbas
laika krasas mairsies &di: m, b, m, b, m, b, ... . Augp un apak§o galdina rindas
sauksim padrgjam. Argjo un iek$jo laucipu skaits ir vieads. No katrargja laucha
zirdzinS norak iekEja laucina. Ta ka argjo un iekgjo laucipu skaits ir vieads un
zirdzin$ apiet visus laugus, tad no katra iekf laucipa tam fiiet uz argjo lauciu.
Tas nozmg, ka apgaitas laikargjie un iek&jie laucipi arf mairisies &di: a, ie, a, ie, a,
ie, ... . Ta ka af laucipu krasas maias pamsus, tad visa@rgjo laucinu krasam ir jabat

viemadam. ledita pretruna, kas none, ka apiet &du galdiu zirdzipS nevags.

32.24. Devipstiira virsotnes sadalapia finiju 9 lokos. Vismaz vienam no Siem
lokiem pieder divas no desmiisa virsotrem. Tatad uz rhka linijas sewi izvietoti
punkti A, B, C, D, kur AunD -- devistira virsotnes, beB un C -- desmitsira
virsotnes.

Ta ka OAD=40° un OBC=36°, tad O AB+OCD =4°. Tatad viens no Siem

lokiem neprsniedz 2°.
32.25. Ja, var.

1, 3,4, 2
2,6,8,4,1,5,7,3.

4,12, 16, 8, 2, 10, 14, 6, 3,11, 15, 7, 1, 9513,
Sos sakrtojumus iegst indukivi. Ja skaii a,a,,...,a, apmierina uzdevuma
prasbas, tad ar 2n skaili 2a,,2a,,...,2a,,2a —12a,-1...,2a, -1 apmierina

uzdevuma prabas.

32.26. Ta ka 1982°% +1<10000°%® =10%°, tad @kotngjam skaitlim ir ne vaiik ka

8000 ciparu. 3pec ta ciparu summaA neprsniedz 918000= 72000 Lidzgi
iegaistamB <45 C<12 D< 9 Taka skaitlis un i ciparu summa dod viadus

atlikumus gc modua 9, tad1982°* +1= D (mod9).



Talak veicam apikinus [Ec modda 9.

1982992 +1= 2502 11= 6422 +1=1°° 4 +1=5(mod9).

Tatad D =5.

32.27. Turnira virieSi sad star@ izsgelgja n(n2—1) sgeles un iz@nija tikpat uzvaras.

JaunieSi izsglgja n(2n—1) speles un izanija tikpat uzvaras. WieSi pret jaunieSiem
noselgja 2n’ speles. Jax sgEles uzvagja viriesi, tad kopjais virieSu uzvaru skaits ir

@+x, bet kopgjais jauniesu uzvaru skaits in(2n-1)+(2n% - x). legistam

vienadojumu
n(2n-1)+2n* - x

=/
%

To var mrveidot forma 24x =51n*>-9n. Ta ka x<2n?, tad 5In* -9n < 48n?, t.i.
nn-3)<0. Taka n# 0, tad atliek @rbaudt tikai vertibas 1, 2 un 3. |adas, ka der

tikai vertiba n = 3. Tada gadjuma x =18.

Si n vertiba der. Ja tufira piedafis 3 \rieSi un 6 jaunieSi un visinesi sgles pret
jaunieSiem iztha uzvaras, tad kapvirieSi izana 21 uzvaru, bet jaunieSi -- 15
uzvaras.

32.28. Parveidojot doto izteiksmi, iegstam

X F X, F Xy F X, = XXy = XXy — XX, = XX =

xl(l— x2)+ xz(l— x3)+ xs(l— x4)+ x4(1— xl) <

(1— x2)+ X, + (1— x4)+ X, =2

32.29. Ja, to var izdait, pientram, & ka pa@dits 32.5. mguma. Zimgjuma
uzZmgtie nogrieai visi ir vienadi; to galapunkti atrodas pf#ss punktu sigmas
punktos.



32.5.2m.

32.30. Ng, ne noteikti.
32.31. Vispirms pa#disim, ka taigu skaitu nevar samazn

Apskatsim regudira 1982-dira virsotnes. Laias visas atd@iu vienu no otras, katra
1982-stira mala ir fikrusto ar vismaz vienu novilkto taisni; ja mallN nekrusto
neviena novilki taisne, tad virsotndd un N nehis atdaitas. Pavisam ir 1982 malas,

bet viena taisne var krustot ne wllirka 2 malas. #tad nepiecieSamas vismaz

&82= 991 taisnes.

Vispirms iz\elésimies virzienu &, lai Saji virziema neietu neviena no taigm, kas
savieno dotos punktus. Rleties taisni Sa virziera un paradli to parvietojot,
novietosim to i, ka taisneg¢ alas puss atrodas vierds skaits (t.i. 991) punktu.c
tam iz\elamies taisni4, kas savieno divus punktd un N taisnes dazdas pugs un
visi pargjie punkti atrodas viehpus no h. To nedaudz par@l parbidot, punktiM
un N bis atdaiti no citiem punktiem, & afn savstarpji ar taisnit.

Turpinot So procesu, katraako% taisne atdas 2 punktus no visiem agejiem.
Skaidrs, ka pdejie 2 punkti atdakies autoratiski. Tatad ko@ bius vajadzgas

1+ % =991 taisnes.

32.32. Kvadratu var sagriezt 8 Sautlka trijstiros & ka pamdits Zmejuma.



32.6. Zm.

32.33. Apgalvojumu piefda, izmantojot sgka momenta gdziena mateftisko

interpre&ciju.

32.34. Uzdevuma pierdijums balsis uz faktu, ka taisne izliektas funkcijas grafiku

var krustot ne vaiik ka divos punktos.

32.35. Aprekinasim katra ziatnieka korespondentu skaitu gan @nvalst, gan oti
arvalst. Starp Siem B skaifiem eksist vismazkais (vai af vairaki vismazkie);
pienemsim, ka tas ik, un valstsA zinatniekama valst B ir x korespondentu. Tad

valst C zinatniekama ir n + 1 —x korespondentu.

Pienemsim, kab ir viens no ziatniekaa korespondentiem vaidB. Saskaa ar skaila
x izvéli zinatniekamb valst C ir vismazx korespondenti. atad ziratniekiema unb
valst C kopa ir vismaz n+1-x+ x=n+1 korespondentu. aTka valst C ir tikai n
zinatnieku, tad ta§ atradsies &ds ziratnieks ¢, kas sarak8s gan ara, gan arb.
Zinatniekusa, b, c var pimemt par mekitajiem ziratniekiem.
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