Materials nemts no gimatas: Andans Agnis, Brzina Anna, BrzinS Aivars "Latvijas
Republikas 26.-51. mateatikas olimpades”

LATVIJASREPUBLIKAS 34. OLIMPIADE
ATRISINAJUMI

34.1. a) Sdi skaili veido aritnetisku progresiju ar 200 locékm, kus pirmais
5+1000
[200=100500.

loceklis ir 5 un pdgjais — 1000. Epec S, =

b) Skaiti, kas dads ar 3, veido arit@tisku progresiju, kuras summa 8, =166833
Skaifli, kas dads ar 15, veido aritatisku progresiju, kuras summa 8, = 33165
Meklgjama summa irS +S, - S, = 234168

34.2. Vienadojumu prveido forma

ax? +(a+b-1)x+b=0.
Ta diskriminants ir D = (a+b-1)* —4ab=(a-b)* -2(a+b)+1. Varam iz@laties
a-b=1984 una+b=1984 +1; tad D < 0. Tatada unb var atrast no sistas

a-b=1984
a+b=198%4 +1.

34.2. No 4 trijstiriem ar vieadu laukumu divi atrodas pie vienas @s pasas malas.
Pienemsim, ka tie IrAOE un BOE.

A E B

34.3. 2m.

Siem trijstiriem augstums no virsotn€ir viens un tas patsatad AE = EB. Tatad
bisektriseCE ir an trijstira ACB medina. Tatad ACB ir vienadsanu trijstiris. Ar

izverstaku spriedumu var piadit, ka tas ir vieadmalu trijstiris.



34.4 Kuba stiri veido 3 kvaditi; katriem diviem no tiem ir kaga mala. &tad kata

stari jaizmanto visas 16 kiasas, bet stu pavisam ir 8.

Zimgjuma pafdits pareizi iekisota kuba virsmas izums.

34. 5. Apzimgjam morttas arA, B, C, D, bet to masas a&; b, ¢, d. Ar pirmo s\&rSanu
nosveramA unB. Jaa+b =18 (resp.a+b= 20Q,tad a=b= 9(resp.a=b= 10;

ar alam atlikuSaim s\erSarsm nosveram atse\WsC unD.

Jaa+b= 19 tad ar otro s&rSanu nosveratA unC. Jaa+c = 18(resp.a+b = 20,
esam noskaidroju® un C masas un varam aiinat aif B masu; ar treSo §wanu
nosveranD.

Atliek aplikot gadjumu, kad ar a+c=19. Tad skaidrs, ka b=c. Ar treSo

sverSanu nosveranB, C unD.

Jab+c+d= 27, tadb=c=d = 9una=10.
Jab+c+d= 28 tadb=c= 9una=d=10.
Jab+c+d= 29 tadb=c=10una=d=09.
Jab+c+d= 30 tadb=c=d=10una=0.

34.6. Aprekinam, ka

g(x) = 3ax® + 2bx +;

h(x) = 6ax + 2b;

t(x) = 6a.

No vieradibast(6) = 6 atrodama = 1 tatad
g(x)=3x + 2bx +c;



h(x) = 6x + 2b.

No vieridibas h(2) = 2atrodamb = -5 tatad
g(x)=3x® -10x +c.

No vieridibas g(3) = 3 atrodam c = 6 tatad
f(x)=x®-5x*+6x+d.

No vieradibas f (1) =1 atrodamd = - 1

34.7. PunktsM ir punktu kopa#\, B, C, D, E smaguma centrs.

a) lzwlésimies patvAgu punktu O un atragdsim vektoru summu

—_— — — — — —_

OA+OB+0OC+0OD+OE =a. Ja izélesimies punktuM ta, ka OM =1&, tad
prasta vienadiba izpildsies.

b) Pienemsim, ka atrasti divati punkti M, M,. Tad

M,A+M,B+M,C+M,D+M,E=0 un

M,A+M,B+M,C+M,D+M,E.
Atpemot pirmo vieadibu no otas, iedistam 5M,M,; =0; tatad punktiM; un M,

sakit.

34.8. Pientram der funkcija

f(t): t,jatdQ
t+ljatdQ

34.9. Izvelesimies vienu cilgku A. Ja eksist tadi 4 cilveki, kas nav pastami arA,

tad tie veido praso cetrinieku.

Atliek aplikot gadjumu, kad idu 4 cilveku, kas pawstami arA, nav. Tatad varam

autobus izdalit 6 cilveku grupuS, kura visi past A. Vienu no $ grupas locdiem

apamesim arB.

1) B grupa S pazst ne vaiik ka divus cilekus; &tad nepaist vismaz s @S
locelus X, Y, Z. Tada gadjuma X, Y, Z visi padst viens otru, un kapar A tie
sasida pra#o cetrinieku.

2) B grupm Spaizst vismaz 3 cilekus X, Y, Z. Skaidrs, ka vismaz divi no tiem sav
star@ paZstami; pimemsim, ka tie irX unY. Tad par prasajiem 4 cilekiem var
nemt A, B, X} Y.

34.10. a) Ar pirmo jaujumu Andris noskaidro, vai Sis skaitlis ir noitld 8, vai no 9
Iidz 16. Paliek 8 skdit Péc otra jauajuma paliks 4 skalt, pec tred — 2 skaili, pec
cetur — viens skaitlis.



c) Ar trim jautajumiem nepietiek, jo atbilzu variantu ir 8, bet gkair 16.

34.11.

coda -sina = (cos'a +sin‘a)(cos'a - sin‘a) =
. 2 . . .

((coszcr + S|n2a) - Xin*acos’a fcos'a - S|n2a) cos'a + S|n2a) =

(1—%sin220) [tosZr

34.12. Apzimésim skaitus, ar kurierm nedaks, arx un x + 1. AtZamesim divas So
skaifju ipa3bas:

1) x>15; pregja gadjuma no &, ka skaitlisn daks ar X%, sekotu, ka tas dad af arx.

2) x vaix + 1 nav izsakmi ka divu savstargju pirmskaitu a unb reizingjums. Predja
gadjuma no skaitan dakmibas am unb sekotu @ dakmiba arx vai x + 1.

Parbaudotx vertibas no 16itlz 30, redzam, ka der tikaéniba 16. Rtad nepareizi ir
apgalvojumi par damibu ar 16 un 17.

34.13. Aplukosim divas kuba pr&fas virsotnesX un Y, un & centruO ( tas ir
nogrieza XY viduspunkts). No teémas par trapeces vidusju seko, ka atfumu
summa noX un'Y lidz plakneil ir vienada ar diviarsotu atilumu noO lidz 0. Tatad,
ieklaujot viera grup divus kuba prefjo virsotau parus, uzdevuma prasas lis
izpilditas.

34.14. Pietiek arn— 1lampam, kuras var novietot jebkas n— 1 labirinta virsot®s.
Tiesam, bez lampas paliek tikai viena virsotne, bet &atrgaitenim ir gali dias
virsotrés. Pafidisim, ka ar maik lampmm nepietiek. Pigemsim, ka labiriri
izvietotasn— 2lampas. Apskasim virsotniA, kura lampa nav novietota un tas— 1
gaitepus, kas iziet nd\. Katra gaitea apgaismoSanai vajag citu lampu ( jo tiem nav
citu koggu punktu be?, bet punki A lampa nav novietota.atad vajadayas vismaz
n-1 lampas.

34.15. Pieradisim, ka & notiks ga@iuma, ja pa apli izraksti 2" skaiti, n=1; 2; 3; ... ,
katrs no kuriem ir “+1” vai “-1”. Pieadijuma izmantosim mateatisko indukciju f@c
n.
Jan =1, tad pc divam ope&cijam abi skaili bts vieradi.
Pienemsim, ka apgalvojums péefits, ja n = k. Apskatsim sitticiju, kad n=k+ 1
Apzimesim skaitus [Ec kartas ar

X0 Y10 X0 You Xgy Yan oo s X s Yok

Pec pirma gajiena rodas siticija



X On Y 3, X 0 Yy By X e, Ve O
leverojot, ka x* = y* = 1, pec otra gajiena veidojas siticija
X B0 Y1 D50 X5 X, Y, B,y X DX, Y DYy
Redzam, ka2“' skailu gadjuma divi gajieni ir ekvivalenti vienam gjienam

atsevii to 2 skaifu gadjuma, kas uzrakst para viedis: skaiti x reiziras

neatkafgi no skailiem y, un otadi. Saskaa ar indukivo hipogzi tie katrs atsevig

parveidosies par vieniniekiem.

34.16.

a) No trijstira vidustniju ipasbas seko, k&M ||DC ||LN. Ta KM || LN, tadK, M, L,
N atrodas vien plakre.

b) Dalu AMNBLK sadaim divas ddas: trijstira piramida AMNK ar pamatlAMN un
virsotni K, ka an cetrstira piramda AKLBN ar virsotniN un pamatuAKLB.
Trijstara piramdasAMNK pamataAMN laukums ir ceturtda no lieks piramdas

ABCD pamataABC laukuma, bet augstums n -- puse no augstuma lieiaj
piranida no D. Tatad AMNK tilpuma ir $no ABCD tilpuma. lidzgi AKLB

laukums ir$ no ABD laukuma, bet augstums hbpretAKLB ir puse augstuma no

C pret ABD; tatad AKLBN tilpums ir 2no ABCD tilpuma. Atliek iewerot, ka
1+3_1

8 8 2

34.17. Nevieradibu ar identiskiem grveidojumiem @arverSam par

o) (o) o) (a0

kas ir atmredzami pareiza.

34.18. a) Ar identiskiem prveidojumiem iegstam:



ssina Bin(a +2) in(a +22) Bin(a +27) =

Sina B;in(a + ’—j) E:osm:os(a + ’—j) =

4 xina [tosn) [ﬁ%in(a + ’7}) E:os(a + %)) =
2[8in20 [8in(2a + Z) = 2 [Bin2x (itos2a = sinda.

b) Ar matenatisko indukciju var piexdit formulu

sin(2“a)= 2% Sing Bin(a+1[—!2’%)li'kin(a+ 2[—!;%)@;in(a+3[—!2’%)ﬂ-- Ekin(a+ (2 —1)[—!2’%)

2(~2
+
34.19. Visu tabu# ierakstto skaitu summa irl+2+3+---+n® = n n2 ) . Tatad

M (n) = n(n22+ 1)

a) jan=1, tad M(n) =1 un nav pirmskaitlis. Ja= 2pskaima tabula neeksist Ja

n>3 unn - para skaitlis, tadM (n) sadads reiziritajos gEﬁnz +1), kas abi lieiki
par 1, itad M (n) nav pirmskaitlis; . Jam= &inn— nefara skaitlis, tadV (n) sadads

2
reizinatajos n[—‘ﬁ'z—{L , kas abi liedki par 1, itad M (n) nav pirmskaitlis

c) mazka n vértiba ir 3968.

34.20. Apskaitsim vispirms gagumu, kad sienas komts ir taisngiris.

Kurmis vagtu rikoties &di. 1zlidis, no zemes, w8 nosijas &, ka siena ir pa labi, un
sak rapot gar to. Pa ¢am kurmis skaita labos un kreisos pagriezienudgikkamer
norek atpak# pie savas izraks alas. Ja kurmis atrodas sienas iek&§pumsS his
saskaitjis 4 kreisos un 0 labos pagriezienus; ja kurmisd#ts sienasrpus, vins kis
saskaiijis O kreisos un 4 labos pagriezienus.

Viegli saprast, kajdizigi rikojoties patvliga konfira gadjuma, starpba starp labo un
kreiso pagriezienu skaitu kiisas beigs his 4, ja kurmis atrodaspus, un kis(-4),
ja vin$ atrodas iekSp@as

Ta ka kurmis nak skaitt tikai lidz 10 un kusbas laild starpba starp labo un kreiso
pagriezienu skaitu vaiit patvdigi liela, tad kurmimgskaita gc modua 10.

34.21. Piepemsim, ka dota progresija, = ak +b. Izvelesimies patvAgu pirmskaitli
p>a+b. Ta ka aun p® ir savstarpji pirmskaifli, tad eksist tadi natuali skaitli x

uny, ka ax- p’y=1



Apzimesim n=(p-b)x. Tad a, =a(p-b)x+b= p(p?y - pby+1). Tatad a,daks
ar p, bet nedals ar p?, un tas nevariti vesela skaja palkipe ar kpinataju, kas
lielaks par 1Nemot skaifus n+ p?l, iegisim bezgali daudz pragos skailus.

34.22. 1zdaam homottiju ar centru punkit B un koeficientu 2. Tady, atE€lojas par

w, tapec A attlojas par kaut &du w punktu. No otras puses, atlojas par punktu,
kas simetrisks punktaf attieaba pretA, tatad — par tika finijas w, punktu ( jow,

un w; ir simetriskas attiaba pretA); Tatad A at€lojas parw un w, krustpunktu.

Tas nozmg, kaA, B un viens no punktier® unQ atrodas uz vienas taisnes.
34.23. Cetrus kvaditus & var novietot (padiet ka!).
Uzskatsim, ka novietojamo kvadatu malu garums ir 1; tad novietojamo kvatdr

. . 2 . o
centriem jatrodas aluma, mazka par % no alam koordiratu agm (citadi tie

nekrustotu koordiitu asis). htad Siem centriemaatrodas kvadita ar malas garumu
V2, kuru koordintu asis dalaetros mazos kvadtos k., K,,ks;, K, . Ja mitu novietoti

5 kvadati, tad divu novietoto kvadtu centri atrastos vi@nno kvadatiem k;; bet
tada gadjuma Sie kvadati Skeltos.

34.24. a) Nevar. Zirdzia marSrut krasas maias, ttad @Ec 24 dgjieniem tas bs
noracis uz 12 baltiem un 12 melniem lapgiem. Bet ar Siem @gieniem vihpam bija
janorek uz 13 melniem un 11 baltiem lagi@m ( laucha A krasa ir balta).

b) To var izdait (uzamgjiet marSrutu!'}.
34.25. To var izdait abos gagjumos.

34.26. Novietosim punkto#\, B, C, D pa 1 kg masai; & apazmesim to masu centru.
Punk& M, ir B, C, D masu centrs; tajkoncentgjas 3 kg. Punkt® var iedit ka M,

un A masas centru; g Arhiméda likuma O atrodas uz nogriea M,A un
M,0:0A=1:3. Lidzgas sakabas izpildis af pargjiem punktiem. H&tad O ir
ABCD un M;M,M,;M, homottijas centrs ar koeficienttt 3.

34.27. Skaidrs, ka

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
TS ey Sl St SR <=+ + +
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34.28. Aplakosim divus gagumus.




a) 0<B<Z.TadcosB>0, A>sinA>0 un AcosB >sinAcosB.

Taka 0<C=7m-(A+B)<m-B<,tadcosC > cogr— B) = —cosB. Tapsc
AcosB +sin AcosC > sin A(cosB +cosC) > 0.

L1dzgi apliko gadjumu, kadZ < B < 7.

34.29. Lemma. Sglétajs ar vislieiko uzvaru skaitu tufina ir S turriracempions.
Pienemsim, kaA ir visvairak uzvaru, bet WS navcéempions. ArX apameésim to
cilveku grupu, kas uzvausi A, bet arY -- , kas zaugusi A. Tad A nav [arsggjis
kadu sgzlétaju B no grupasX. Tas nommg, kaB ir uzvagjis visus splétajus noY, ka
af sgelétaju A; bet tas noing, kaB ir izcinijis vairak uzvaru paiA. Tas ir pretrua ar
Aizveli.

Pienemsim tagad, kaakla turrira ir 2 cempioniX unY , pie tamX ir uzvagjis pretY.
Aplikosim to splétaju grupu, kas uzvajusi X (tadi eksisg, jo Y ir ¢empions). Viegli
parbaudt, ka 8s sglétaju grupas apakStuira cempions arir visa turira ¢empions.
Tatad ir vismaz Iempioni.

34.30.Taka f(1)< f(2)=2,tad f(1)=1. Taka f(x) ir stingri augo%a, tad
f(n+m)= f(n)+m.

Apzimzsim f(3)=a. Tad

f(5)=a+2,

fs=f(305)=f(3)f(5)>ala+2)=a+2a,

f(18)= f(15+3)>a® +2a+3 .

No otras puses,

f(6)=f(3)f(2)=2
f(5)< f(6)-1=2a-1,
f(10) = f(2)f(5)< 4a-2,
f(9)< 4a-3,
f(18)= f(2)f(9)< A4a-3)=8a-6.
Tatad, a® +2a+3<8a-6 = a’-6a+9<0 = (a-3°<0 = a=3.
Talak ar materatisko indukciju piesdisim, ka f (2" +1): 24 +1.
Baze, kadk = 1ir pieradita.
Induktiva pareja: f (2 +2) = £(2)f(2* +1)= 22" +1)= 2 +2; tapec
f(26 +1)< 26 +1,
Taka f(n)=n, tad f (2! +1)= 2" +1. Prastais pieadits.
Ta ka f(x) ir stingri augosa funkcija, tad viadiba f(n)=n izpildas visim

natuilam n vérttbam.



34.31. Kvadmati var beigties ar 0, 1, 4, 5, 6, 9; mums 0 ne8é&aitlis k*, dalot ar 4,

dod atlikumus 0 vai 1.dpec kvadati nevar beigties ar cipariem 11, 55, 66, 99.

Atliek tikai 44. leverosim, ka38” =1444. Cetri ¢etrinieki kvadata beigis nevar bt,
jo tads skaitlis, dalot ar 16, dod atlikumu 12, bet katglSdu atlikumu gc moduda
16 nepi@aem (@rbaudiet to!).

34.32. Aplukojanmas ddas skaiitaju var farveidot forma

—sin(k +1)y @in(k —1)x —sin(k - 1)y sin(k +1)x,

bet saugju forma — 2sinxsiny.

Tatad apskama izteiksme

S< |S|nk 1x| in(k +1)y |S|nk 1y| |nk+1x|
sinx siny siny sinx

g((k—l)(k+1)+(k—1)(k+1»=k2—1

( Seit izmantota nevi@xitba [sinnt| < n|sint|, ko pieida ar matentisko indukciju.

34.33. Piepemsim, kaA — koordiratu sistmas punkts, no kura tiek vilktas pieskares.

Parnegsim koordiraitu sistmas gdkumpunktu uz punktiA. Pieiemsim, ka novilkta
pieskare polinoma grafikam, ul pieskaras grafikam purikt (z,, P(z,)). Pieskares

viemadojums ir t=Q'(z,)[Z. Ta ka pieskarSais punkts pieder pieskarei, tad
iegistam vieadibu Q'(z,) %, = Q(z,). Abas vieridibas puss ir n-tas pakipes
polinomi. Sidam vieradojumam nevar it vairak parn sakrem. (Atsevigi japierada,
ka dofi viemadiba nav identite)

34.34. Sanumugsim regudira n-stiira virsotnes gc kartas ar numurient, 2, 3,...,2n.

Par nogriega svaru sauksimatgalapunktu numuru summu. Novilksim nogriag
AA,,AA,....,AA, , ki ai nogriezni A, A,; to svari ir attiewi
34,5...,2n+12n+2. Starp Siem nogrieiem nav paralu, un katrs nogrieznis,
kas savieno divasnzstira virsotnes, parals vienam no Siem nogrigeiem. Vel
jaatzme, ka divi nogrieai ir parakli tad un tikai tad, kad to svari ir viadi vai
at&iras par 2.

Pienemsim no preja, ka izdevies uzmét tadu skgtu lauztu iniju, kurai nav par&lu
posmu. B ka tas posmiem iesgpami tikai 2n dazdi virzieni, tad tie visi reali@gas;
tapec §s linijas visu posmu svaru summaipijit

S=3+4+5+..+(2n+1)+(2n+2)+k2n=2n(k +n+3).

No otras puses, sunan® katras virsotnes numurs ieskaitieSi divas reizesapec



S=2(1+2+3+.--+2n)=2n(2n+1).
No 3ejienes iegstam2n(k +n+2)=2n(2n+1) = k+n+£=2n+1 = n-k=2.
Ta ir pretruna, jan unk ir veseli skaili.

34.35. Pieada, ka Sim trijgtrim izpildas ipagba AC || AC, ( uncetras analgiskas
paraleliites). Talak, veicot apgkinus, iedgistam, ka mekka piecstira laukums ir5.



