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LATVIJASREPUBLIKAS35. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

35.1. Vienadojumu kipina 11. pakpe un gec tam parveido.
Atbilde: x =1985.

35.2. Apzimésim dotocetru rinka liniju centrus aM, N, P, R. Ap ¢etrstiri MNPR var
apvilkt ripka fniju ar centru punkt O . Ta ka cetrstira ABCD malas ir paralas
cetrstira MNPR makm, tad Socetrstiru atbilstoSie leki ir vienadi. Tatad ar ap
cetrstiri ABCD var apvilkt ripka lniju.

35.3. Skat 35.5. mn.

35.5.2m.

a) Trijstiros MNO, CMO, ANO, ACO novilksim augstumus pret taisnNC.
Trijstariem MNO un CMO augstumi ir vieadi, apZmesim tos arh;_ Trijstiriem ANO
un ACO ari ir vienadi, apZmesim tos ar,. Trijstira MNO laukumu apmmésim arS;.
Tad

s =Norl;s, =octl;s =ocdk;s, =ond:.

No SejienesS,S, = ON [OC d“l% =S5, un S, = SiZ .



b) Trijstira BMN laukumu apimésim ars. Tad
SBMN — SS — BN . BCN SS +S +S BN

SACN Sl + S4 AN ’ SACN Sl + SS AN '

No Sejienes > = S5*S S . leverojot, ka S, = S5, , legastam
+S, S +S,
s _Slss+s8.+88+80)
ABC Ss SS,

35.4. To var izdait. Vispirms izvietojam pirmos 15 akmas pieas kaudzs pa 3
akmeajiem ar vieadiem svariem. Kaudzes iidas:
(1, 15, 8), (2, 13, 9), (3, 11, 10),(4, 14, 6),18, 1).
Pec tam pievienojam pa 10akoSajiem (katt kaudZz pa diviem ar vieadu koEjo
svaru -- smaikais + viegikais, utt.).
35.5. a) Pimemsim predjo, ka to var izdat. Vienadiba
L1101 1
T+ o+ T+ =
1 2 3 12
novedsim visus kreiss puses locdks pie mazka kopsaugja 2°[3° [B[F[1.

Papildreizirataji skaifitaja visiem locekiem, iznemot%, bis para skaiti, bet loceklim
% -- neara skaitlis. Bpec skaittajs kreisis puses dai bis nepra skaitlis; itad tas

nav 0, un vieadiba neizpilds.
b) Lai aff kadi skaifi nelitu nodzsti, iepriek§jais spriedums paliek 8ka, ja tikai

%nav nodzsta. Tatad % noteikti pnodzs.

[ —

Aplikojot dakmibu ar 3, konstaam, ka fnodzs 9

Lidzgi pierada, ka 4"1n0dzé§% un 1%

1 1. . o . 3 . .1
Jag un 10 Ir ar vieradam Zimem, f@as aizsijam ar vienu da 10 ja ar dazdam — ar
ddu 1—10 Aplikojot dakmibu ar 5, konstatam, ka at Sis ddas patmet.

No atlikuSajiem skaliem var sagit pragto summu
1.1 1,1 1_

273 a6 12
34.6. Aplikojot dazdus vektoru izvietojumus, iagtam, ka doto vektoru summa var
bat nulle tikai, ja paralo malu attietha ir 1 vai 3.

34.7.Nemot y = 1 iegistam| f (x) =[x -1.



No vieradibas | f (x)- f(y) =|x-y| un neprtrauktas funkcijas definijas seko, ka
funkcija f(x) ir nepartraukta.

Tatad iespjami &di ¢etri varianti.

f(x)=x-1,

f,(x)=1-x,

[ 1-x,ja x<1
fs(x)_{x— 1 ja x>1.

[ 1-x,jax>1
f4(x)_{x— 1 ja x<1.

Viegli redZt, ka der tikai pirmas divas funkcijas.

34.8. Pierada sekojoSu apgalvojumu: taisist kas piekaujas kvadita maaim, ir
viemdi. Piepemam prefjo, ka tie nav vieadi. Tad no Siem taisngiem iz\€las
visgatko (tas ir ar visSautikais), bet akamais taisnstis virziera pregji pulkstepa
raditaja virzienam izdas gagks. legdita pretruna, kas piggda ntisu apgalvojumu.
Ja taisngtri vienadi, tad atmredzami iek§ais taisndiris ir kvadats.

34.9. Doto skaitu summa ir@. Pec tam, kad skaitli& tika nodZsts no ifeles,

atlikuso skaifu vidgjais aritnetiskais ir

Y-k _n_n-k

n-1 2 n-1’

Skaitlisg ir vai nu vesels skaitlis, vaiiaskaitlis, kura diveida déa ir 5. Skaitlis

—rr]]_ii atrodas intersla (0,1]. leverojot, kae%2 = 351—77 legistam divas iespas:

N-3s5 Vel
2 vai 2
n-k_7 n-k_7.1
n-1 17 n-1 17 2

Pirmag gadjuma viemadojuma atrisigjumi nav veseli skalt Otrajg gadjuma
iegistam n=69 k=7.

Tatad nodzsa skaitli 7.
35. 10. Z bija iedonajies skaitus 8 un 9.

35.11. Parveidojam doto vieadojumu



sinx+cos' x=1 -
. 2 .
(sm2 X +cos’ x) - 2sin’ xcos’ x=1 =
1- 2sin> xcos x=1 < 2sin®xcos x = 0.

Atbilde: x=k[90°, kOZ.

35.12. JapargrieZ ¢etras §autnes.

Tie&am, ja nes pargriedasim 4 autnes, kas iet vianvirziera (para€las), tad ne no
vienas kuba virsotnes negamolit uz pregjo.

Ja prgriezam tikai 3 Kautnes, tad atrasles divas préjas virsotnes, kas ir
savienotas. To piada, apiikojot atsevigus gadumus.

35.13. a) Ja cileks A ir paastams ar ciloku B, tad cilveks B ir paastams ar ciloku

A. Tapec kogejai pazipu skaita summai irapat para skaitlim, bet pirmajgadjuma &

summa ir nera skaitlis.

b) ApZzimésim cilvekus ar burtiem un iekag pierakssim to paziu skaitu.

A@©), B(9), ¢(9), D(8), E(8), F(8), G(7), H(s), 1(4), 3(4).

Ta ka A, BunC ir pazastami ar visiem grupas cidkiem, tad 3 nd unJ paziham ir A,

B unC. | unJ katrs no prejiem cilvekiem pazst tikai vienu cihgku. Tatad vienu no
trim cilvekiem D, E, F nepazst nel, neJ. Sim cilekam nevar bt vairak par 7
pazipam. ledita pretruna. Itad ar S&ada pazju skaita konfiguicija nav iespjama.

35.14. Katras &das cetrstira diago@ales galapunkti atrodas uz pggim piramdas
Skautrem. lzwelesimies &autnesCD un AB, un pieadisim, ka diagoali, kuras
galapunkti atrodas uard autrem var iz\Elcties viennommigi. Tiesm, § diagorale
pieder plakam CDM un ABM; tatad ir So plaku &&luma linija.

Trijstara piramdai ir 3 pretju Skautnu pari. Katru no 8m savieno nogrieznis, kas iet
caur punktuM. Sie nogriefii var bit prasto ¢etrstiru diagonles. No tiem var
izveidot 3 daZdus pragoscetrstirus.

35.15. Ta ka f(1)< f(2)<---< f(19859=1985 un visas $aj virkné izraksitas t
vertibas ir natudli skaili, tad f(1)=1 f(2)=2..., f(1989=1985. Tatad
f (1000 =1000.

Pieladisim, ka patvAgam natudlamn pasiv vieradiba f(n) =n.

Ar matenatisko indukciju pieidisim &du faktu:

Jals< x<2", tad f(x)=x.

Baze seko no ieprieks pieiita.

Pienemsim, ka apgalvojums péagiits pien =k .



leverosim, ka f(3(2")= f(3)F(2")=32". Tapat ka sikotrgja sprieduna, no

Sejienes seko, kd (x): X pie x=1,23---,3[2", tatad ar pie visiemx no 1 idz

2™, Indukiva pareja pieadita.

Ta ka katrs natuils skaitlis neprsniedz kdu divnieka pakpi, tad apgalvojums
pieradits.

35.16. Pienemsim pregjo, ka Iogmll:m, kurmunn — natuéli skaitli. Tad
n

10" =11 - 10" =11".
Pedgja vieradiba ir pretrufga, jo vieradibas kreigs puses §dgjais cipars ir 0, bet
labas puses §gjais cipars ir 1.
35.17. Vienadiba izpildis patvdigam trijstirim.
35. 18. Sadaipadba izpildis paratlskaldnim un oktaedram.

35. 19. Katru no 5 skaltem izteiksim k& kada lepka tangensu, uzskatot, ka Siekea

atrodas intersla (—I—T, Ej.
2 2

Ja x=tga uny=tgfs, tad——Y =tg(a- B).

1+xy
Starp pieciem lgkiem, kas atbilst dotajiem skheém iz\elesimies divus -0 un 3,
kuru starfba ir liekka par O un maka par%. Tadi lenki eksist, jo starp pieciem
lenkiem ir Cetras atstarpes, bet kofas veido ne vaiik ka lenki Tt

Izveloties skailusa unb, kas atbilst lekiem a unf3, iegistam
tgla-B).

a-b _
1+ab

a-b

Taki Osa-B<” tad O< <1.
4 1+ab

35.20. Aplikosim visas summasA+bB+cC, kuam |d<9,[b/<9,|d<9. Sadu

summu skaits i19°* = 6859
Ta ka |§ < 3[@[100= 2700, tad , ¥ summas var piemt 5401 daidas \értibas.

Ta ka 5401 < 6859, tad vismaz dw summam a,A+bB+c,C una,A+b,B+c,C
biis vieradas \értibas.
lzveloties skailus a=a -a,,b=b-b,,c=c, -c,, uzdevuma nosgami

izpildisies.



35.21. Jab=0, der skalli x, =a, X, =X, =X, =0.

Jab# Ounb # 1, der skail x,—bx,i, L , kur x—i.

XX 1-b
Ja b= 1 der skail —E,@i—i.
3 3 2a 2a

35.22. Kvadratu var sagrieztetros, seSos, septis un astpos kvaditos. Gagumi
n= 6,78 paaditi 35.6. ZAM&juma.

35.6. 2m.

Ja kvaditu var sagriezk kvaditos, tad to var sagrieztiak + 3 kvaditos, vienu ndk
kvaditiem sagriezotéetros. No 3 seko, ka kvaditu var sagrieztn kvadiatos
jebkuram natutlam n= 6.

Atsevii japierada, ka kvaditu nevar sagriezt 2, 3 un 5 kvatirs.

35.23. Para skaitus izsaka &i:
6k = 2+3+(6k - 5),

6k +2=3+4+(6k-5),

6k +4=2+3+(6k-1).
Nepara skaitus izsaka &di:

12k +1= (6k - 7) +(6k —1) +9,
12k +3=(6k 1)+ (6k +1) +3,
12k +5=(6k —5)+ (6k +1)+9,
12k +7 = (6k +5)+(6k -1) + 3,
12k +9=(6k —1) + (6k +1)+9,
12k +11= (6k +1) + (6k +7) + 3.
Viegli parbaudt, ka jebkuru divu ska, kuri ieraksiti sumnas, liekkais kopgais
dalitajs ir 1.

35. 24. Vispirms japierada lemma.



Lemma. Piememsim, kaM ir trijstira ABC malasBC viduspunkts, be© — patvdigs
lenka BAC iek&js punkts. Punkt®O atrodas uz star@M tad un tikai tad, kad
SABO = SACO .

Izmantojot lemmu, no datseko, ka

SOAE = SOBA = SOBC = SODC = SODE .

No vieradibas S, = S,z Seko, keD pieder starankEE, . Ko aff vajadzja piefdit.

35.25.No dot f(2)-f(1)- f(1)0{0,3. Taka f(2)=0 un f(1)=0, tad f (1) =0.
Noipagbam f(3)- f(2)- f(1)0{0,4 un f(3)>0 seko, kaf(3)=1.

No vieradibas f (n+1)- f(n)- f (1)0{0,1} seko, ka f(n) ir nedilsto$a funkcija.
Taka f(n+3)-f(n)- f(3)0{0,4} un f(3)=1, tad f(n+3)> f(n)+1.

No &s nevieddibas seko, kaf (3k) =k, tatad af f (9999 > 3333.

Vienadiba f (9999 = 3333 var izpildties tikai, ja f (3k) = k visiem k < 3333,

Tapec 661< f(6613)< f(1989 < f(66203) = 662.

Ja f(1989=662, tad f(198508)> f(1985(2)+ f(1985 =3[ (1985 =1986 --
pretruna, jo f (1985(3) =1986.

Tatad f(1985 = 661.

35.26. Aplikosim reguidru trijstiri ABC ar malas garumua2 Aplakosim 6 punktus —
trijstara virsotnes unatmalu viduspunktus. No 5 dotajiem trijgiem vismaz vienam
ir japarklaj divi no atamétajiem punktiem. &, ka at@ilums starp afméetajiem
punktiem ir ne maaks para, tad farklajoso trijstiru malas garums ir ne miks para.
Novelkot trijstira ABC viduslinijas, tas sadas 4 regudros trijstiros ar malas garumu
a. Tatad trijstiri ABC var garklat ar 4 trijstiriem, kuru malas garums ir ne nag ka

a.

35.27. Pieradisim, ka visi virknes locdkir mazki par 100. Tiedm, ja x, < 100, tad

skaitlim 1985k, ir ne vaik par 6 cipariem, unatciparu summax,,, hegrsniedz

n+1
916 <100. Tatad no kdas vietas virknelks periodiska.

35.28. Apzimésim ievilktas rinka linijas centru arl, apvilkias rinka linijas centru ar
Q, bet tis doto mku centrus arO,,O,, O, (skat. 35.7. im). Tad OO0, || AB,
0,0, ||AC, 0,0, || BC.

Tatad trijstiri ABC un O,0,0, ir homottiski.; homottijas centrs irl, jo caurl iet
trijstira ABC bisektrises AQ,;, BO, un CO,. Homottija trijstura atbilstoSie punkti

atlojas par atbilstoSajiem. alad O at€lojas par Q ( jo O ir trijstara



0,0,0, apvilktas rinka fnijas centrs).  ka homottija ar centru punlét! punktsO

attelojas parQ, tad punktil, O, Q atrodas uz vienas taisnes.

N
J

C

35.7. Am.

35. 29. Vispirms pasdisim ka 2 draugiA un B var sadat divas ddas. A sadala torti
divas (pec vipa uzskatiem) vierdas ddas; pec tamB izvélas to ddu, kura @c vina
uzskatiem ir @rtigaka.

Talak ganA, ganB sadala savu tortes lda3 (&c vinu uzskatiem) vieidas ddas un
katrs alauj C izveléties vienu nodm. Tagad katrs no draugiem uzskaka saemis
ne slikeku ddu ka pargjie.

35.30. Aplakosim tabulu.

34|51 2

2131 4| 5|1

Par tabulas diagafem sauksimiitinu kopas, kus ieraksits viens skaitlis.
Tabulas katruitinu nokiasosim viei no trim kiasam: balé — ar varlatibu p, melra —
ar varhutibu g, sarkag — ar varftibur. Tad

p®ir varbitiba, ka viena fikata rindipa ir pilrigi balta;

1- p° ir varbitiba, ka viena fik&ta rindipa nav pilngi balta;

(a) —(1— p5)5 ir varhitiba, ka Eda no tabulas rindam ir pilnigi balta;

(b) —(1—q5)5 ir varhatiba, ka Kda no tabulas kolam ir pilnigi melna;

(c) —(1— r5)5 ir varhitiba, ka Eda no tabulas diagatem ir pilnigi sarkana.



Notikumi (a), (b), (c) ir nesavienojami,apéc to vartitibu summa ir maka par 1 (jo

var afl neiesities neviens no tiem). Sungjot iegistam prago neviemadibu.

35.31. Skaifus psalkarto &di : 1, 2, 4, 6, ..., 1984, 1985, 1983, ..., 7, 5)\ai(af tos
cikliski parbidot). To piedda ar optimizZcijas metodi, t.i., jebkuram citam sHKait
salartojumam nofidam ka, parkartojot skaitus vieim, dofis summas &tibu
palielinat.

35.32. No kinieSu tectmas seko, ka eksistads skaitlisM, kurs, dalot arp’, dod
atlikumu p, =i (p,--i-tais pirmskaitlis),i = 1,2,3,...,1985.

Tad skaitlisM +i dals ar p, , bet nedas ar p?, tatad nav natula skaita pakipe
ar kapinataju, kas liehks par 1. Btad skaii M +1, M +2,..., M +1985 apmierina

uzdevuma nosgcamus.

35.33. Norurasim celt starp diviem zemes gabaliegtusja tie piegirti rakiSiem, kuri

sastrdgjusies. Vispirms piddrsim rikiSiem zemes gabalus lpagads. Pieddisim

Sadu apgalvojumu: ja ir uzceltaatta €ta a, kas atdalaA un B zemes gabalus, td#l

var apmaifit savu zemes gabalu ar citikiti ta, ka €tu a var nojaukt, bet jaunas nav

jacdl.

Lai to vaktu izdatft, pietiekams, lai izpildos &di ¢etri nosagumi: rakitis ar kuru

mairas B,

a) navA,

b) nav sastdgjies ne ar vienu no tiem, kam paSreiz ir gaprobeza aB,

c) pasreiz neaiem zemes gabalu, kam ir k@ robeza aA,

d) paSreiz neaiem zemes gabalu, kam ir lk&@ robeza ar citu notkiSiem, kas
sastrdejusSies amB.

leverosim, ka

a) nosagjumu vagtu neapmieriat 1 rukitis;

b) nosagumu vagktu neapmieriat 12 kisi;

C) nosagjumu vagtu neapmieriat 4 rkisi;

d) nosagjumu vagtu neapmieriat 42 rukisi.

Pie tam b) un c) nosgomus neapmierina pat8. Tatad kaut vienu nosgamu

neapmierina ne vak ka 1+12+4+8-1= 24 rukiSi. Ta ka pavisam ir 25ukisi, tad

eksist tads fkitis, kurS var apmieriit visus nosagumus. Ar to ar B mairas.

Palapeniski izdarot &as maias, tiek nojauktas visastas.



35.34. apazmesim ar €, &,, &,,€, vieribas vektorus, kas saviencersis centru ar
piranidas virsotdm. Izmantojot vektoru algebru pielam nevienadibu

& +&, +& +§,| <2, no kuras viegli iegf prasto nevieadibu.

35.35. a) Skaidrs, ka virkne ir augoSa. Jalitu ierobezota, tadgs VeijerStasa
teoemas tai eksistu robezac. Parejot dotaj viemadiba uz robezZu, s ieditu

. 1 1 .
vieradibu c=c+= - = =0, bet tas nav iesjams.
cC ¢

b) Ta ka x? :x§+2+x—12>x§+2,tad X5 >3, %5 >5 X, >7,..., x4, >1999 un

n+1l
n

Xy000 > ~/1999> 44,

10



