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LATVIJASREPUBLIKAS 36. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

36.1. Ja skaitlimA gal pieraksta skaitlB, iegistam skaitli
AB =1000A+B =999A+(A+B) .

Ta ka 999 dads ar 37 unA+ B aif daks ar 37, tadAB daks ar 37.
36.2. Vienadibu parveidojam forma
23a+d [:Ba+3c+d [52b+d :1.

Redzam, kaapatrod fidi veseli skait a, b, ¢, d, kuriem izpildis vieradibas

3a+d=0
a+3c+d=0
2b+d=0.

Atrisinot So vieadojumu sistmu, iedistam bezgagu atrisirijumu sistmu
a=-6k,b=-9%,c=-4k,d =18k.

36.3. Parveidojam vieadibu par kvaditvienadojumu attietba pretx:
X2 +(y+1)x+(y? —y+1)=0.

Ta diskriminantsD = -3(y -1)* < 0. Ta ka x — reils skaitlis, tad3bat D =0, tatad
y=1. No Sejienex=-1 xy=- 1

36.4. Savienosim trijgtr1 ievilktas rinka linijas centru aras pieskarSais punktiem.
Trijstiris tiek sagriezts trijo8etrstiros. Katram no Sierdetrstiriem divi pregjie lenki

ir taisni; atad ap katru no tiem var apvilkipka fniju.

36.5. Varam uzskat, ka figira B iegita no figirasA, vispirms katru itinu sagriezZot
cetras mazkas ritinas un @c tam to palielinot divas reizes. Remsim, ka noB
izgriezta 1 #itina. Ta izgriezta no kda 2x 2 -ratinu kvadata. Atlikus & kvadiata dda
veido “stiriti”. lzgriezam to noB. Atlikusi B dda sastv no 2x 2-riatinu kvadatiem,
kas sa@ starf@ izvietoti tipat la ratinas figira A, no kuras izgriezta vienaitrpa.
Tapec atlikuSoB ddu var sagriezt “divreiz palielgtos stiriSos”, katru no kuriem var

sagriezt parastajosusiSos (skat. 36.31m.).



36.3. Zm.

36.6. Acimredzot, visi virzienu izkles varianti uz diagahem ir lidz\ertigi.
Uzskatsim, ka izeleti vektori A—C,aé. To summu var aizat ar 2AB. Virzienu
izvéle uz AB un DC ietekne summas vektora kompone®B virziena, bet virzienu
izvéle uz AD un BC — komponentAD virziera. Nemot vektorus AB un E,
iegastam pirmas komponentes maksiho garumu 4. Otras komponentes maksiho
garumu 2 iegastam,pemot vektorusAD un BC. Tatad summas vektora |@tais
garums ir+/(4a)” +(2a)” = 2y/5a. Maziko garumu — O var i, izveloties vektorus

—_— — —

BA, CD, AD unCB.

36.7. a) ar materitisko indukciju viegli pie&dit, ka visiem nataliem n izpildas
nevieradibal< x, < 2 Tatad virkne ir ierobezota.

b) No dots vieradibas seko
Xn+2 - Xn+1 = E(Xn - Xn+l) '

2
No Sejienes iegstam

1
X, =% =1 X3_X2=_§’ Xg 7Kg =0y Ky "X =

Xor2 =% +(X2 _X1)+(X3 _X2)+"'+(Xn+2 _Xn+1)_
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Ta ka iekawas ieraksita dilstoSageometrisks progresijas summa, tad

, : 2_5
limx, =limx,,, =1+—==—.
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36.8. TaisnesQS, FR, LM krustojas vieA punk&. Izpildot centilo projekciju ar
centru punkt D uz plakniABC, tas attlojas par taisem QC, PB un LA. Tatad 3s

taisnes arkrustojas viea punka.



36.9. Piepemsim pretjo, ka f(x) ir nemrtraukta funkcija. No das vieridibas seko,
ka f(x+1)# 0. Tatad dos funkcija ir vai nu vism x vértibam pozitva, vai nu vism

X Veértibam negatva. Pirmais gagums ir pretrué ar doto vieadibu.
Apliikosim otru gagumu. No viemdibas f(x+1)= —f(;)ﬂ un nevieadibas
X

f(x+1)<0 seko, ka f(x)+1>0 . Tatad visiemx izpildis —1< f(x)<0. Tawu
f(x+1)=-1- f(x+1)f(x) < -1. legita pretruna.

36.10. Konferen€& piedaijas 40 dalbnieki. Liekkais rokasspiedienu skaitsads
vargja bat izdafits, ir 38. lirijas prezidents s@ma 39 atkirigas atbildes, t.i. tika

nosaukti visi skalt no 0 idz 38.
Pienemsim, ka valstsA prezidents izdara 38 rokasspiedienus. TasnmHzka Visi

pargjie dalibnieki, izmemot valsts A premjerministru, ir izdausi vismaz 1
rokasspiedienu. afad viengais cileks, kurs ir izdaiis O rokasspiedienu, vanbtikai
A premjerministrs. Anal@ski spriezot, redzam, ka

valsts A, prezidents un premjerministrs izgasi 37 un 1 rokasspiedienus,
valsts A, prezidents un premjerministrs izgjasi 36 un 2 rokasspiedienus,
valsts A, prezidents un premjerministrs izgjasi 35 un 3 rokasspiedienus, ...
valsts A, prezidents un premjerministrs izgasi 20 un 18 rokasspiedienu,

Bez para ir atlicis tikai lirijjas prezidents, kursatad, ir izdaijis 19 rokasspiedienus.

36.11. Vienadojums farveidojas par
1 _  cosx

2C0sxX  2cos?x-1

un talak par 0 =1. Tatad tam nav atrisgumu.

36.12. Uzzimeésim piramdas skaldnes plakna, ka padits 36.4. amgjuma.

Redzams, kak§lumaMLKN perimetrsM,L + LK + KN+ NM, < M,M, =2.



36.13. Pienemsim predjo, kaABC nav reguirs trijstiris unAB ir ta gaka mala. Tad
AB>AC un AB=BC, pie tam vismaz viena no nevaeibam ir stingra.
Apskatsim rinka finijjas ar centriemM un N (tie ir attiedgi malu AC un CB
viduspunkti). Jaam batu koggs punktsX, tad no trijsiira nevieadibas sekotu

%AB: MN < MX + XN =%(AC+BC)<%(AB+AB):%AB.

leguta pretruna. dtad dotais trijgiris ir regubrs.

36.14. Ja b =0, tad no pirm vieradojuma iegstam a=+ 1 Tatad papliko tikai
parametra vertibasa=+ 1
Jaa= ] tad no ot vieradojumay =1, un pirmais vieadojums @rveidojas form
2™ +2b=1.
Tam nav atrisijjumu, piengram, jab = 1 Tatada vertiba 1 neder.
Jaa=-1 tad iegistam vieadojumu sisEmu
2" =1
{— 2x°+y°® =1,
kurai vienngr eksist atrisirejums x=0, y= 1 Tatad vienga parametraa vértiba,

kurai izpildas uzdevuma nosgami ir a = -1.

36.15. Pirmais splétajs pirmap gajiena ieraksta reizieSanas unes starp 1 un 2.
Veidojas 1985 skdit (pamSus iet pra un nepra skaiti). Katram nepra skaitlim
alas pusgs atrodas divas atstarpes. Ladid Zmi viera no 8m atstarpm ieraksta
otrais splétajs, pirmais splétajs otrap atstarpg ieraksta reiziasSanas uni. Rezultita
katrs no nefra skaitiem his sareiziats ar Kidu no f@ra skaitiem, un visu skaijt

summa las para skaitlis.

36.16. Aplikojam 3 gagumus, kad taisne krusto divas katetes, hipmarun gatko
kateti, hipotefizu unisako kateti. Tikai otre§ gadjuma eksist atrisirajums, un tas ir
vierigais.

36.17. Vienadojumu garveidojam forma

ﬁ(icosx+isin xj =(2y+1)° +2,

V2 V2
J2codx-2)=(2y+1)° +2
Vienadibas kreigs puses izteiksme na‘frpniedz\/z, bet lalas puses izteiksme ir ne
mazka par 2. T ka J2<2, tad vieadojumam nav atrisgumu.



36.18. Ar M un N apZmésim do& kuba ABCDAB,C,D, Sautu viduspunktus.
Trijstira piramdai ar &autnes garumu 1 altims starp pré&fam Sautrem ir g

Tads pats aflums ir starp taissm AA un MN (Pamatojiet to) . dpec pirmas
trijstira piramdas divas virsotnes var @éties lka A un A, bet frgjas divas uz
nogrieza MN. Otras piramdas divas virsotnes izkamies k& C un C,, bet rgjas

divas uz nogrieza MN.

36.19. levietosimm unn vieta dazdas \értibas.

1) m=n=1;tad f(0)+ f(0)= f(0), tatad f(0)=0.

2) m=n;tad f(3m)=f(2n)+ f(0)= f(2n).

3) m=3n;tad

f(4n)+ f(2n)= f(9n)= f(33n)= f(2(Bn) = f(3[2n)= f(2[2n)= f(4n).

Tapec f(2n)=0unar f(3n)=0.

4) n=0;tad f(m)+ f(m)=f(3m)=0,

Tatad f(m)=0 visiem veselienm.

36.20. Sauksim skaiti pari (I, k) par “labu”, jal dalas ar k.

Abas vieradibas puss apekinats “labo” paru skaits, jal<l, k <n. Tatad Sie skalt

sakit.
36.21. Paadisim, ka jarikojas pirmajam sgétajam, lai vipS uzvaétu.

Pirmap gajiena vinS iekaso kvaditu ar iznériem 18x 18 ritinas, kas novietots
simetriski attietha pret taisngira simetrijas asi, kas pagtd 1sakajai malai (skat.
36.5. am.). Rec tam iespjams iekasot tikai kvadgtus, kas pilfba atrodas vied pus
no simetrijas ass. Ja otraisckajs iekiaso kadu kvadgtu, pirmais @koSap gajiena
iekraso tam simetrisku (pret atwéto asi) kvaditu. Lidz ar to pirmajam sbetajam
vienner bus iesgjams izdait gajienu Ec otra sgEletaja dgajiena.
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36.5. Zm.

36.22. Pierada, ka trijstiru AB,C, unA,B,C, atbilstoSie leki ir vienadi. No & seko

atbilstoso trijsiru idziba.

36.23. Aplakosim vaiikus gagiumus:

1) p=2;tad2”+2* = 8nav pirmskaitlis.

2) p=3;tad 2’ +3° = 17r pirmskaitlis.

3) p>.3;tad

2P + p? =22 +(21)? =4 2+1=1"2+1=0(mod3),
un skaitlis2” + p®nav pirmskaitlis.

Tatad vienga p vértiba, kas apmierina uzdevuma nagauous, ir p = 3.

36.24. Dota c¢etrstira laukumu var izteikt form
L = SABCD = SAOD + SBOA + SCOB + SDOC =

%(OAEDD sin[JAOD + OB [DAsin[JBOA + OC [DBsin[JCOB + OD [DCsin(JDOC) <

%(OAEDD + OB [DA+OC [DB +OD [0C) <

%(OAZ +OB? +0C? +0D?).

(Pedgja nevieradiba seko no neviedibam starp skalt vidgjo aritmetisko un vidjo
geometrisko).

Ta ka jaizpildas vieradibai, tad jbat
[JAOD = OBOA = JCOB = 0DOC=90° un OA=0B=0C =OD .



Tas iespjams tikai, jaABCD ir kvadrats unO — ta centrs.

36.25. Apzimesim daibnieku skaitu am+1 unc¢empiona uzvaru skaitu &r Tad
068n <k < 069.

Parveidojot, iegistam

-0681>-k>-069 < n-0681>n-k>n-069n - 03In<n-k< 032n
Tatad

062n<2(n-k)< 064n< 068n <k < 069N .

Tas nommg, ka starp skdiem 062n un 069n atrodas divi da#i veseli skai

2(n-k) unk. Tatad 069n- 062n>1 < 007> lunn= 15

Jan= 15, tad ierosim, kai—g < 068, bet%> 069; tatad n = 15neder. idz ar to

mazka iesggjama n vertiba ir 16, un turira datbnieku skaits nav maks par 17.
Turrirs ar 17 dabniekiem, kas apmierina uzdevuma fibas ir iespjams. Tiedm,

nemot \&ra, ka %: 0,6875, mums tikai juzrada turnrs, kuracempionam ir 11
uzvaras.

36.26. Ta ka visiem n= 3 reizimjums p,p,p,...p, daks gan ar 2, gan ar 3, tad
P,P,P;--- P, +1 nedals ne ar 2, ne ar 3atad visi pirmskaii, ar kuriem dals
P,P,Ps--- P, +1 ir ne maaki par 5.

Piepemsim pretjo, ka p,, =5 Tad p,p,p;...p, +1=5". Tau tada gadjuma
P,P,Ps...p, =5 -1 dahs ar 4, bet tas nav iegams, jo starp skdiem

Py P,,---, P, ir tikai viens pirmskaitlis 2.

36.27. To var izdait. Katru studentu apmgsim ar veselu skdit trijnieku (a, b, c),
kur a,b,c0{0,2,2}. Sadu trijnieku skaits ir tiei 27. Vignkomisija apvienosimadus
tris studentus, kuriem
a ta, +a, EO(modS),
b, +b, +b, =0(mod3),
¢, +¢, +¢, =0(mod3).

Viegli parbaudt, ka &idam komisigm izpildas uzdevuma nosgami. Tie&am, ja nes
izvélamies divus studentus, tad no datajkongrueném nmes viennozmigi nosakm
treSa studenta koordites, kur$ ir viem komisija ar pirmajiem diviem. Agkiniet

komisiju skaitu.



36.28. Uzdevuma apgalvojumu pisgta ar matenmtisko indukciju.

Baze ir aGmredzama.
Induktiva pareja. Pi@emsim, ka‘xk —\/5‘ <27, Tad

X —N2 =1+ %, —%x.f —\/5‘ :%‘xk —x/EMQ—\/E—xk‘ <%‘xk —\/5‘ < 2 (e),

Apgalvojums pieidits.

36.29. Skat 36.6. un.

Apzimesim figaras laukumu a[ABC]. leverosim, ka
L2 = [CZASB3] + [BZASCS] + [AZBSCS] + [A3BSC3] =
[CZASBS] + [ClASCS] + [ClBSC3] + [A3BSC3] =

1
[CzAsBs] + [A3B3C1] = E AsBs (h,
kur hir trijstara A,B,C, augstums pret malé\B,. ApZzimeésim ar h, trijstara A,B,C,

B B
augstumu pret mal,B,. Tad ABs _ AB

. No Sejienes seko, ka
h, h

_1 - |1 e -
L, =5 AT JZAngmD;—ASBgth JZABBSm%AlBlmS
\/% AlBl Eh%A(;BIS |:h3 = V L1L3

Kapinot vieradibu kvadata, iegistam prago.
! B
l i A2
N‘V
B G

36.6. 2m.

36.30. Aplikosim patvéigu kvadatu ar malas garumn riitinu la@m. Ar M apZmesim
punktu kopas izliekto apvalku, kas atrodas k#tdriekSpus vai uz & makm.
Uzskatsim, kaM iekSpug atrodasx punkti, bet uz @ konfira y punkti. No Rka
formulas seko, ka



x+z—1=SM <n’.
2

Ta ka M ir izliekts daudzstris, kas atrodas kva&ta nxn iekSpus, tad & perimetrs
negarsniedz 4. Ta ka at@alumi starp rega punktiem nav maki par 1, tady <4n.
Tapec

X+y= (x+%—1j +%+1s n? +% @n+1=(n+1)°, ko af vajadzja piedit.

36.31. Katru no piraridas déam sadala dias piramidas — trijstira un cetrsfira.
Pieiada, ka atbilstoSo piraitiu tilpumi ir vieradi.

36.32.Jap= 2 tad2” +3” = 13

Jap ir nefra pirmskaitlis, tad

2P +3P = 2% 4 (- 2)%* = 22 — 22 = 0 (mod5).

Atliek pieradit, ka Sis skaitlis nedad ar 25.

Aplukojot virknes 2" +3" atlikumus @c modda 25, redzam, kaitir periodiska ar
periodu 20, un ar 25 $ayirkné daks tikai skaiti 2" +3", kuriemn=5+10k . Starp
Sadiem skailiem n tikai skaitlis 5 ir pirmskaitlis. Téu af 2° +3° = 275 nav natuila
skaifa pakipe ar lkipinataju, lielaku par 1.

36.33. Pienemsim pregjo, ka

U a+a>a,3,

(2) a,+a,>a,3,

3) a, +a >a, 3,

(4) a +a;>a3,

(5) a +a, >a,/3

No (1) iedistam, kaa, >a,4/3, no (2) , kaa, +a, >3a,; ti., a, >2a,. Lidzgi
pierada, kaa, > 2a,. Tatad a, > a, + a;.

Bet no (2) un (4) ieistam a, +2a, +a, >(a, +a;W3>3a, = a,+a, >a, .
legita pretruna.

36.34. Pienem pregjo, un pieida, ka kolonnas, kas nesatuikgirites, izvietotas g

kartas, un rindas, kuras nesatuiiksrtes, af izvietotas pc kartas. Ara apaZmesim
tukSo kolonnu skaitu, av — tukSo rindau skaitu. Uzskasim, ka a, b > 1(atlikuSais

gadjums papliko atsevigi). Ta ka a+b=>2n, tad viens no skdiem (teiksima) ir



ne mazks parn. Ta ka b>1, tad ir tukSa rindia. Ta ka a=n, tad S&j rindina var

izvietot phksriti.

36.35. No katriem trim skaltem var iz\&lcties divus, kuru summa irapa skaitlis.
Tapec no 19 skaltem palapeniski var iz€leties 9 skaiu parus, kuru summas irapa
skaifli. Talak atliek no Siem 9 griem iz\€lcties 5 f@rus, kuru summa dad ar 5. To
pierada, apiikojot dazdus gagjumus @c modda 5.
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