Materials nemts no gimatas: Andins Agnis, Brzina Anna, BrzinS Aivars "Latvijas
Republikas 26.-51. mateatikas olimpades”

LATVIJASREPUBLIKAS 38. OLIMPIADE
ATRISINAJUMI

38.1. Ng, neeksidt. Ja ida funkcija eksistu, tad
atb+c=7

25a+5b+c=8

8la+9%+c=9.
Atpemot no 2. un 3. Vieadlojuma pirmo, iegstam

24a+4b=1

80a+8b=2.
Pareizinot & sistmas 1. Vieadojumu ar 2 un aemot no of, iegistam 32a =0,
tatad a = 0. Bet, jaa = 0 tad apskama funkcija nav kvaditfunkcija.

38.2. Apskaisim visus natuwlos skaifus no 11dz 60. Pirma progresija Sajintenala
satur ne vaik ka 60 : 3 = 20 skaltis, otd — ne vaiiik ka 60 : 4 = 15 skalus, tred —
ne vaidk ka 60 : 5 = 12 skaltis, ceturd ne vaigk ka 60 : 6 = 10 skaits.

Tatad visas kop tas Saji intenvala satur ne vaitk ka 20+15+12+10=57 skaifus.
Tapec starp pirmajiem 60 natilajiem skaitiem vismaz 3 skditnepieder nevienai no
dotagm progresim.

38.3. @) &, der, pierdram, skaitlis 48, j048=24+12+6+3+2+ 1

b) Ja, der, pienaram, skaitlis3[2"%*°, jo

1+2+302" +302% +-.- + 3029 = Y1+ (1+2+ 22 +...21%)) = 3%

38.4. Piegemsim, ka divi trijsiri AB,C, un A,B,C, ir gandiz vieradi. Tad lexki
OA un OA, ir viemadi; ka ai vieradas ir So leku pretmalas. No sinusu t€amas
seko, ka vieadi ir ap 3m ripka nijam apvilkto ripka f[niju radiusi. Tatad art
pirmajam um-tajam trijstirim ir vienadi apvilkias ripka inijas @adiusi. Bet, ja diviem
l[idzigiem trijstiriem ir vieradi kaut kadi linearie izmeri (Sap gadjuma apvilkto ripgka
ITniju radiusi), tad tie ir vieadi. Tatad pirmais trijsiris ir vierads arn-to.

38.5. Apskatsim 38.1. angjuma iekrasof@s ritinas.



38.1. 2m.

Katram kvaditam ar izngriem 5x5 ratipas vismaz viena virsotne ir #@zEta.
Pirmais splétajs ar vienu gjienu var nokiisot melnu augdkais vienu atuncto
virsotni. Gad@juma, ja pirmais splctajs to dara, otrais $fetajs ar savu &8kosSo gjienu
parkraso to atpakigpar baltu. &tad Ec otra sgEletaja dajiena vienngr visas atmmetas
ratinas ks baltas un katram kvadam 5x 5 vismaz vienaittina his balta.

38.6. Var bat, ka m= 5. Piengram, virkne var akties &di: 1, 2, 3, 1, 1.

Pieladisim, ka vienmar m< 5. Tie&m, apskasim patvdigas &das virknes akuma
fragmentu:

a,a,,a,a, -a,-a,a =-8,-a,,8 =a,-a —a,.

Redzam, kaa, +a; +a, = OBet tas noung, ka visi skaili a;, a; un a, nevar It

pozitivi.

38.7. Aplikosim doto amgjumu. Dot paralelograma virsotnes apgsim arKLMN,
bet maluBC un AD viduspunktus€ unF.

38.2. Im.

No trijstira vidusiniju ipagbam seko, ke&KEMF ir paralelograms. Viegli piadit, ka
paralelogram&EMF laukums ir puse no dotetrstira laukuma. T ka KLMN ir



paralelograms, taBM un LN viduspunkti sakk. Ta ka KEMF ir paralelograms, tad
KM un EF viduspunkti sakit. Tatad sakit aif LN un EF viduspunkti. Tas iegpams
divos gadjumos.
1) E sakit arL unN sakit ar F. S& gadjuma prastais jau piegdits.
2) ELFNir paralelograms. TadC || AD . Saj gadjuma

Spep = KM Th= Z%hEKM = 2[5,y » Kurhir attalums starp taissm BC un

AD.

38.8. EKsisE tads lexkis ¢, ka sing =§ un cosg =g . No dotaim sakaibam seko

X, =Sin2¢, Yy, =Cc0s2¢,
X; =Sindg, Yy, =Cos4y,

x. =sin2"'g, y. =cos2"'g.

No Sejienes seko uzdevuma apgalvojums.

38.9. Veiksim indukivu konstrukciju.

Jan=1, tad ir tikai 1 kvadits; skaidrs, ka katra taisne krusto ne akaika vienu
kvadratu.

Jan =2, ir 4 kvadati; skaidrs, ka katra taisne krusto ne #kika 2 kvadatus.
Pienemsim, ka konfiguicija K sasiv no 3[2™" — 2 kvadatiem, un katra taisne, kas
paratla to maim, krusto ne vaiik ka m kvadiatus. Apkikosim konfiguéciju, kas

pamdita 38.3. Imgjuma.

38.3. Im.



Uzzimata konfigurcija satur 2 EQ3 2" - 2) +2=32™Y" -2 kvadatus, un katra

apskaima taisne krusto ne vaik ka m+1 no tiem ( vienu lielo kvadtu un ne vaik
ka m no konfiguicijas K,,).

38.10. Ta ka nullu un vieninieku virku ar garumik skaits ir2* | tad katk universila
virkng jabit vismaz2* vietam, no kuam Sie 2 fragmenti var akties. Ta ka pedejam

fragmentam 3turpinas &l k-1 ciparus pc sava 3kuma, tadk-univerdlai virknei
jasatur vismaz2* + k - 1loceKus.

Sadas virknes eksistenci piefa ar matemtisko indukciju.
38.11. a) Ng; jo |sin><|2 +|cosx|2 :|siny|2 +|cosy|2 =1.

a) Ja; pieneram, jax — pirma, bety — tre& kvadranta lekis.

38.12. Pietiek piesdit, ka 19|20 - 1 un 31|20 - 1 Dofas daiimibas seko no
kongrueném

20" -1=1"* -1=0(mod19),

20" -1=(20°) ~1=8000° ~1=2° -1=32-1=0(mod31).

38.13. Aplakosimcetrstiri ABCD (skat. 38. 4.1m.).

38.4. Im.

Apzimesim lenki JAOB ar ¢. Tad no kosinusu tegmas iegistam

AO? + BO? - 2A0 [BO [tosg = AB?,
BO? + CO* - 2BO [CO[tosp = BC?,
CO? + DO? - 2CO DO [tosp = CD?,
DO? + AO? - 2DO[AO [tosg = AD?.

Saskaitot % vieradibas un iegrojot doto, iegstam



cosg [{AO - CO){DO-BO)=0.

No Sejienes seko prigie apgalvojumi.

38.14. Apzimeésim visu skaiu summu arS Piggemsim, kaS>0. Tad starp 10
skaifiem nav nulles, un starp tiem ir gan pogiskaiii jo S>0), gan negavi (ja
visi skaifi batu pozitvi, tad mazkais no tiem ne‘prsniegtul—sO un &tad @Ec modda

butu mazka par 9 préjo summu).

Apskatsim paSu mako (negaivu) no dotajiem 10 skdiem; apZmesim to ara. Tad
pargjo 9 skaifu summa irS—a = S+|a| > [a|; iegita pretruna.

Lidzgi iegistam pretrunu, j&< 0
38.15. Apskatim funkcijas f (x) = sinxgrafiku intenala [0, 77] . (Skat. 38.5.1m.).

B(xy) A(¥)

38.5. Im.

Apskatim punktu A ar koordimtu x un B ar koordiratu xy uz abscisu ass. Tad
BE:sin(xy), BD = OB [ig¢ =xyg—i=xyﬂ. Ta ka sinx ir izliekta funkcija
X
intenvala [0, 77], tad BE > BD. Tatad sin(xy)>xy>r> = sin(xy)> ysinx, kas
X
afi bija japierada.

38.16. Ng, nav taisiba. Apskaisim platleka trijstiri ABC (OABC >90° ), kuram

AC =2, betB tiek izvelets “loti tuvu” punktamC.
Tad pie B - Cizpildas p - 2 un m +m, +m, — 4. Skaidrs, ka4 >2/3. Ta ka

visi apskaimie lielumi mairas neprtraukti, tad nevieadiba m +m, +m, > pV3
izpildas, ja punktd ir pietiekami tuvu punktart.



38.17. leverosim, ka

cogdx+ y)+2cosx+2cosy +3=

2coszﬂ—1+4cosX+ Ycos2—Y +3=
2 2 2

2t2 +4cos%[ﬂ+ 2, kur t=cos%.

Ta ka kvadattrinoma diskriminants

2
[4cosx—2yj —4[2[2:—165in2% ir nenegawvs, tad kvadittrinoma \Ertibas

nevar it negaivas.

38.18. Tas var It cipars 3. Tiedm, 2° =32 un 5° = 3125

Pieadisim, ka pirmais cipara var kit tikai 3. Tiedm, ja gan2", gan 5" sakas ar
ciparua, tad

alo <2"<(a+1)00

al0® <5" <(a+1)010°,

kur sunt — kaut ladi natuéli skaitli. Sareizinot & nevieadibas, iegstam

a® 10" <10" < (a+1)° 10" jeb a® <10 < (a+1)°.

Ta ka a+1<10, tad a®> <10<(a+1)>. No &m neviendibam seko, ka cipars ir
vienads ar 3.

38.19. ledonasimies, ka konstiis zemintedtla funkcijas f(x) grafiks pie x> Q

Mums patrod laukums starPx asi un So grafiku.

Jax> 1 tadls— |_X—‘ < 2; tapec U —‘J 1 un zemintegila funkcija ir O.
X X

Tapéc mums japskata tikai interats [O, 1].

Pienemsim, kak = 1-- natuals skaitlis.

Ja _1 . x<1, tad| x|=1, t:atadm=l un {MJ =k. No Sejienes seko:
k+1 k X

foelufon.

Tagad varam uzmét zemintegila funkcijas grafiku (skat. 38.61m.).

j



1 1 1 1
at a® a®  a

38.6. 2m.

Aprekinama integfala laukums ir ieungtas figaras laukums. Tas ir viads ar

38.20. Lemma. Dots, ka m+n+k=h, m>=0,n>0,k>0. Ja regura trijstira
augstums ih, tad & iekSpus var atrastadu punktu, kura agtumi lidz trijstira maém

irm, nunk.

Pieradijums. Novelkam divas taisnes; pirmo pa&talAC attaluma m no taisnesAC,
otro paratli AB attaluma n no AB. To krustpunkt® atrodas aluma k no malasBC.
Tiesam, apZmgjot So atilumu arx, iegistam

1 1 1 1
Eah = Sasc = Sao * Saco * Seco =§an+§am+§ax-
Tatad h=n+m+x; tas nommg, ka x =K.

Apskatim regufiru trijstiri ar malas garumu 1ataugstums ir?) un atrodama

iekSpug punktu O, kura atilumi Iidz trijstira maam ir Ja, /b, c. Izmantojot
Pitagora teamu, viegli @rbaudt, ka punkteO at@lumi Iidz trijstira virsotrem ir X, y
un z vértibas, kas apmierina uzdevamingto vieradojumu sisgtmu.

38.21. Piegemsim, ka izpilds vierfidiba x(x+1)(x+2)(x+3)(x+4)=y?. Ta ka
reizinmatajiem x, x+1, x+ 2, X+ 3, x+ 4 nav kopgu pirmreizimataju, kas liekki par 3,
tad visi pirmskaii, iznpemot 2 un 3, ieiet S0 skhit kanoniska sadaljuma

pirmreiziratajos para pakipes. Tapec katrs no Siem 5 skéigm var it izteikts viera
no 4 veidiem:n®, 2n*,3n*, 6n°. Tatad divi no tiem ir viena veida skhit



a=s? b=sm’, s0{1,236}. Tas nome, ka s(m’* -k?)=b-a<4.

Tatad k =1 un s=1 Tas nommg, ka viens no reizitajiem (tas var bt tikai x) ir
vienads ar 1.

Bet1[2[3[4[5 =120 nav natuila skaita kvadats.

38.22. Jan = 3 tad no trijstiru vidusiniju ipagbam seko, ka% :%. Pieadisim, ka
1

. : P : : :
pie n> 4 attiedba FZ var pimemt visas @rtibas no intersa (%,1) un neladas
1

citas.
Ta ka D, ir izliekts daudzsiris, kas atrodas daudash D, iekSpus, tad % <1
1

Aplikosim patvéigu n-stari (skat. 38.7. un.).

38.7. 2m.

No trijstira vidusiniju ipadbas seko, ka daudast D, perimetrs ir; no uzimeto

diagoralu summas. Bet, &k seko no trijsiru nevieadibas, pat ieunéto nogriezu
summa ir lieikka par daudzsta D, perimetru. No Sejienes seko newéiba

P, 1
2>,
P 2

ata,

38.23. Ja pirmaj gajiena izvelamies skaitlia = , tad [@c pirma gajiena pirmie

divi skaitli klas vieradi. Ar otro gijienu varam paikt, ka pirmie tts skaiti klts
vienadi. Turpinot &dus gjienus, paakam, ka pc n—1 gajiena visi skaili klas
viemadi ara. 1zvelotiesn-taja gajiena a = a, iegistam komplektu na nullem.

Ar matenatisko indukciju var pierdit, ka, piemdram, skailu komplektu
<l|, 2, ..., n!> nevar @arveidot par nliu komplektu ar mak parn gajieniem.



38.24. Apzimesim piecsira malas garumu & bet malu pagarijumus, & pa@adits

38.8. Imgjuma.

38.8. 2m.

No teoemas par hordu nogriea reizirajumiem, pielietojot to piecsta virsotrgm,

Saskaitot viefdibas, s@sinot dzigos locekus un ie@gto vieradibu izdalot ara,
iegastam

X+ X+ X+ X =Y, Y, tY; Y, tYs.

3825. Ja a<b un c<d, tad no nevierdibas (a-b)c-d)>0 seko, ka
ac+bd >ad +bc.

Tapec ab +ab, +---+a,b, lielaka iesgjama vertiba S tiks iedita, ja abas
virknes a,, a,,...,a, un b, b,,..., b, ir augoSas, bet,d, +c,d, +---+c,d, mazaka
iesgjama vertiba S, tiks iegita, ja virkne a, a,,..., &
b,b,,..., b, ir dilstoSa.

ir augoSa, bet virkne

n

(Pieadijuma jaizmanto optimizcijas metode)
Tatad
albl +a2b2 +"'+a50b50 =



12 +2% +...50° < 2150+ 2[#9+---50(1) <
2(c,d, +c,d, +---+c.d, ).

Skaitlisko nevieadibu pieda, izmantojot natdto skaiju kvadatu summas formulu
, _n(n+1)(2n+1)
6

12+22+...+n

38.26. Skaitlis no 11dz 1988 nevar sateirvairak neka 4 dazdus pirmreiziatajus, jo
jau piecu maako pirmskaitu reizirgjums ir liekks par 1988. dtad apskaimie skaiti
ir forma N = p{ p2 pZ p. Sadam skaitlim ir(a, +1)(a, +1)(a, +1)(a, +1) daltaju.
Ta ka dalitaju skaits nav atkags no &, kadi ir pirmskaiti, tad pirmskaifus pizvélas
mazkos: 2, 3, 5, 7.

Talak, aplikojot visus gagumus, atrodam, ka ligkais daitaju skaits 40 ir skaitlim
2 BBT =1680

38.27. Apzimesim daudzstra virsotnes gc kartas ar burtiemA, A,,..., A, .

a) Jan =2, tad aplikojam iju AAAAA .

b) Jan=2k, tad derinija

AP AYA L Aac1Pocz - A2 Paea AciPac P A Paca AciPacz - AoPaca A -

Paraéli ir tikai nogriezmi A /A, un A, A, .

Lidzgi konstr& liniju gadjuma n =2k +1.

38.28. Aplukosim Fibonai virkni: F =1F,=2F,,,=F, +F ,jak=1. Tas
blakussivosSie locek ir savstarpji pirmskaiti. Tiesam,

(Fk+1’ Fk) = (Fk+1 - F Fk) = (Fk’ Fk—l) == (FZ’ F1) = (211) =1.

Pienemsim predjo, ka kKadu no konstrétajam virkném w var izveidot, uzrakstok > 1
vienadas virknes. Tad gaa, ganb burtu skaits virka w daks ark. Ar matenatisko
indukciju viegli pieadit, kaa un b burtu skaits virka w izsakas ar diviem blakus
esoSiem Fiboravirknes locekiem. ledita pretruna.

38.29. Konstrigjam ap punktu O regubru daudzgtri, kura malas paralas
novilktajam hordim. Konstr@&am @ malu pagarigjumus idzgi tam, K& apraksits
38.24. uzdevum Lidzgi ka 38.24. uzdevuma atrigijuma pieradam, ka zilo un
sarkano pagaripjumu summas ir vieidas. Ja daudZsta malu garumi tiecas uz nulli,
robez iegistam prago vieradibu.

38.30. Parrakstsim doto vieadojumu &di:
Ay ~ k(an +1) - (k +1)an = 2\/k(k +1)an (an +1) '

Kapinot kvadata, iegistam
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a2, +k?(a2 +2a, +1)+ (k? + 2k +1)a2 - 2a,,k(a, +1)-

2a,,,(k +1)a, + 2k(k +1)a, (a, +1) = 4k(k +1)a,(a, +1).

Vienadibu parveidojam forma

1) aﬁ - 2an(k ta,t 2kan+1) + (an+1 - k)2 =0.

levietojot Saj vienadiba n vieta n+1, pec parveidojumiem iegstam

(2) al,-2a,,(k+a,, +2ka,,)+(a,, —k)’ =0.

No vieradibam (1) un (2) redzams, ka, un a,,, ir kvad@tvienadojuma
t? - 2(k +a,, + 2kan+l)t + (an+l - k)2 =0 saknes. Ec Vjeta teogmas
tatad

(3) an+2 = 2k + 2a'n+l + 4'kan+l - an -

an + an+2 = 2k + 2an+l + 4'ka'n+l;
Taka a, =k un a, = 4k(k +1) ir veseli skalili, tad no (3) seko, ka visi virknes lodek

ir veseli skaili. Ta ka virkne ir augoS$a, tad tie ir natlirskait]i.

38.31. No dof viemadojuma seko, k&" — 4 daks ar 5. Uzrakssim virkni 3" — 4 pec
modua 5: 4,0, 3, 2,4, 0, 3, 2, 4, ... . Redzam, katlgkan ir jadaks ar 2. htad
n =2k, un iedistam vieadojumu

5 77 = (3" +2)3* - 2).

Skaifi 3 +2 un 3* - 2 atiras par 4. Ttad abi tie nevar dales ne ar 5, ne ar 7.
Tapec viens no Siem skaiém ir 5, otrs ir 7 . Farbaudm, ka x = 1 neder. Ja
x=2, tad skaita 5° pedgjie divi cipari ir 25. Bet 7 pedgjie divi cipari veido
periodisku virkni ar periodu 07, 49, 43, 01. Redza&mne skala 5 - 7Y, ne skaita

7Y -5* pedgjie divi cipari nevar it 04. Tatad dotajam vieidojumam nav

atrisirajumu natuglos skaitos.

38.32. Viena no grupm (apZmesim to arX) satur vismaz 17 elementus. d&sim
tos augos segba:

X, <Xy < < X

Aplukosim starfbas X, = X;, X; = X;,..., X;; =% . No dm starpbam vismaz 15 nav
vienadas arx;. Ja kda no m starpbam pieder grupak, tad vajadmie skaiti jau
atrasti. Prefja gadjuma vienai no atlikusam grumm (teiksimY) pieder vismaz 8 no
Sim starpbam. ApZmesim @as ary, <y, <--- < y,. Apskaim starpbas

Yo = Vi, Y3~ Vis---» Yg — ¥y - Apskatim tas piecas, kas nav viatas ary, vai x;. Talak
aplakojam tis variantus.

a) Kada no starfbam pieder kopaY. Tad vajadigie skaiti jau atrasti.

b) Kada no starfibbam pieder kopaiX. leverojot, ka

11



Y; = Y1 = % —k;, tad ko X prastie skaiti jau atrasti.

c) Visas 5 stafpas pieder treSajai kopdi Aplikojot dazdus gafjumus ar Sah
gadjuma var piekdit prasto.

38.33. Jan =1, tad patrisina vieadojumssinx + cosx =1;

xD{an,%T+2nk}, kOZ.

Jan= 2, tad patrisina vieadojums
sinxsin2x+cosxcos2x=1 < cog2x-x)=1.
x0{27k}, kO Z .

Jan> 2, tad no vieadojuma seko
1<|sinxsin2x:--sinnx +|cosxcos2x: - cosnX| <

[sinxsin2x| +|cosxcos2x <

max{[sinxsin2x + cosxcos2x,[sinxsin2x - cosxcos2x| ) =

max{cosx, [cos3x).

Tatad par atrisisiumiem var dedt tikai tadi X, kuriem |cosx| =1 vai |cos3x =1. Ja
lcos3x =1, tad sin3x = 0; tatad [cosxcos2x---cosnx =1, tapec afl $aj gadjuma
cosx =1.

Risinot vieradojumu |cosx| =1, atbildes jparbauda.

Atrisinajums x = 27k, k J Z der.

Atrisinajums x = 11+ 27K, k [0 Z der tad u tikai tad, ka#ét = 4m vai k =4m+ 3.

38.34. Apzimesim arO rinka linijas centru, aM — doto 6 punktu smaguma centru, ar

M, un H, -- viena trijstira augstumu krustpunktu un maulii krustpunktu, aM, un
H, -- papildtrijstira augstumu krustpunktu un maai krustpunktu. Skaidrs, ka
M;M, viduspunkts iM.

Zinams, ka kafi trijstart augstumu krustpunkts, medinu krustpunktd un apvilka
rinka centrs atrodas uz vienas taisnada $ecba, pie tamHM : MO = 2 : 1. (Eilera
teoema). Pieddijumam pietiek iedrot, ka pats trijstris un & malu viduspunktu
veidotais trijsiiris ir homogtiski ar centruM un koeficientu(- 2); O ir maz trijstara

augstumu krustpunkts un augstumu krustpunkti predigtijas ariet viens oti.

12



M2

38.9. Im.

No Sejienes seko (skat. 38.9imz), ka H,H, ||[M;M, un HH, MM, =2:1.
lzmantojot idzigus trijstirus, viegli piedit, ka OM krusto H,H, & nogrieha
viduspunki K, un, ka ganM H,, gan M,H, krusto taisniOM tada punké L, ka
LM :LK =1:2 un @tad OM :OL = 3:2. Tatad punktuL viennoZmigi nosaka
punkti O un M. Tas nomg, ka visas apskamas taisnes iet caur vienu punktu —

punktu —L.

38.35. Pienemsim, ka divi s@ietaji M un N met kaulhus @Ec kartas. Pirms Siem
metieniem wiiem ir vierads piena daudzuna Piegemsim, kaM uzmetm punktus,
betN —n punktus.

Tad apeékinam, ka fgc Siem diviem metienienM bus

(m+1)a—10[1+1j

litru piena, betN bis
a(] +—1j——(10—a[1 +_1D
m) n m

litru piena. &lako metienu rezuita M un N sagems vieadu daudzumu piena.alka

beigas vinu piena daudzumi ir vieli, tad

(m+1i]a __10(1+%j:a[1+%j —%(10— a(1+%D .

Parveidojot, iegistam, kam=n+ 1
Tatad citi sglétaji uzmeta 21, 20, 19, 18, 17, 16, 15, 14, 13 pusktu

13



