Materials nemts no gimatas: Andans Agnis, Brzina Anna, BrzinS Aivars "Latvijas
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LATVIJASREPUBLIKAS39. OLIMPIADE
ATRISINAJUMI

39.1. Apgalvojums seko naf ka no pirma skaifu trijnieka tiek izs#troti 3 skaiti, bet

no katra ako trijnieka pa 2 skaltem.

39.2. Piememsim, ka sakr ai abu viemdojumu oOtdis saknes. ApmeEsim
vienadojumu saknes ax, unx,. Tad gc Vjeta teoémas

a=-x —-X,=punb=xx, =q; tatad (a- p)* +(b-q)* =0.

legata pretruna.

Apzimesim vieradojumu kopgo sakni arx,. Tad

xZ+ax, +b=0un x>+ px, +q=0.

Atpemot no pirnas vieridibas otro, iegstam (a— p)x, =q-b. Jaa- p=0, tad ar

: m . . : :
g—-b=0, bet & ir pretruna ar doto. afad x, =— -- raciorals skaitlis. Piaemsim
n

pregjo, ka tas nav vesels skaitlis, tm>1. Tad iegistam

m m

2
(—j +a—+b=0 = m?+amn+bn’=0 - m

=- bn).
. . n(am+ bn)

Pedgjas vieradibas lala puse dais arn, bet kreig nedais. Tatad x, ir vesels skaitlis.

No Vjeta teoémas seko, ka aparejas saknes ir veseli skhit

39.3. Apzimesim arM, N unK attieagi nogriezau AB, AC un AD viduspunktus. T ka
trijstira vidusinija paratla ta pamatam, tad abas novilkttaisnes un taisna&C ir
taisnes, uz kam atrodas trijstra MNK augstumi. Epéc tas krustojas viem punké
(skat. 39.3.um.).



39.3. Im.

39.4. Pieadijums izmanto apgalvojumu, ka, novelkot diagignkas krustok jau
iepriekS novilkés diagoales, sadala das ddas k +1 apgabalus unatad palielina

apgabalu skaitu pac+ .1

39.5. Attelosim skoknus ar punktiem. Ja divi skwoli draudzjas, atbilstoSos punktus
savienosim arihiju. Katra punk& sarak kopa 3 liniju gali. Tatad pavisam ir3n gali.
Ta ka katrai knijai ir 2 gali, tad3n ir para skaitlis. Bpec n ir para skaitlis.

Var gadties, ka skanus neizdosies nédinat solos §, lai katé sok sedétu draugi.

Apskatsim situiciju, kas paidita 39.4. Imgjuma.

39.4.2m.

Pienemsim, kaO stz viera soh ar A (citi gadjumi ir analgiski). Tad 5 skadni B, D,
E, F, G var £dzet kopa tikai ar saviem biedriem nassgrupas. Bet 5 skéus nevar

sagdinat solos pa 2.



39.6. Apzimgjam AA un B,C; viduspunktus atti@gi ar M un N. Atrodam ABCD

centruO ka AC un BD krustpunktu. ArK apZmgjam N projekciju uzBC — BC
viduspunktu. TadS = MN n AK pieder ganI&luma plakneia, ganABCD plaknei.

O ir a un ABCD &kéluma taisne. AtrodamR=SOn AD un T=S0n BC.
Atrodam uz A B, tadu punktuV, ka NV || RT . MekEjamais &&lums irNVMRT.

39.7. Ja kads no skaliema unb daks ar 3, tad dotais reiZijums dads ar 3. Ja tie abi
dod viermdus atlikumus, dalot ar 3, tad to sfidng daks ar 3. Atliek gagums, kad
viens no skaltem dod atlikumu 1, dalot ar 3, otrs — ZdT gadjuma a+b daks ar
3. Visos gagumos reiziajums daks ar 3.

Taka a+b ir para skaitlis un(a,b) =1, tad abi skalt a unb ir nepira skaiti.

a) jaa=b=1(mod4), tada+b daks ar 2, beta—b daks ar 4,

b) ja a=b=-1(mod4), tada+b daks ar 2, bea—b daks ar 4,

c) jaa=1(mod4) una=-1(mod4), tada+b daks ar 4, bea—b daks ar 2,

d) ja a=-1(mod4) una=1(mod4), tada+b daks ar 4, bea—b daks ar 2.
Redzam, ka visos ggdmos dotais reizi§jlums dads ar 8.

Ta ka reizinajums dadis gan ar 3, gan ar 8, tad tasadar 24.

39.8. Sadaisim Saha galdu 16 kvaditos pa 4 wtinam katé un piegadisim, ka
OB, +OB, =OM, +OM, (skat. 39.5. un.). Summsjot %das vieadibas, iegsim

prasto.

39.5. Im.

leverosim, kaB,B, un MM, viduspunkti sakt ar punktuS. Tatad

OB, +0B, =20S=0M, +OM,,.

39.9. Apzimésim balg trijstira laukumu arS;, pekko laukumu summu as,, bet
melno trijstiru laukumu summu arS, (skat. 39.6. #m.). AtZmeésim, ka
S +S,+S; = Spee-



NO otras puse@S; +S, = Syyc + Sgea + Scrs = Saoc + Spon + Sgoc = Sasc -
Saidzinot 3s vieradibas, iegstam, ka melno trijgtu laukumu summ&s, ir vienada

ar balg trijstara laukumus,.

39.6. Zm.

39.10. Piemdisim, ka (n, ) ir augoSa virkne. Tadn, =k, bet no nevieidibas
N, >N, seko, kan, <k+ 1Tatad n, =k.

Ta ka jebkuru virknes locekli, iemot n,, var uzskat par n,,,, tad jebkuram virknes
loceklim, izzemot n,, eksisE par to maaks loceklisn, . Tatad n, ir mazikais virknes

loceklis.
No sakaibasn,,, >n, seko, ka visi citi virknes locél izpemotn,, ir lielaki par 1.

Apskasm virkni m =n_, —1. Viegli parbaudt, ka virknei (m,) pientt ta pati
ipadba, kas akotrgjai virknei. Tapec tas mazkais loceklis irn, —1=m;, t.i., virkné
(n,) otrais mazkais loceklis irn, .

Lidzgi, no virknes(m) izveidojot rakoSo virkni, iegistam, ka(n, jreSais makais
loceklis ir n;, utt. Tatad (n, ) ir augoSa, ko avajadzja pieiadit.

39.11. Ja, var. Piemdram, no viam apaksjas skaldnes virsom novelkam vektorus
uz augsjas skaldnes centru, bet no agjgS skaldnes virsotm — uz apaldas
skaldnes centru.

39.12. Skaidrs, ka das izteiksmes &tiba nav liedka par 2. Laia batu 2, patrod idi
veselim, n un fids x, ka vienlai@dgi 5x = g +27n un 198X :§+ 2rm. Var nemt,

piemeram, &das @rtibas:n =1 m=497, x =g .

39.13. Apzimesim trijstira ABC lepkus ara, S un y (skat. 39.7.umn.).



39.7. Im.

Ta ka MBN ir vienadsanu trijstiris, tad DBMN:90°—§. Lidzgi

a;ﬂ. Analogiski  iegastam, ka

UOAMK =90°-—; tapec 60°=0NMK =

aty_ =60°. No §m vieradibam seko, kaa = =y =60°.

39.14. Apskatim tos skatnus, starp kuriem atums ir vismazkais. Skaidrs, ka yi
Sauj viens uz otru. J&hkads Sauj uz vienu no Siem abiem, tadka divi skokni Sauj
uz vienu un to pasu, tadibtds skoéns, uz kuru neSauj neviens.

Ja uz Siem skahiem neviens neSauj, tad varam tos atmestdagl aplikot atlikuSos
1987 skaotnus, utt., karer paliks viens sk@hs, uz kuru nav kam Saut.

39.15. Katrs non saskaiimajiem ir vierads ar “+ 1” vai “- 1”. Ta ka to summa ir 0,
tadn ir para skaitlis.

Pienemsim, kag ir nepara skaitlis. legrosim, ka starp saskamajiem irg skaiti

“+1” un 2 skaifi “-1”. Tatad visu saskaitmo reizirgjums hitu “-1”, bet Sis
reizinajums satur katru skaitlix ceturtaj pakape, tatad nevar bt negaivs. ledita

pretruna pieada, kag ir para skaitlis um daks ar 4.

39.16. Apzimesim f(0) ara. Tad no vieadibas f'(x)=a seko, kaf(x)=ax+b.
Talak iegistamb = f(0) = f'(x) = (ax+b) =a. Pirbaude paida, ka jebkura funkcija
f(x) = ax+a apmierina uzdevuma nogamnus.

39.17. Vispirms piedda, ka visu 6 mazo trijgtu laukumi ir vieradi. Talak katram no

Siem trijstriem uzrakstm formulu R=%. Tagad viegli prbaudt, ka

R1R3R5 = I?2R4|Q6 '



39.18. Nokrasosim kvadita horizoniles pariSus meld un balé krasa. Katrs
horizongli novietots kaulh$S nokhj para skaitu balts ritinas. Katrs verti&li novietots
kaulinS parklaj 1 balto atinu. Ta ka pavisam ir 50 baltasutipas, tad vertiki
novietoto kauku skaitam irjbat para skaitlim; &péc to skaits nevart 25.

sin® X _ cos X
b

39.19. Parveidojot doto vieAdibu, iedistam sakabu ; apamesim
sin®x _ cos x
a b

=M . Pieadamo vieradibu var pierakst forma

alM"+bIM" =(a+b)M", kas ir atmredzama.

30.19. Apskatsim funkcijas y = x(x2 —1)(x2 —10) grafiku (skat. 39.8.1m.).

AY

39.8. zim,

Aplikosim taisniy =c, kur ¢ > 0. Ta var krustot funkcijas grafiku 5 punktos; divos
starp —+/10 un -1, divos starp 0 un 1 un vieraiz /10 . Starp 0 un 1 nav veselu
skaifu; tatad vieradojumam x(x2 —1)(x2 —10)=c nevar lit vairak par 3 vesaim

sakrem. Lidzgi apliko gadjumu c< 0.

30.20. Apltukosim 5 no iesgjamajiem cdemara no pusplaknes (skat. 39.9nz)



e ——— ———— 15. horizoraie
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39.9. Im.

Sie cdi kopa pusplake aizpilda taisnsiri ar iznmeriem 5x15. Tajos ieraksto skaitu
summa nefrsniedz3[88= 264 Sumngjot skaifu summu visos no pieciem]em
vel papildus varam pieskait cetrkarSotu izejas wtinas cenu (20 rieksti) un
blakusitinu cenu (10 rieksti, Seit iet divi e Kopa tas sagsda 294 riekstus. aTka
59[5=295> 294, tad vismaz viena t& izmaksas ir makas par 59 riekstiem.

39.22. Atzimesim, ka skaiu a+b un |a-b| paritites sakit. Tatad apiikojot tabulu

péc modua 2, iedgistam &du tabulu:

a b c d e f
a+b b+c c+d d+e e+ f
at2b+c b+2c+d c+2d+e d+2e+f
a+3b+3c+d b+3c+3d+e c+3d+3e+f
atdb+6c+4d+e Db+4c+6d+4e+ f

a+5b+10c+10d +5e+ f

Visu tabuli ierakstto skaifu summa ir6(a+ f)+20(b+e)+34c+d), tatad mra
skaitlis. Bet 1+2+3+---+21=21[ 11 ir nepra skaitlis. legta pretruna, atad
skaifus apiSos pragaja veida ieraksit nevar.

30.23. Aplakosim taisnleka trijstairi ABC ar kateem AC =30 un BC =33
Novilksim ta augstumuCH. Tas sadala trijgti ABC divos idzgos trijstiros. Trijstira
ACH malas sad@&im 30 vieadas ddas un caur Siem punktiem novilksim taisnes
paraklas trijstira mahm. Tas sadadies 30° trijstiros, kas 1dzgi sakotngjam un



hipoterizas garums ir 1. . Trijsta BCH malas sad#&im 33 vieadas ddas un caur
Siem punktiem novilksim taisnes palak trijsira mahm. Tas sadaies 33
trijstiiros, kasidzigi sakotngjam un hipotenzas garums ir 1.aTka 30° +33° =1989,
tad pragtais sadajums ir atrasts. #ngjuma pa@dits analgisks sadajums trijstirim

ar maim 4 un 5.

39.10. zm.

39.24. Vispirms piefda, ka poziviem skaitiem a izpildas nevieadiba
a-1 a-1
L+a’)i+a)” 4

Sakotrgja nevieradiba, parnesot neviefidibas lalds puses izteiksmi uz kreiso pusi,

iegiastam
5 1 + X2 _ 1 +.ooo 4 X _ 1 =
1+x° 1+x ) (1+x2 1+X, 1+x2 1+x,
X -1 X, -1 X, —1

[+ x2 )1+ x,) * [+ x2 )1+ x,) T [L+x°J1+x) =

x-1 %=1 %-1_ (x, +x, +---x.)=n o,
4 4 4 4

Ko arf vajadzja pie@adit.

39.25. Apzimésim trijstiros AMK, MBN un KNC ievilkto rinka finiju centrus
atbilstoSi alJ, VunT (skat. 39.11.1m.).
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39.11. zm.

Ta ka Sajos trijsiiros ievilkto ripku radiusi ir vieradi ar r, , tad trijstira UVT malas ir
paratlas trijstira ABC malm un atrodas aluma r, no @m. Ta ka U, V unT atrodas
uz lenku OOBAC, OABC un OBCA bisektrigm, tad trijstiriem ABC un UVT ir viens

un tas pats bisektriSu krustpunkts — ievitktinka fnijas centrs. Apanesim trijstiri
UVT ievilkta rinka radiusu arr, . Tad no iepriekSmita seko, kar =r, +r,. Lai

pieraditu uzdevura prasto, pietiek piefdit, ka r, =r,. To pieada, pieddot, ka
trijstariem UVT un MNK ir gan vieadi laukumi, gan vieadi perimetri; tad ievilkto

: : . S
rinku radiusu vieradiba sekos no formulas=—.
p

39.26. Apskaem patvdigu €jumu ar numuru a,, kas neatrodas savvieta.
Pienemsim, ka tas atrodas-a sgjuma vieti, a,-ais €jums atrodasz-a Sjuma viet,
., ap.1-ais €jums atrodas,-a sgjuma vieti, a-ais €jums atrodasy-a juma viet.
Teiksim, kaa,,a,,...,a, veido ciklu ar garuma.
Skaidrs, ka biblioteis kata gajiena maina vieim divus g§jumus, kas pieder vienam
ciklam un atrodas tajblakus. Varam pigemt, ka tiek maifti sejumi a; un a. Tada;-
ais €jums nonk saw vieta, bet ciklsa, - a, - --- - a, - &, parveidojas par ciklu
a, - a, -+ - a, » a,. latad vier gajiena viena cikla garums samazsipar 1.
Pienemsim, ka akuma ir t cikli ar garumiemk,,k,,...,k,. Tad bibliotelaram ir
jaizdara (k, -1) + (k, —1)+---+(k, —1) gajieni, lai sakrtotu gamatas. Sis lielums ir
atkafgs tikai no gimatu @kotngja sakartojuma.

39.27. Parveidosim doto viefdibu forma
c(a+b)=ab



Apzimzsim (a,b)=d; tada=ald unb=41d. Ta ki a, b, un c lielakais kopigais
dalitajs ir 1, tad(d,c) = 1. Ar1 (@, 8) =1. legistam vieadibu

cdla+p)=af@?® - cla+pB)=aBd.

Taka (d,c)=1un (e +B.a8)=1,tada+L=d unc=ap. No Sejienes iatptam
a+b=(a+p)d =d?, ko af vajadzja pieadit.

39.28. Ar matenatisko indukciju pieidam, ka
X\ = it :
"2 -2)x %)+ x,
Skaifitajs ir konstants lielums. J& # Xx,, tad saugjs pec modua tiecas uz bezgal,
ja n - . Tapec bezgagi daudzi virknes(x,) loceKi nevar It natusli skaitli.

Tatad pbut x, = x,. Tada gadjuma visi virknes locek ir vienadi. Tapec bezgali
daudzi virknes(x, ) loceKi ir naturli skaitli tad un tikai tad, jax, = x, ON.

39.29. Apgalvojumu pietda, izmantojot vektoru pseidoskal reizinagjuma jgdzienu.

39.30. Apskatsim patvdigu kiasojumum krasas, pie kura ka#r plavina satiekas tikai
dazdu kiasu tachas. Pieemsim, ka i-ja krasa nokm@asotas S tacias. Apskasim

summu S=|S -n+[S, -n+--+|S -n. Sauksim to par glao novirzi.

Aplikosim kiasojumu, kuram glaia novirze ir vismazka. Piepemsim, kaa nav O.
Ja nts pa#disim, ka var atrast jaunudgojumu ar maaku glokalo novirzi, kis iedita

pretruna; itad mininala glokala novirze ir O, bet tas nomé, ka atbilstosaj

krasojunt katra kéisa izmantota tiesi reizes.

Tatad pimemsim, ka dots ksojums, kuram glatha novirze nav 0. Tad ekséstadi i

unj,kaS§ <nunS; >n,jo §+S +---+§, =mn. Katra plavina ieiet ne vaiik ka

vienai-tas kiasas tagja un ne vaitk ka viena j-tas kiasas tagja. Tatad visag-tas un
j-tas kiasas taaias sadak nostgtas vai nenosigtas virknes, kuam krasas maias

pamsus. B kda S <n<§S;, tad pbut tadai virknei, kug j-tas kiasas tagju ir par 1
vairak nelda i-tas kiasas taaju. Ja S&j virkng i-to un j-to krasu maifisim vieam,

ilegisim jaunu pigaujamu kisojumu, kui S ir palielinajies par 1, bet
S, samazigjies par 1;atad glofala novirze samazijusies.

39.31. Apskaisim visus 100 veidus,akpirmo simtsiiri var uzlikt uz otd. Katra
virsotne tikai vie@ no Siem veidiem saitrar virsotni, kurai irads pats numurs.atad
pa visiem 100 veidiem kapir tieSi 100 numuru sakriSanas. Jalk no uzlikSaam
realiZzjas vaigk neka viena sakriSana, tadida cita uzlikSara nerealizjas neviena.

10



Pienemsim pregjo, ka katd salikSaa reali£jas tikai viena sakriSana. Sanu@sim
visas pirma simtsftira virsotnes pa apli ar skié@m no 1 idz 100. Ot simtstira
virsotnes ir skalt a ,a,,...,a,,,. Ta ka, pagriezot otru simtsti jebku pozcija,

viena no otk simtstira virsotrtm atbilst pirna simtstira virsotrem, tad starfpas
(a, —i) pienem visas ®rtibas no 0itlz 99. Htad

0+1+2+:+99=(a, ~1)+(a, ~2)+++(a,, ~100)
(a, +a, +---+ay,,)- (1+2+---+100) = 0 (mod100).

Bet 0+1+2+---+99=49500 nav kongruents ar Gép modua 100.

39.32. To var izdatt. Pirmas piramdas vienalgautne sakt ar AA, otras piranidas
viena &autne sakt ar B,C,, trefis piramdas viena lgautne sakt ar CD. Visu

piranidu pretjas kautnes iet caur kuba centru.

39.33. Pienemsim pregjo, ka vieradojumam

(1) ax®*+by*+cz®=0

eksist atrisirsjums veselos skaiis (X, Yy, Z,) un z, # 0.
Meklesim @dut, lai skaiti x, +t, y, +t, z,(1+t) batu vieridojuma
(2) ax®+by*+cz° =1

atrisimrajums. legistam

3) (axZ +by? +cy?)t? +cz2(1+2t) =1.

Taka (ax? +by2 +cy?)=0 , tad cz2(1+2t) =1; no kurienes
_1-cz

t .
2cz;

Esam ieguvusi vieadojuma (2) atrisisjlumu racionlos skaitos. Ta ir pretruna, atad

Misu pimémums ir nepareizs.

39.34. Aplakosim polinomu

Q(X) = 2(02—1 + C>l<—1 + Cf—l oot C)T—l)’ kur

Ck = x(x-1)(x-2)---(x-k +1)
X 12080 [k

Skaidrs, kaQ(x) ir n-tas pakipes polinoms. Agkinasim Q(i), i 0{12,...,n+1}.

Taka C, =0,jan>.m,tad

Q(i)=2(c, +Ct, +--+CE)=22* =2 =P(j).

;CY=1.

Redzam, ka divn-tas pakipes polinomi pigem vieradas \értibas n+ 1 punka.
Tatad tie ir vieradi (lai to pie&ditu, aptikojiet polinomu starjbu!). Tapec
P(n+2)=Q(n+2)=2(Cy, +Cl, +--+Cp,) =

2(C2,+Cl +---+Cl +CTH)-2=2"% -2,

n+l n+l n+l

11



39.35. Izveidojam no trim starienBA, BD un BC kusigu “trijkaji” ar lenkiem
JABD = JDBC =60° un g@rvietojam to &, lai linijas viduspunkts atrastos uz stara
BD, visa inija atrastos Igka ABC iekSpus, bet laka malas pieskartosnijai (skat.
39.12. zm.).

39.12. .

Konstrigjam dof izméra rombu, kura malas atrodas uz stariBd un BC. Var

pieradit, ka visainija atrodas romba iekSpts
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