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LATVIJASREPUBLIKAS40. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

40.1. Lai izpilditos uzdevuma nosgiemi, vienlaiagi japastv nevieradibam
a® > 4bc, b® = ac, c*>4ab.
Ta ka nevieradibu alas pugs atrodas pozwi skaifi, tad varam ds sareiziat.
legistam
a’b’c* =264a’h’c® - 63abc*<0,
kas pozitviem skaitiem nav iespjams.

40.2. a) J. Pientram, ja dotie skditir 1, 2, 3, ..., 10, var ialctiescetrus skaius 1,

2, 4, 8, kas veidgeometrisku progresiju.

b) Ne. Sakirtosim skailus augo# kartiba a,,a,,...,a,, ar diferencid. Piqpemsim, ka
no Siem skaltem izweleti 5 skaili b, <b, <b, <b, <b,, kas veidogeometrisku
progresiju. Tad, iedrojot, ka (b|) ir augoSgzeometriska progresija, iagtam

by —b, = (bz _b1)+(b3 _b2)+(b4 _b3)+(b5 _b4)2

d+2d+3d+4d =10d >9d =a,-a,,

bet tas nav iegpams.

40.3. Apzimesim morgtas arA, B, C, D. Izdafisim 3 sérSanas:

A+BarC+D, A+CarB+D, A+DarB+C .

Taka 4+3>2+1 4+2>3+] bet 4+1=3+ 2 tad tieSi viead gadjuma svari kis
lidzsvai. Ta moreta, kas ietilpst abos sma@jos f@ros ir 4 g. mogta; & mortta,
kas ietilpst abos viegkajos firos ir 1 g. mosgta. Ar Edejo s\verSanu satizinam abas

atliku&s 2 un 3 g. magtas.

40.4. FigarasF laukumu apmmesim ar[F].



40.4. Im.

leverosim, kaPP,Q,R un QQ,P,R ir paralelogrami. 3pec
[PPQQ]+ [PP,Q,Q] = 2[PQR] + [PPQR]+[RP,Q,Q] =
2([PQR] +[PQ.R] +[RR,Q]) = 2(PQR] + [PCR] + [RcQ]) = 2[PQc],

kas nav atkags noPQ stavokla uz malas\B.

40.5. Pienemsim predjo, ka &das virsotnes iAlcties nevar. Apskaim tis virsotnes
M, N, L. Divas no d@m ir nokiasotas viea krasa (teiksimM un N ir melnas).

40.4. Zm.

Pienemsim, kaas ir M un N. Tad no trijsiriem MNP un MNS seko, ka virsotneB
un Sir baltas. No trijgira P seko, ka virsotné ir melna. No trijsira LNR seko, ka
virsotneR ir balta. Tagad, ja virsotn®@ ir melna, veidojas trijgris MLQ ar melam
virsotrem; ja virsotneQ ir balta, veidojas trijsiris SRQ ar balém virsotrem. ledita

pretruna.

40.6. Reguhra piecstirt katra mala parala diagonlei, kurai ar to nav kdgu punktu.
Si ipa3ba pie paralprojekcijas saglaijas. Tapec konstrukcijas gaita vetu bit S&ada



(skat 40.5. mn.). CaurA velk taisnit, || BD, caurD velk taisnit, [|AC. t; unt,

krustpunkts ir mekjamais punkts.

40.5. Im.

40.7. Var bat, ka pozitvu skaitu nav (x = 7 ); ka to ir viens & =0); divi (X :gn);

cetri (x = g). Pieadisim, ka tieSi tis skaiti nevar lit pozitvi.

Jasinx= 0vai cosx= 0, tg x=0 vai ctgx = 0, un tiis skaiti nevar ut pozitivi. Ja
sinx# OQuncosx # 0, tadtg x un ctgx zimes ir viefadas; ftad tiem jibut pozitviem
skaifiem. Bet tad arskaifu sinxuncosx Zmes ir vieadas, itad ko@ nesafak 3

pozitivi skaiti.

40.8. Skat. 40.6. ungjumul.

40.6. Im.

Ta ka AO=0B, tad OACO =[0BCOpec ievilkto lepku ipa3bas. Bpec CO ir
OACB bisektrise.

No ievilkto lenku 1ipaSbas seko, ka OBAC =0COB=0DOB. Ta Kka

OBAD =%DDOB (ievilkts lepkis un centra lgkis, kas balgis uz vienu loku), tad



[UBAD =%DBAC , un AD ir OOBAC bisektrise. atad D pieder diam trijstara ABC

bisektrigm, t.i., sakit ar bisektriSu krustpunktu.

40.9. Skaitlis 1 ir savstagys pirmskaitlis ar visiem nataliem skaitiem. Aplikosim
natuilus skaitus no 21i1dz 360. Jaads n nav pirmskaitlis, tad tamaglaks ar Kdu
pirmskaitli, kas nefrsniedz+/n < /360 </361=19.

Par 19 maaki ir tikai 7 pirmskaiti: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17.afad, ja iz\elesimies
(neskaitot 1) vaik neka 7 &dus skaifus, tad vismaz diviem no tieni® kopgs
pirmreiziratajs. Tatad vaidk par 8 skaiiem iz\El&ties nevar.

Pientrs ar 8 skaltem ir &ds:
1,2 ,3,5,7,107 13 17°.

40.10. levietojot a=n+1990b=1, iegistam F(n+199)=F(n). No $ejienes,
atkartoti pielietojot 3o formulu, iegstam F(n) = F(n+i 1991).

Nemota=n,b= 1991 iegistam

F(n+1991) = F(1991-1990 = F(1+(n-1)199) = F(1) .

No iepriek$ pieidita F(n)=F(n+199)=F(1), ti, F(x) ir konstanta funkcija.
levietojot @ikotngja viemadiba parbaudim, ka visas konstaig funkcijas apmierina
uzdevuma nosgamus.

40.11. Nemsim polinomu ar aug#to pakapi (vai jebkuru noadiem). Skaidrs, ka tas
nav neviena cita polinoma atvagumms, jo atvasigjuma pakipe ir zemaka par
polinoma pakpi.

40.12. Izmantojot formulas, doto izteiksmagveido forma \/_ZSin(45° +x) . Protams,
ka s lielaka vartiba ir /2 .

40.13. Pieradisim, ka katrs no Siem trigtiem satur mka centru. Tad nka centrs bs

kopigs abiem trijgtriem.

Aplikosim vienu no Siem trijgtiem ABC un pismemsim, ka tas nesatunkia centru.
Novilksim visas taisnes, kas satur @ldtijstira malas. Viena noam (teiksim AB)

atdala trijstiri ABC no rinka centraO . Viegli pieadit, ka & pamatsAB mazks par
rinka diametru , bet augstun@®H mazks par rpka radiusu . Twtad & laukums ir
mazks par 1 (atc@simies, ka mka radiuss ir 1). legta pretruna, kas pigda, ka abi

trijstari satur ripka centru.



40.14. Izveidosim vispirms patyzgu kubu no 8 dotajiem kuldem. Pimemsim, ka uz

ta virsmas irb balti unm melni kvadétini ar malas garumu 1.
Tad m+b=24. Apskatm starpbu m-b=d . Ja d = 0, tad viss piedits.

Atzimésim, kad ir para skaitlis un pigemsim, kad > 0O Pagriersim vienu no
mazajiem kuhjiem par90° ap asi, kas savieno kghipre€jo skalchu centrus. Tad
viena redzam kubina skaldne Kis neredzama, bet viena redzakubina skaldne
klis neredzama. JasSskaldnes ir vieada krasa, tadd vértiba nemaias, ja pregjas
krasas, tadd vertiba mains par 2.

PagrieZot katru kuu ap 3 savstagj perpendikuiram asm, mes varam paikt, ka
tas skaldnes, kasikuma bija neredzamas]lkva redzamas un atti. Skaidrs, kaada
gadjuma d vertiba izmaifjas uz predjo. Ta ka d pienem tikai f@ra \ertibas un katr
soli var maiities tikai par 2, tad bija moments, kdd= . @adu momentu mums ar
bija jaatrod.

40.15. Pec modda 10 noskaidrojam, kan pedgjais cipars ir 4. Bc modda 3
noskaidrojam, ka daks ar 3.

Talak parbaudim, ka doi summa dais ar 64. Izmantojot neviédibas @arbaudim, ka
133<n<204. Saj intenvala tikai skaitlis n= 144 apmierina dats dafimibas

prasbas.

40.16. Logaritngjot pie kkizes 2, iegstam

xog, x=1.

Jax< 1, tad kreig puse ir negata.

Jax> 1, kreisaj pug ir augusa funkcijaatad atrisimjumu nav vaiiik par vienu.

Ta ka pie x=1 x[og,x=0<1, bet piex= 2 xMog,x=2>1, tad no funkcijas
neprtrauktbas seko, ka viena sakne eksist

40.17. Apzimésim patvdiga nogrieaa a projekcijas uz koordi@tu asm ar
a,,a,, a, , bet uz koordiatu plakrem O, ,O,,, O,, attiedgi ar a,, a,,a,. Tad
a’=a’+a’+a’,

af = +al,

a;=a’+a’,

a; =a’ +a’ . Tapec

a’ :%(af +a’ +a§) :

Apzimgjam trijstira malas am, b, ¢ . Rec dofi a? <b? +c? (i = 1,2,3) . Saskaitot

nevieradibas, iegstam



a® <b®+c? ; lidzgi piemda, ka b®><a®+c®> un c®<a’+b®. Tatad dotais
trijstaris noteikti ir Saurleka.
40.18. Saliksim kop ar maim BC un AD trijstarus BMC un AMD. legisim

cetrstiri, kam pregjo lenku summa ir 180 ( &tad ap to var apvilkt nika lniju), bet
diagoriles perpendikaras (skat. 40.7.1m.).

A, CcD
s %

40.7. Zm.

Taka OAM,M, =0ACM, =a , tad
OBCM +[DAM =g+ =180 -LJAOM, =90° . Prastais apekinats.

40.19. Sauksim trijsiiri par homognu, ja & visas virsotnes ir vienun tai pas krasa.
Skaidrs, ka homamni trijstiiri eksise.

Apskatsim homognu trijstiri ar vismaZko laukumu. Pagain apZmeésim @
virsotnes aM, N unK. Varam uzskat, ka s visas noldsotas sarkanas. BEmsim,
ka uz katras trijsira MNK malas atrodas zils punkts. Tad Sie zilie punktideei
trijstari ar mazku laukumu, bet tas ir pretrarar trijstira MNK izvéli. Tatad uz kdas
trijstaira MNK malas nav zilu punktu.i§ malas virsotnes ajmesim arB un C, bet
treSo virsotni aA. Prastais trijstiris iedits.

40.20. Vienadojumu garveidojam forna

(x-1)*(x +1)(x? + x+1) = y2 .

Redzam, kgx +1)(x? + x+1) ir natusla skaita kvadats. Skaili x+1 un x> +x+1 ir
savstarpji pirmskaifi. Tiesam

(x+1 %% +x+1) = (x+1, %2 + x+1- x{fx+1)) = (x+1,1) = 1.

Ta ka to reizirgjums ir kvadats, tad katram no tienalpit kvaditiem. Tau x* + x+1

nevar it natuéla skaita kvadats, jo tas atrodas starp diviem sekojoSiem kataem:
X2 < x?+x+1<(x+1)%.



40.21. Katrai kopai A={x,X,,...,x,} piekirtosim tai simetrisku kopu
A:{1991—x1,1991— Xy,...,1991~ xn}. S simetrija ir viennommigs visu apak3kopu
kopas attlojums uz visu apakSkopu kopu. AtEsim, ka pirmas kopas miniralais
elements g@rverSas par ofis kopas maksiato elementu un piras kopas maksiatais

elements @rverSas par ofis kopas miniralo elementu. No Sejienes seko Vddiiba
S(A) = 2[1991- S(A) ( SA) ir kopasA lielaka un mazka elementu summa).
Apzimgjot ar V(X ) kopasX vidgjo aritmétisko, iedistam

v({s(a}) =v([s(A})= 2m991-V({S(A}), no kurienes seko, ka press vicsjais
aritmétiskais ir vierds ar 1991. (SeifS(A)} ir kopa, kas sast no visu apakskopu

mazko un liekko elementu sumam.

40.22. Ta ka uzdevum skaili a, b, c, d ieiet simetriski, tad varam uzskatka
a=b=>c=>d. Izmantojot $ nevieadibas, iegstam

2 =2ab+ 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd =

2b* +2c* +2d? + 2bc + 2bd + 2cd >

b2 +c?+d?+2bc+2bd +2cd = (b+c+d)’.

No Sejienedb+c+d < V2. Tatad , atmetot skaitt, pargjo skaifu summa ir maska

par+/2 .

40.23. Sadaim kvadatu ka pa@dits 40.8. imgjuma.

18 3
7
N M
21
14
9 12
40.8. 2m.

Aprekinam, ka nogriegda NM garums ir 6. Visu trage atbilstoSie lgki ir vienadi.
Ar aprekiniem garliecinamies, ka atbilstas malas ir proporciahas. Tapec visas tis
trapeces iritlzigas.



40.24. Piememsim pretjo. Tad bultham pa piecstra kontiru jaizvietojas pa ciklu
(skat. 40.9.um.).

40.9. Im.

Lai bultina uz malag\E raditu uz punktuA, nepiecieSams, |&8 atrastos tuak taisnei
AE nela D. Tatad S, <S,c, JO abiem trijsiriem pamati sakt, bet pirmajam

augstums maks nek otrajam. idzgi iegaistam nevieadibas
SADE < SECD < SDBC < SCAB < SABE '

No dm nevieadibam seko, kaS,;: < S,z -- pretruna. Itad niisu pi@eémums ir

nepareizs.

40.25. Naturala skaita kvadits, dalot ar 4, dod atlikumu 0 vai 1. Skaitlis 196@lot
ar 4, dod atlikumu 2. Lai izpiftbs pra#tais, katru divu izeléto skaitu reizirajumam,
dalot ar 4,3dod atlikums 2 vai 3.

Ja divi no iz¢letajiem skaiiem ir para skaiti, tad to reiziajums dadis ar 4. htad
jabat vismaz trim nefra skaitiem. No tiem divi, dalot ar 4, dod viagus atlikumus
(1 vai 3). So divu skdi reiziragjums, dalot ar 4, dod atlikumu 1ated pragos 4
skaifus iz\eleties nevar.

40.26. Apzimesim ripku radiusus arr,, r, un atbilstoSos centrus &,,0,. Ar O
apZmejam nogrieaa O,0, viduspunktu. Pieida, ka attlums no punkt@ lidz viem

o 1
Setrstira makim ir vierads arE(r1 +1,).

40.27. Jay =1, tad iegistam atrisipjumu x =1, y = 1.
Jay> ] tad @c modda 4 iegistam

1=7" =32’ =(-1)* (mod 4).

No Sejienes seko, kair para skaitlisx = 2k . legastam
(7¢ +1)7* -1)=32” .



Taka 7% +1ar 3 nedals, tad iegstam sistmu
{7k +1=2° N
= 2°-3R2'=2.

7* -1=32"
Jasunt abi liekki par 1, tad vieadibas kreis puse dals ar 4, ipéc nav vieada ar 2.
Neviens no skdiem s unt nav O, jo tad vieidibas kreig puse ir nefra skaitlis.
Atliek aplikot divus gagumus
a) s=1,tad7* +1= 2; atrisirsjumu nav,
b) t=2,tad7*-1=6, k=1 x=2 y= 4.

Tatad sistmai ir divi atrisirgjumi (1, 1) un (2, 4).

40.28. Apzimgjam vektorus ard,,d,,...,a, un K =a +a, +a,, (humugSana
turpinas pa ciklu). Visu vektoru summu apxjam arA.

Pec dot ‘K‘ :‘K—K‘ ,i=1,2,..,7 Cet §s vieradibas skalraja kvadiata un

saskaitot, iegstam

S[a[ =70 -2d& Y &)+ 3 [A
20A T A )=7R

Ta ka ZK =3A, tad iegstam

2

—2

60A =7[A = A =0 = A=0,kas afbija japierada.
40.29. Parveidojot, iegistam, ka
4(4— (x+y+z- xyz)2)= (2-2yz)(2 - 2xz)(2 - 2xy) + 4x?y?Z* .

No neviendibas
2-2yz=x*+y*+2*-2yz=x*+(y-2)* 20
un analgiskam 2-2xz> 0, 2-2xy = 0 seko, ka
4-(x+y+2)-xyz)’20 = x+y+z-xyz<2,
kas ar bija japierada.
40.30. Pieadisim, ka mininalais &autyu skaits apskamaj graf ir
c2. = (n-1)(n-2) |
2
Ka %ada grafa piegru varnemt grafu, kut n—1 virsotne savienotas katra ar katru,
bet viena ir izdita.

(hn-1)(n-2) .
2

Pieladisim ka grad ja bat vismaz Skautrem.



Aplikosim divas virsotne®A un B, kas nav savienotas akaditni. Tad prgjam
virsotrém jabut savienoim katrai ar katru. J& unD nehitu savienotas, tad punidi
B, C, D veidotu konfiguiciju, kas ir pretruf ar uzdevuma nosgemiem.

Tagad aplkosim patvéigu punktuC (atkirigu no A un B). Tam noteikti jbut
savienotam aA vai B, citadi konfiguracija A, B, C, D (D — patvdigs punkts) ir
pretrunga. Tatad \&l jabat vismazn -2 Sautrem.

Kopa iegistamC?, +(n-2) = wén—z) Skautnes. Prasais piefdits

40.31. Piepemsim, ka0 < x< 2. Eksis€ trijstaris ar malu garumiem 1, Xk Tapéc
eksist trijstaris ar malu garumient (1), f (1), f(x). Tatad
f(x)<2f(1) .
Ar lidzigiem spriedumiem, izmantojot mataisko indukciju, pieidam, ka
natugéliem n> 2
t(n)< (-1 (2).
Izmantojot trijstiri ar mahkm X, [x],l prasto nowertejumu iedist skaitiem x, kas nav

veseli.

40.32. Apskatsim grafu, kura virsotnes ir dotie punkti, bet tais &autnes novilktas
starp tiem punktiem, starp kuriemaitims ir mininalais.
Sim Xautrem nav citu kopgu punktu, inemot galapunktus. Gidi atrastos
nesavienoti punkti ar maku at&lumu. Veidojas plakans grafs ar virsotrem, s
Skautrem, a apgabaliem utk komponergm. Novilksim \&l k -1 papild¥%autnes, kas
savieno afi§irigas komponentes; izveidojas viena komponente, bati japgabali
neveidojas. EC Eilera formulas plakanam grafam

n-s-(k-1)+a=2,
tatad ssn+a- 2
Katram apgabalam ir vismaz Baiitnes, un katrakautne pieder diviem apgabaliem,
tatad 3a<2s ; no Sejienes

s< n+§s—2 uns< 3n-2),
ko aff vajadZja pieiadit.

40.33. Apskatim Dekarta koordiatu telp liniju, kuras parametriskais vigshojums ir
x=t, y=t3, z=t>.

Plakne, kuras vieadojums ir
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Ax+By+Cz+D =0,
krusto Soiniju punktos, kuru paramettwar atrast no vieadojuma
At+Bt*+Ct°+D =0.

Ta ka vismaz viens no skdiem A, B, C nav 0, tad vieidojuma pakpe ir negra
skaitlis, kas negrsniedz 5. &tad vieradojumam ir vismaz 1 un ne vakr ka 5
atrisirgjumi.

40.34. Jan ir nepara skaitlis, tad kvadtam ir nef@ara skaits fitinu. Katia gajiena tiek
izmairits para skaits #itinu, tatad (Ec jebkada skaita gjienu his izmainta kiasa fara
skaitam fitinu, un visu kvaditu parkrasot nevags.

Ja n ir para skaitlis, tad to izd@r var. 2Zm¢juma paiadits ka, izmantojot trs
parkrasoSanas, var apkrasot tieSi divas blakustipas. Sadalot kvaditu dos
blakusitinu paros, varam frkrasot visu kvaditu.

"

40.10. zm.

40.35. Pieadisim ar materstisko indukciju idzigu apgalvojumu, kur 1990 aiztd ar
k. Jak =1, visi A skaifi ir pirmskaifli; tatad vamemtB=A un p=1

Pienemsim, ka apgalvojums pareizs visierx n, un pieadisim, ka tas izpilas ja
k=n.

Aplikosim divus gagjumus:

1) Eksist tads natu#ls skaitlisa, ka a > 1unair bezgaigi daudzu kopaé elementu
dalitajs; ApZzimesim So elementu veido®apakskopu ar . Izveidojam kopu

z:{ﬁ | xDAi}.

a

Tad A ir bezgaiga, un katrs A elements ir ne vaik ki n-1 pirmskaitu

reizinkgjums (jo a satur vismaz vienu pirmskaitliakreizirataju). No A izvélamies,

11



apakskopu B un skaitli p, kam izpildis uzdevuma nosgomi; tad kopa
B :{xm | xO §} un p=Tpla der par mekjamiem.

2) Katram natuilam a eksist tikai gaigs daudzumsatlu A elementu, kas dag ara.
Nemam patviagu a, U A. Ir tikai gaigs skaitsA elementu, kas dad ar kdu no a,
pirmreiziratajiem. Atrodam #du a,, kas ne ar vienu no tiem ne@@l Rc tam
atrodam adu a,, kas nedals ne ar vienu n@, una, pirmreiziratajiem, utt. legistam
bezgaigu kopasA elementu virknia,,a,, a,.... Sis virknes elementi veido ko

kura jebkuru divu elementu ligkais kopgais daitajs ir 1. Apgalvojums pieadits.
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