Materials nemts no gimatas: Andans Agnis, Brzina Anna, BrzinS Aivars "Latvijas
Republikas 26.-51. mateatikas olimpades”

LATVIJASREPUBLIKAS41. OLIMPIADE
ATRISINAJUMI

41.1. Ng, ta nevar Iat. Noraditais skaitlisA daks ar 3, bet nedad ar 9. Jaakotrgjais
skaitlis dads ar 3, tad @ ciparu summa das ar 3, un reizifjlums dads ar 9. Ja
sakotrgjais skaitlis nedak ar 3, tada ciparu summa amnedads ar 3, un reizifjums

nedaiis ar 3. Redzam, ka neviegadjuma nevaram iegt skaitli A.

41.2. Ratinu, kas atrodas-taja kolonra (no kreigs puses) unmttaja rindipa (no
apak3as) apmésim (h, m). Tad ftina (1,1) ierakstts vieninieks, jo ne uz leju, ne pa
kreisi no & nevar atrasties neviens skaitligd¥igu iemeslu & skaitlis 2 ieraksts
ratina (1, 2) vai (2, 1). Uzskaim, ka tas ierak@s ritina (2, 1). Tad pirm rinda ir
noteikta; taj pec kartas ieraksti skaiti no 1 idz 10.

Analogiski spriezot, skaitlis 11 ieralkitd ritina (1, 2). Tas nosaka pifia kolonnas
skaifus: 1, 11, 21, 31, ..., 91aKa ratina (10, 10) fibat skaitlim 100, tad noteikta ir
10-ta rindina (€kas ar 91 un beidzas ar 100) un d1®«lonna (8kas ar 10 un beidzas
ar 100). Tagad visn rindam un viéam koloram ir zinami pirmie un gdgjie elementi;
tatad noteikti ir visi to elementi. Rina (n, m) ir jaieraksta skaitlim+10[ﬂm—1).

Ja skaitli 2 ierakam ritina (1, 2), tad iegstam otru simetrisku tabulugtra (n, m)
biis ieraksits skaitlis10C{n —1) + m.

41.3. Pasiv divas iespjas:

1 1
1 = , Xy = .
) % 1+x 2 1+Xx,

Tas nommg, ka abas saknes apmierina vgojumu le_%, kas prveidojas par
X

x*+x-1=0.Tatad p=1,g=-1

1 1
1 X2 =
1+Xx,

2 = = .
) % 1+x

Sajp gadjuma iegistam, ka abas saknes apmierina Miejumu x = =0, kas

1
1+x

parveidojas parx® +x-1= 0Qjeb x =1+i. Tau tas nomg, ka
X



X, :1+1 =x,, bet f nevar lit, jo vieradojumam x*+x-1=0 abas saknes ir
X

daZdas. Btad Sis gaflums nav iesgiams.

41.4. Trijstara laukumu apgimesim ar[ABC]. Pakipeniski iegistam (skat. 41.11m.).

40.1. 2m.

[ABC] _ [ABC][BNC] _ AC BC _ [AocC] [BOC] _
[Mnc]  [BNC][MNC] NC Mc o [Noc] [moc]
[aoc] [BOC]| _ AOC. BO _ [a0B] [omB] _ [A0B]
[Moc] [Noc] om ON  [omB] [MON] [MON]

Tatad > :Si’ no kurienes seko prisais.

2
41.5. No dotagm figaram izvelamies 8, pa vienai katrkolonra. Ja &s visas atrodas
viem rindina, tad Kidu no &m aizvietojam ar citu, kas atrodasatgjas kolonrs.
Rezultta §s figaras “nosedz” visas kolonnas un vismaz 2 miadi Katé nenosegtaj
kolonra izvelamies pa vienai figrai. Kopa iznak ne vaigk par 14 figiram. Jebkuru
no neizmantotam figiaram var izmest.
Ja uz galdia izvietotas tikai 14 figras, uzdevuma apgalvojums nepaliekkap
Pientram, ja &s izvietotas k paadits 40.2. Imgjuma.



(o] (e][e][e]e]e]®)

40.2. Im.

40.6. Parveidojam pirmo vieadojumu fornda 2sinxsin2x=0 un otro --
2sin2xsin3x=0.

Pirmajam vieadojumam inter#la [O, 277) ir 5 saknes, bet otrajam vieojumam S&
intervala ir 9 saknes.

40.7. No dofi n = (10m+5)° :1Odm2 + m)+ 25. Skaitan treSais no beign cipars ir
skaifa (m2 + m) pcdejais cipars. T ka (m2 + m) ir para skaitlis, tada pedgjais cipars
ir para skaitlis.

40.8. Turpinam nogriezniKSIidz krustpunktanM ar ripka liniju (skat. 40.3.m.).

40.3. Im.

OASK =00 (no dog) un OAK =[OMSO (krustlenki); Tapec JOSL = JOSM
un M unL ir simetriski punkti attietba pret diametruAB.

Ta ka [OMKN ir taisns, tad arCJMLN ir taisns. Btad LNCOLM un ABOLM . No &
seko, kaLN || AB .



41.9. Konstrukcijas paiditas 41.4. Ingjuma.

a) b)

41.4. Im.

41.10. Sanumugsim visus iegta rezza stieasus, k& pa@adits 41.5. mgjuma (n=4).

3 2 -1 0

3 2 1 0 -1
2 1 0 1

2 1 0 1 2
1 0 1 2

] 0 -1 2 3
0 1 2 3

0 1 -2 3 4
1 2 3 4

41.5. Zm.

Viegli parbaudt, ka visu numuru summa ir 0. Sauksim panisa svarua malu
numuru summu. $tiSi iedahis 4 tipos. Katra tipa &tiSiem ir fikts svars. Tas

pamdits tabud.



Starisa tips |— 1 M I

SturiSu skaits a b C d

SturiSa svars 1 -1 0 0

Visu stiridu kofgjais svars ir 0;atad all+b{-1)+c@+d D =0. No kurienes seko
vajadZgais: a=Db.
41.11. Ng, nevar. Ja polinoma?(x) palape ir n, tad atvasigjuma F(x) palape ir

n-1 un to reizimjuma pakipe ir 2n- 1, bet 100 ir pra skaitlis.

41.12. Ta ka cosx <1, tad doi vieradiba iesgjama tikai, ja
COSX = C0S2X = cos3x =1.
Tad sinx =sin2x =sin3x = 0, un mekgjama summa ir vieada ar 0.

41.13. Ta ka, izmantojot pagriezienus, kubu var savienot paseui &, lai patvdiga
virsotne prietu par jebkuru citu, tad pigijuma varam uzskat, ka viena muSa
palika uz vietas.

Aplikosim musSuB, kas atrodas kuba pegt virsotre. Ja & afi paliek uz vietas, tad
varamnemt musas\, B un jebkuru mus«C. Tas seko noat ka visi trijstiri, kuriem
divas virsotnes ir kuba pigiis virsotnes, bet trés-- patvdiga kuba virsotne, ir
vienadi.

Ja musaB parlido uz citu virsotni, tad par treSo musemam to, kas glido uz
virsotni B (pirmas divas irA unB).

41.14. Ta ka OAMO = OAKO =90°, tad apcetrstiri AMOK var apvilkt ripka liniju ar
diametruAO (skat. 41.6. um.).

41.6. Zm.



Ta ka OMAK =60°, tad MK = AO[60° (pamatojiet to!). Epec AO = i
MK /3

41.15. Pienemsim predjo, ka fEc parkartoSaras kads n-tas kolonas karavs n, vairak

neka par 10 centimetriem apsniedz mtas kolonas karaw m . Karawri tagad
kolonras salkirtoti &adi:

nEn<-<n--<noUNM<M<---<m <--<my.

Pirms prkartoSarnas neviens no karawem n,,---,n,, nevagja atrasties vienrinda ar
karavdriem m,,---,m, jo visi nogaditie n-tas kolonas karawi vairak ka par 10 cm

parsniedz visus naditos m-tas kolonas karawus. T&u Seit no#diti 11 karavri, tatad

kaut kadi divi atradis viera rinda. legata pretruna pietda prago apgalvojumu.

41.16. leverojam, ka
cosAx — cosdy = 2(cos2x — cos2y) [{cos2x + cos2y).

Viegli parbaudt, ka, ja izpildis kaut viena no vieatiibam
COSX =CO0Sy, SinXx=siny, CcOSXx=siny, CcOsy=sinx,
tad dotais reizisjums ir 0. Ta ka vertibas ir tikai divas, tad atliek viggs iesgEja
COSX =sinX un cosy =siny .
VienkarSa parbaude pada, ka arSap gadjuma izpildas vieradiba cos4x = cos4y .

41.17. Apzimesim trijstira laukumu af5, bet augstumus dr_, h,, h,. No formulas
_abc _ ch,

4R
ab+ac+bc=2R(h, +h +h)<2R(m +m, +m,)

seko vieadiba ab = 2Rh, ; l1dzgi ac = 2Rh,, bc = 2Rh, . legistam

(medina ir neisaka par atbilstoSo augstumu).

41.18. Acimredzot sistmai ir atrisirsjums pozitvos skailos (1, 1, 1). Piadisim, ka
cita atrisirijuma pozitvos skailos nav.

Pienemsim no preja, ka tai ir atrisigjums , y, z) pozitivos skailos, kas ir at§rigs
no (1, 1, 1). Skaidrs, kaalls no Siem skdiem ir lielaks par 1 un &kds — mazks par 1.
Ta ka sisema ir simetriska atti@ba pret maifgo X, y, z ciklisku samaimsanu, tad
varam pi@aemt, kax > 1.

Apskaisim vaikus ga@umus (atceroties, ka vai nu Oy<1, vai 0 <z<1).

1. y=21 0<z<1.

Taka x>>x, y>=y® z>2, tad 1.un 3. Vieidojumi ir pretrufgi.



Lidzigas pretrunas i@gt af pargjos gadjumos.

41.19. Izmantosim mate#gtisko indukciju @c kvarglu skaitan.

Jan=1, viss ir skaidrs. Pieemsim, ka apgalvojums jau pa€lits pilstam, kas satur
mazik neki k kvartlus, un apskasim pilstu ar k kvartliem. Sirosim divus
gadjumus.

1) Uz pilstas koniira eksist laukums, no kura var braukt gits iek&. Saksim no $
laukuma virzties pil€ta pa iehkm saskaa ar ieviestajiem virzieniem. Agri vaiglu
notiks viens no diviem:

a) mges izbrauksim uz konta;

b) mes noraksim laukuna, kura jau esam bijusi.

Abos gadumos hisim ierobeZojusi rajonu, kas satur mkanela k kvarlus un kam
var apbraukt apkt pa & kontiru. Saj rajora pec indukiva piepeémuma var atrast
vajadZgo kvartlu.

2) Tada laukuma uz konta nav. Bda gadjuma saksim virzties pil€ta iek& preg;ji
noraditajiem virzieniem un izdasim @du pasu spriedumuakpirmaj gadjuma.
41.20. Parbaude pada, kam> 3 . Farveidosim vieadojumu forna

ni=m(m-2).
Skaidrs, kan > m. Reiziratajs m+~2 nedads ar 3. htad n! satur pirmreiziataju 3
tada pas palape, ka ml. Tas nozme, kan=m+ lvain=m+ 2.
Jan=m+ 1, iegistam vieadojumu 3=m-m. Tatad 3 dais arm, t.i., m=3 n= 4.
Parbaude pada, ka Sis atris@jums der.
Ja n=m+ 2 iegistam vieadojumu m*+3m+4=m! Tatad 4 dais arm, t.i.,

m=4, n=5. Sis \ertibas neapmierinaikotngjo vieradojumu.

41.21. Sadaisim visus natulos skaitus no 1idz 100¢etras grufs pa 25 sekojoSiem
skaifiem. Viera no dm gru@m ir vismaz 9 dotie skdit Samaziasim visus
grupas skaltis par vienu un to pasu lieluma fai mazkais no dotajiem skdiem
Klatu vierads ar 1; tad féjie no 9 skaiiem neprsniedz 25. Jads no dotajiem
skaifiem ir 9, tad realigas starphba9-1= 8.

Aplikojam astqus skailu trijniekus, kas satur visus skag no 11dz 25 (izemot 9):
(1, 10, 18), (2, 11, 19), (3, 12, 20), (4, 13, 21),

(5, 14, 22), (6, 15, 23), (7, 16, 24), (8, 17,.25)

Kada no Siem trijniekiem s divi dotie skaii; stargba starp tiemis 8, 9 vai 17.



41.22. No vieridibas a+b+c=1 seko, kal+a=(1-b)+(1-c). No nevieadibas
starp skaiu vidgjo aritmétisko un vidjo geometrisko iegstam
1+a=(1-b)+{1-c)=2/{1-b)1-c).

Lidzgi

1+b=2,/1-a)1-¢),

1+c=2,/|1-a)il-Db).

Sareizinot s tiis nevieadibas, iegstam prago.

41.23. Piepemsim, ka visi progresijas lodekir pirmskaifi. Ja n&s pie&adisim,
diferenceid jadaks ar 2, 3, 5, 7, 11, tad > 2[3[5[7[11= 231@n hkis iedita

pretruna.

Apzimesim arp vienu no migtajiem pirmskaiiem. Pimemsim predjo, kad nedaks

ar p. Pieadisim, ka pirmiep progresijas locdk dod da#dus atlikumus, dalot gp.
Tie&m, ja a, un a dotu vieradus atlikumus, dalot g, tad a, —a, =d(j —i) daks

ar p. Ta ka d nedats arp, tad (j —i) daks arp. Bet tas nav iegpms, jo|j —i| <p.

Ta ka da&do atlikumu skaits imp, tad starp atlikumiemds af skaitlis 0. Gtad
vismaz viens progresijas loceklis aaharp.

Sis loceklis var Bt pirmskaitlis tikai, ja vieads arp. Ta ka p<12, tad papliko
gadjums, kada, <12. Tad aplikosim progresijas locekli ar numl(m +1) (tas ir

viens no aplkojamajiem 12 progresijas lodékm). Sis loceklis ir viedds ar
a, +ad=a (1+d), un, @tad, nav pirmskaitlis & >11+d >1). Apgalvojums

pieradits.

41.24. Konstriesim rigka liniju caurD, M un P; apZmésim s otro krustpunktu ar
taisniBC arK (skat. 41.7.m.).

41.7. Zm.



Apzimeésim OAPD =g¢ . Lielumsa nav atkaigs no punktd izvéles. No vieadibas
OBKD =[MKD =[MPD =a seko, kal1BKD ir konstants lielumsr . Tatad punkts
K ir fikséts.

No teoEmas par hordu nogrieda reizirasjumiem seko, ka
(BM + MN)INC = PN [IND = MN [NK = MN [{NC +CK ), no kurienes
BM [NC

VN = CK =const, ko aff vajadzja piefdit.

41.25. Piepemsim, ka A ir patvdigs kongresa delats; apzmesim ar
{K,,K,,...,K,,} vina simgtiju kopu. Jai apmierina visus del@tus, tad vajadgais

pieradits. Pimemsim, ka @ neapmierina delatu B, kura simgatiju kopa ir
{s.S,.....S,}(tai nav kopigu elementu a’ simpatiju kopu). Apskaisim cetras
iesgEjamas komisijas:

1) {K,,....Ks,S,,....S},

2) {K,.....Kq,S,.....S}

3) {Ker- Ky, Spyoos S5}

4) {K,,....K;5,Ss..... S0} -

Mes apgalvojam, ka vismaz viena namt apmierina visus deléts. Tieadm,
pienemsim pregjo, ka 3s komisijas neapmierina attigc delegitus C, D, E, F. Tad
viegli parbaudt, ka 6 ciheku grupuA, B, C, D, E, F neapmierina nékla divu ciheku
komisija. Pragais pieadits.

ak a'k+1 +1

a
<1.Jaa, 2a,,, tad —*<
ak+l ak+l ak+l

Pienemsim, kas indeksak verttbam pasiv nevieradiba a, <a,,,, bet n—-1-s

41.26. Ja a, <a,,,, tad <2,jo a, >1

vertibam pasiv nevieradiba a, = a,,,. Tad

a, ~ & =(a‘n _an—1)+(an—l_an—2)+”'+(a2 _ai)ss'

S<s+1,jo a, >1.

Tatad apskama summa maaka par
s+20{n-1-s)+s+1=2n-1.

41.27. Lemma. Ja uzdevur noraditaja veida nokrsoti nogriedi, kas savieno 6
punktus, tad noteikti atragles trijstiris, kura visas malas nagotas vieadi.

Pieradijums. Izvelamies vienu punktu. No pieciem nogméim, kas no @ iziet,
vismaz tfs nokasoti vieradi (pienemsim, balti). Ja kaut divi no So nogmeZotrajiem
galapunktiem savienoti ar baltu nogriezni,tstgm trijstiri ar balem mabm; pretja



gadjuma iegastam trijstiri ar melram makm, kura virsotnes ir So 18 nogrieau

galapunkti. Lemma piedita.

Pienemsim, ka starp 7 dotajiem punktiem esam atracalgi krijstiri ABC. Apskatim
6 punktus bezA. Starp tiem jbut vienkr@asainam trijsirim. Ja tam nav malaBC,

esam atraduSi praes trijstirus. Tapéc apskasim gadjumu, kad ir vienkisains
trijstaris BCA, ; skaidrs, ka tas ir baltsidzigi atrodam arbaltus trijstirus ACB, un

ABC, .

Ja kaut divi no punktien?, B, C, atkiras (pimemsim, A nav B,), ngs iedistam
prastos trijstirus BCA un ACB,. Tatad papliko gadjums, kad tie visi ir viens
punktsS ABCS sauksim par baltu tetraedru.

Aplikosim 3 atlikuSos punktus. Ja kaut viens no tiemiesmts ar diam balé
tetraedra virso#m ar baltiem nogriegem (piengram, M ar A un B), iegasim divus
baltus trijstirus MAB un CAS Tatad balto nogriequ, kas savieno tetraedru ar
pargjiem punktiem, ir ne vaidik ka 3. Tas noung, ka ir tetraedra virsotne (giemsim,
S), kas savienota araggjiem punktiemM, N, K ar melniem nogriegem. Ja visi
punkti M, N, K savienoti sa¥ starf@ ar baltiem nogriedem, der trijstiri ABC un

MNK; ja, piengram,M unN savienoti ar melnu nogriezni, der trijstABC un MNS.

41.28. Apzimésim doto polinomu arf (x). Tad
f(n)=m, f(n+1)=m+1, f(n+2)=m+2.
Apliikosim jaunu polinomug(x) = f (x)—x—m+n.
Viegli parliecinaties, kag(n) = g(n+1)=g(n+2)=0.
Ta ka g(x) koeficients pie veika loceKa ir 2, tad
g(x) = 2x=n)(x~(n+1))(x~(n+2).
Vienadiba
2x* -60x2 + (@a-1)x —m+n=2(x—n)(x- (n+1))(x - (n+2))
pielidzimam koeficientus pie x*; iegistam 2(n +n+l+n+ 2) =60, tatad n=9.
Pielidzinot bivos locekus, iegistam 9—-m=-2[9[10[ 11 no kurienesm= 1989
Tatad mekéjamas polinoma ertibas ir 1989, 1990, 1991.

41.29. No sakaibas starp sekansu nogmezm rinki BN [BA=BM [BL un

CK[CA=CLICM . Izdalot 3s vieradibas vienu ar otru, i&gtam
BM _ BN[ABICL

MC BLI[CK[CA

No bisektrisegpasdbas seko, ka'E = E; tapec BM = ﬂ.
AC CL MC CK

10



No Cevas teamas o = (2N =1; tapec AN = NK . No 3s vieradibas un noa,
MC KA NB

ka OONAL = OKAL seko trijstiru ANL un AKL viemadiba. Tatad AL ir dota rinka
diametrs, unJAML =90°.

41.30. Apluiko Ss funkcijas redukciju g& modda 1991 un pieda, ka kop
Z,00,={0,1,2,...,1990 tai izpildas ipagbas

1) f(x)=y(modl99) - f(y)=x(mod1997),

2) f(x)# x(mod199]).

Tatad kopai Z,,,, jasadais skaifu paros, bet tas nav iegams, jo & satur nepra

skaitu elementu.

1 _ _ 12 _ 4
x2+y2_t'TadX_S(Hl)’y_S(l—t)

ayrolo 144 16
t 25t+1)? 25t-1°

42.31. Apzimesim . Tapec

Parveidojot, iegistam

25% —-16Q° + 2062 =160 + 25=0.

Zs(t2 +ti2j—16((t +%j+206: 0.

Apzimgjam t +% =z;tad

lzdam ar t?

2522 - 2)-160+ 206, z, :g, z, :2—56.

Pirmap gadjuma atrisirsjumu nav. Otrag gadjuma t, =5, t, =

gl

AtbilstoSi x, :é, y, = —é un X, =2,y, =1.
Parbaude pada, ka abi atrisigjumi der.

41.32. Katram atzmetajam kubham apiikosim 3 rindas nm kubiniem katra, kas So
atZimeto kubipu satur. Ja praa taisnlenka trijstira nelaitu, tad vismaz divas nams

rindam citus atamétos kubpus nesatwtu. Tad &du rindu izraktu vairak neka

gnz [2 = 3n?(katru rindu var ieskait tikai vienu reizi), bet kubpavisam ir tikai3n?

rindu. (Ar rindu saprotam kubinus, kuru centri atrodas uz taisnes, kas pEraienai

no kuba Eautrem.)

11



41.33. Apzimesim ievilkta rinka centru at, apvilk@ rinka centru a©, punktu, kurBl
pagarirajums krusto apvilkto rika liniju, arK (skat. 41.8.m.).

B

41.8. Im.

Mes pieadisim, katrijstari CNM un KOI ir vienadi; no & sekos, kaNM =OlI . Més
pieradisim, ka trijstiris CNM iegistams no trijstra KOI ar pagriezienu par 90no &
sekos, kaNM[IOI .

Apzimesim rinka radiusu arR. Tad BC =2RsinA=R; tatad at BM =CN =R. Ta
ka Bl ir [OB bisektrise, takK ir loka AC viduspunkts,apéc OKLCINC ; skaidrs ar, ka
OK =NC .

leverosim, ka AMBK =ACBK (péc divam mabm un leka starp am). Tapéc
MK =CK . Ta ka 0OBKC =[OBAC =30°, tad OMKC =60°; MKC ir vienadmalu
trijstaris, un itad MC =CK .

No trijstaraBIC argja lenkaipasbas seko, ka

OCIK = OCBK +0ICB :%(DABC +[0BCA). Tai pai laika

UICK = 0ICA+ UACK :%DBCA+ UABK :%(DBCA+ DABC).

Tatad OOCIK = OICK, IKC ir vienadsanu trijstiris un CK = IK . Ta ka jau pieédits,
ka MC =CK, iegastam, kaMC = IK .
Trijstaris MBC ir vienadsanu, aitad & virsotnes leka bisektrise ir araugstums;apéec

IKOOMC . Beidzot, JOKI =[ONCM Kka lenki ar savstargii perpendikuiram makm.
Tapec AOKI =ANCM pec divam mabm un leka starp am. Divu malu fru

12



perpendikulariite nosaka to, ka tie iagtami viens no otra ar pagriezienu paf.90
Lidz ar to preasais pieadits.

41.34. Aplukojam kb mairas atluma kvadits no punkta itlz koordiritu
sakumpunktam. Pigemsim, ka esam nakusi punks, kuram atiluma kvadéts lidz
koordiratu sakumpunktam ir maksiatais. Var pietdit, ka tas var samadzities tikai
gadjuma, ja tas ir pregjs iepriek§jam dajienam, bet tas ir aizliegts.apec attlums
visu laiku palielirasies un atgrieztieskumpunké nav iespjams.

41.35. Ja lds n =1 tad viegli ie@t, ka ar pargjie n, ir vieninieki. Tapec
piepemsim, ka visin, ir atkirigi no 1. Protams tie ir ne@m skaiti. Apzimesim
skaifa n, mazko pirmreizirataju ar p,.

No kongruence®" =1(modn,,) seko, ka2" =1(modp,,,).

No Ferna mazs teogmas seko, k2™ =1(modp,,,).

Apzimésim arx mazko natuélo skaitli, kuram2* El(mod piﬂ); skaidrs, kax > 1.
Tad x|n, unx|p,,— 1

No pirmas dahmibas seko, kgp, < x (jo p, ir mazkais n, daliitajs, neskaitot 1); no
otras dahimibas seko, kep,,, > X.

Rezulata iegistam, ka p, < p,, visiem i. Sis nevieadibas cikliski dod pretrunu.

Apgalvojums pieidits.
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