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LATVIJASREPUBLIKAS42. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

42.1. ApzZimgjam x° + x = y; iegastam vieaidojumu y =i+1, no kurienes seko
y

y, =—2 un Yy, =1. Risinot viemdojumu x*+x=-2, atrisirsjumu nav; risinot

-1+
vienadojumu x* + x = 1, iegistam atrisigjumus X, = 1‘2\/5

42.2. Piememsim, ka 1. maitSokokdes cena bija 1, un cenas tika paaugssn
dienas. Ja dda veikak cenax dienas paaugstijas 2 reizes, beh-x dienas — 3

reizes, tad Sokatles cena Sajveikak paSreiz ir2* 3" = @j [3". Reiziratajs 3"
visiem 10 veikaliem ir kojgs, &tad reizirtajiem (gj jaatkiras. Tatad pat&iras

atbilstoSajiem #&pinatajiem x, kas ir veseli nenegat skaiti. Ta ka to pavisam ir 10,
tad liebkais kapinatajs parsniedz maako vismaz par 9. AtbilstoSo cenu atiieg ir

9 3
vismaz(Ej = (2—7j >3 =27
2 8

42.3. Apskatim 42.1. zmgjumu.
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Sakotrgja kastte ir ACDG, jaura — ABLJ. Mongtas tiek @rvietotas uz jauno kast
sekojosi:

a) Tas morttas, kas vecajkasite neizietarpusABEG atstjam uz vietas.

b) Fargjas morttas atrodas taisnst XCDY, jo to diametrs negosniedz 10 cm. ds
parvietojam uz ida paSa iz@ra taisndira ELKF.

¢) Jauno mogtu ievietojam kvadita GFKJ.

42.4. Aplukojam 42.2. amgjumul.

42.2. Zm.

Ta ka AB ir pusrigka diametrs, tadlJANB=90°. ApzZimgjam ONCS=[0SCA=a ;
tad ONOC =90° -2a, DAON =90° + 2a un, & ka AONir vienadsanu trijstiris, tad
OANO=45°. Savukirt [INTC=90°-a un OSTN=90°+a. Tapéc no ARTN
iegistam ONRT =180 - JSTN- JANO=18C - (90° + a) - (45° - a) = 45°.

Tatad taisnleka trijstirt RNV viens no Saurajiem f&iem ir 45°; fatad tas ir
viemadsanu trijstaris.

n(n+1)

42.5. Masu summa il+2+---n= . Acimredzot nepiecieSamais nogams

n(n+1)

ir, lai & summa btu para skaitlis. Ir para skaitlis, jan =4t vai n=4t + 3.

Pieadisim, ka migtais nosagums ir af pietiekamais.

To viegli pieadit ar materatisko indukciju, pagdot kazes pierdrus, jat=0un
pievienojot pa 4 akmgem: kun(k+3) npievienojot vienai kaudzei, bet
(k + Jun(k +2) -- otrai kaudzei.

42.6. Apzimejam skaitus ar a, a+d, a+2d. No vieradibas
a® +(a+2d)’ =2(a+d)? viegli seko, kad = 0



42.7. Apzimesim figarasF laukumu al{F].
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42.3. Im.

Ta Kka trijstari KLD un CAD ir homottiski ar centruD un koeficientu 2, tad
[KLD] = %[CAD] .

Ta ki OM ||CA unKL ||CA, tadOM || KL . No Sejiene$kLO| = [KLM].
Trijstari KLM un CABIir homottiski (centrsD, koeficients 2). Ftad
[KLO] =[KLM] =%[CAB].

No 3ejienedOKDL] = [KLD]+[KLO] = %([CAD] +[cAB]) = %[ABCD] .
Apgalvojumus par ciim cetrstira ddam piefada lidzgi.

42.8. Uzraksim $o virkni c modda 11: 1, 4, 2, 7, 0, 1, ... 18irkne ir periodiska
ar perioda garumu 5. Redzam, &g, = a,, daks ar 11.

42.9. Atliekam uz leka mahm OA, =OB, =%. Novelkam punktosA, un B,

perpendikulus pret td&ka maim, uz kuim tie atrodas; to krustpunk® atrodas uz
lenka A,OB, bisektrises (skat. 42.41m.).



42.4.2m.

No vieradibam OA+ OB =1+ OA, + OB, seko, kaAA, = BB, . Tatad trijstiri ARA
un BREB ir viemadi. No Sejienes seko, kdaOAR+ [JOBR=180". Tatad apcetrstiri

OARBvar apvilkt rinka liniju. Tas nommg, ka visas apkojamas rinka linijas iet caur

fiksétu punktuR.

42.10. a) &, skat. 42.5.imgjumu.
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42.5. Im.

b) Ne. Ta ka horizontlie un vertililie posmi novietojas parsus, tad to skaitienalat
vienadiem, &itad posmu skaitanabat para skaitlim.

c) N&. Kopigajai céu summai ir jbat para skaitlim, bet 1+2+ ... + 14 navdm@
skaitlis.

d) Ne. Paratlo posmu algebrisksumma ir 0. Ttad pbut

+2+4+6+8+10+12=0; sasinotar 2, iegstam+ 1+ 2+ 3+ 4+5+6 =0,

tacu vieradibas kreig puse ir nefra skaitlis, t.i., nav 0.



42.11. Skaidrs, kagparbauda tikai punkts 1. Funkcijas atvasimjums punki 1 ir 2;
funkcijas x® - x+1 atvasiajums punki 1 af ir 2. lewrojot af , ka funkcija ir

neprtraukta, seciim, ka tai eksigtatvasiajums visos skaiti ass punktos.

42.12. Tads ir, piengram, 42.6. Tngjuma paiditais sessiris.

42.6. Zm.

42.13. Caur pirmo taisni novelkam plakai, kas krusto otro un treSo taisni punkfos
un B. Skaidrs, ka taisnAB krusto visasI&rsas taisnes.

42.14. Piemdisim, ka mazka iesggjama f(2) vertiba ir 4. T ka funkcija f = x?
apmierina uzdevuma nogasnus, tad @rtiba 4 realizjas. Pigemsim, ka f(2)
vertiba var it mazika par 4;1 ka dots, kai ir lielaka par 2, tadf (2) = 3.

Apzimesim f(3)=a. Tad a® = f(3)° = £(32)= £(9)> £ (8) = £(2°)= £ (2° =27,
tatad a> 6. Lidzgi a° = f(3°)= f(243) < f(256) = f(2°)=3°. Tatad jibut 6° <3°,
jeb, sasinot ar3°, 2° < 3%, bet § nevieradiba ir nepareiza. &ad f(2) nevar piaemt

mazku vertibu par 4.

42.15. Skat. 42.7. un.

42.7. Im.



leverosim, ka lakis BAC ir fikséts lielumsa, jo “mazaj” rinka lnija balstis uz
fiksetu loku. Ta ka a=%(D BC-DOMN) ( loki aplikoti “lielaja” ripka finija), tad

loka BC garums ir fiksts; fatad ar hordaBC ir fikséta garuma. Apumesim “lielas”
rinka linijas centru aD, BC vidusperpendikulu — &, ap trijstiri ABC apvilktas ripka
Iinijas centru aS. Ta ka BC ir fikséta garuma, ta®T garums arir fikséts. Ta ka
[OBSC=2a, tad atr TSgarums ir fiksts. Tatad ar OSir fikséta garuma, uis atrodas
uz rinka linijas ar centru punktO.
42.16. Apzimgjot tg x =y, iegistam vieadojumu

y?—y+1=0.
Sim vieradojumam nav atris@jumu, &Gtad af sakotngjam vieradojumam nav
atrisinrgjumu.
42.17. Novelkam CE || BD (skat. 42.8.1im.).

B C

42.8. Zm.

Tad BCED —paralelograms,apec DE = BC un AE= AD+DE = AD+BC=AC.
Tapec CAE ir vienadsanu trijstaris, kura lekis C ir 60° vai 120; tatad [0C =60° un
trijstaris CAE ir regulirs. No Sejienes seko, kai drijstiris AOD ir regubrs. No
Sejienes viegli seko praais.
42.18. Parraksisim vieridojumu &di: (n+1)" =nH+1. Aplakosim kidu no (n+1)
dalitajiem p. Tad p<n+ 1, ta ka n+1nevar daties ar skaliem, kas maaki par
n+1, tad n+1= p ir pirmskaitlis. Jan+1= 2tadn=1un k=1, jan+1= 3, tad
n=2unk=1;jan+l=5,tadn= 4unk= 2.
Ja p > 5, tad, izmantojoiNatona binoma formulu, iggtam

n=(n+1)-1=n* +kn*?* +... + kn.



Ta ka nl daks arn?, jo n'=(2m)=2m0O--n0-- (201, tadk dalis arn. Tas nomg,
ka k>n. Tada gadjuma ni=(n+1)"-12(n+1)"-1>n", bet & nevar tit. Tatad
vierigie atrisirsjumi ir tie, kas naiditi sakuma.

42.19. Apgalvojumu piefida, izmantojot smaguma cent@zienu. Kati virsotre

jaievieto &da masa, lai sfas pieskarSas punkts btu atbilstoSo virsaiu masas
centrs. Tad visi dotie nogrigiZkrustosies visas sihas masas ceatr

42.20. Pienemam pregjo, ka &du 5 ciheku nav.

Tad vispirms pietda divus apgalvojumus:

1) Katrs ciheks rura tieSi 3 valods.

2) Neviera valoda nerura mazk par 3 cilhekiem.

Tatad ir valodas kuis rure 3 vai 4 ciheki. Aplukojot dazdus variantus, idgtam
pretrunu.

42.21. Vispirms piedisim apgalvojumu: jan=3t+ 2tad skaifa n visu daitaju
summa dals ar 3.

Ta ka n nav natuila skaita kvadats, tad visi 3 dalitaji sadahs paros [d, gj kuru

summa dds ar 3; tiedm, ja d =1(mod3), tad EE§

d =2 (mod3), tadg E% =1(mod3). Apgalvojums piedits.

=2(mod3) un otadi, ja

Lidzgi pierada, ka skala n =8t + 7 visu daitaju summa dais ar 8.
Ta ka n+1 daks ar 24, tach=3t+ 2in n=8k + 7; tatad n dalitaju summa dals ar
3un §, t.i., arar 24.

42.22. Ja var. Apskatsim &du taiiu sisEmu:

1) 5 savstarpji paraklas taisnes,

2) 5 savstarfi paraklas taisnes, kas nav patal iepriek8jam,

3) 6 savstarfi paraklas taisnes, kas nav patal iepriek8jam,

4) 1 taisne, kas nav pagtd iepriekgjam.

Skaidrs, ka krustojas jebkuras divas taisnes nadda¥ grum. Tatad Krustpunktu
skaits ir5[5+5[6+5[1+5[6+5[1+6[1= 101

42.23. leverosim, ka(x - y)(x* - y?)= 0 (abu reizintaju zimes ir vierdas). Bpec

x3+y32x3+y3—(x_y)(§_y2):(X+y)(;(2+y2):X;yZ\/X_y:

Jxy QX2 +y2 =[xy df2xy = /2 Cxy.




Prastais pieadits.

42.24. Apzimgjam [OADP=a un [ODAP= /. Novelkam PK|| AB, atliekam
PO = AB =CD (skat. 42.9.um.).

42.9. Zm.

Tad ABPOun CDOPIr paralelogrami,atad JAOP = 2a un [ODOP =24. Atliekam

OS=0A. Tad no argja lenka ipaSbas [OSA= DOAS:%DAOPza, tatad

OASP=UADP un apASDPvar apvilkt rpka fniju.

Tapec OPSD=0OPAD=4 un [OODS=0ODOP-0DSP=28-p3=p3. Tatad
(ODSO=010SDOun OS=0D. Tatad apASDPapvilkta rinpka centrs itO. No Sejienes
seko pragas vieradibas.

42.25. a) Ne, nevar. Sauksim paiapai A vissvedko plapu to fgapu B, ar kuru papa
Aruna ka ar gdgjo, un apzmesimB =S (A).

LemmaJaB =S (A), tadA = S(B).

Tie&am, ja dapaB péc sarunas aA rumtu \él ar kadu gdapu C, tad viha §s sarunas
laika uzziratu C jaunumu, ko saska ar nosagumu vina \€l nezirgja, rurajot ar A,
un af neuzziija, rurajot arA. Bet & ka A péc sarunas aB vispar vairs nerufja, tad
A neuzzija C jaunumu. legta pretruna pieada lemmu.

No lemmas seko:]lppas sadabk “savstarpji vissvedko” plapu [@aros, ttad to skaits
nevar it nefra skaitlis.

b) &, var. Vispirms sadalalfipas grups pa 4 un katras grupas ietvarosgbapilnigu
informétibu.

Pientram, &:
1.stund A arA,, AjarA,

2.stund A arA;,, A arA,.



Tagad apunesim gapas no 3 grupm ar A, B,,C,,i =1, 2, 3, 4, un izveidojami$r
jaunus “kolekivus”; kat no tiem ietilpst 2 fapas no vienas grupas un pa vienai no
pargjam gru@am:

Kl . A‘i’ AZ’ Bl’ Cl’

K,: A, B, B;C,;

K;: A, B,C,C,.

“Kolektiva” K, ietvaros piliigu infornetibu var paakt, piengram, &di:

1.stund B, arC,

2.stund A arB, un A, arC,.

Lidzgi rikojas fargjos “kolekivos”.

42.26. Vispirms atzmesim, ka maksirla summa eksist jo dazdu sadajumu skaits

ir galigs. Apikojam maksinalo sadaijumu un pieidam, ka

a) taja nav skailu n=5; jo n var aizsit ar skailiem 2 unn—- 2 Kkuru reizirijums
lielaks parn;

b) taja nav skaita 1, jo vieninieku var pievienot jebkuram rebtidjam, un
reizimajums palielirisies;

c) var iztikt bez skala 4, aizvietojot to ar 2 un 2;

d) sadaijuma nav vaigk par diviem skaltem 2, jo tis divniekus var aizvietot ar
diviem trijniekiem; reiziajums palielirisies, j02x2x2<3x 3

Tatad maksimalaja sadafjuma ir tikai skaifi 3 un 2, turkét divnieku ir ne vaik par

diviem. Ta ka 1992= 3[664, tad maksiralais sadajums sagiv no 664 trijniekiem.

42.27. Skaidrs, kan nevar It para skaitlis, tad vieidojuma kreig puse ir poziva.
Jan=1tadx=-4
Pienemsim, kan> 3ir negara skaitlis. Izvirzot pc Natona binoma formulas, kreigaj

n

pus iegistam polinomu ar véko locekli x" un bivo locekli 2™'. Tada

vienadojuma vesals saknes varil tikai skaiti x = +2', t — vesels nenegas skaitlis.

Parbaude pada, ka nedet = @nt=1 Jat> 2 tad, apmmgjot t = p+1, iegistam
22w+ e 20) +1-2) )= 0.

Tacu izteiksme iekads pec modua 4 nav vieada ar O.

42.28. Trape€ ABCD ievilkts rombsPQRS O ir ap trapeci apvilkis rinka linijas
centrs (skat. 42.101m.).



B Q C

42.10. M.

Apzimgjam arM un N malu AB un CD viduspunktus. Skaidrs, KsIN iet caurQS
viduspunktu (tas ir romba diaggin krustpunktsX). Novelkam RT||MN . Ta ka
PX = Xk, tad PM = MT (Talesa te@ma). Ta ka MT = RN, tad PM =RN. Ta ka
trapece ir vieadsanu, tad OM = ON; izmantojot vieadibu OOMP = JONR=90°
iegastam, ka trijsiri OMP un ONRir vienmadi. Tatad OP=OR un O atrodas u®’R
vidusperpendikula — taisn& ko af vajadZja pieadit.

42.29. Ja, var. Piedda, ka sadgumu skaits, kas saturatu 10-loceku aritnetisku
progresiju ir mazks par visu sadglmu skaitu.

42.30. a) Ne, nevar. Sauksim paiapai A vissvedko plapu to fgapu B, ar kuru papa
Aruna ka ar gdgjo, un apzmesimB =S (A).

LemmaJaB = S(A), tadA =S(B).

Tie&am, ja dapaB péc sarunas aA rumatu \él ar kadu gdapu C, tad viha §s sarunas
laika uzziratu C jaunumu, ko saska ar nosagumu vina \€l nezirgja, rurajot ar A,
un af neuzziija, rurgjot arA. Bet & ka A péc sarunas aB vispar vairs nerufja, tad
A neuzzija C jaunumu. legta pretruna pieada lemmu.

No lemmas seko:]ppas sadabk “savstarpji vissvedko” plapu @aros, &tad to skaits
nevar it ne@ra skaitlis.

b)Ne, nevar. Pierdijums izmanto lemmu un analogu apgalvojumu par pisanu
biedreni.

42.31. Skat. 42.11. imgjumul.

10



42.11. mm,

Apzimgjam rinka diametru ard. Acimredzot apAVBS var apvilkt ripka kniju ar
diametru VS Ta ka 0OV =0OUVR ir ievilkts divas ripka lnijas, tad iegstam

vienadibu AB_ sinV = UR : Lidzgi
Ve d
AB+CD = VS([jUR + ST([jUR _ UdR (VS+ ST) _ UR[VT'

URIVT

Lidzgi pierada, ka AD+BC = . Tatad AB+CD = AD +BC, un cetrstirt

ABCDvar ievilkt rinka lniju.

42.32. Jaa =1, der jebkurk un y =1.
Jaa> 2, varpemtx=a+1 y=a’+a-lunx=a-1 y=a’-a-1

42.33. Ng, nevar. Pretruna rodas na@, tka 7-stira vickjais lepka lielums ir

18@—@<120° , bet ka# kopigaja virsotre savienojas vismaz 3dki, tatad to

vidgjais lielums neprsniedz ? =12C.
42.34. Pieradisim visparigakus apgalvojumus:
@jan=23x >0,...,x,>0un xX,---x, 21, tad

1 1

= +... <n-1;
1+x 1+X,

n

(b) jan=23 x, >0,...,x, >0 un xX,---X, < 1, tad

s=_1 4.1 51

Tol+x 1+X

Bazi pie n = 3 parbauda tiesi.
Induktiva pareja (a) gaguma:

11



Varam pigemt, kax, 2 X, 2...2 X, 2 X,,

Tad nox X, - X X ,, = 1seko, kaxx,---x, = 1Tapec

n =

<(n-1)+1=(n+1)-1.

Sn+1 = Sn + 1
1+ n+l
Induktiva pareja (b) gaguma:
Varam pi@emt, kax.,,, =X, 22X, 2 X,.
Tad nox X, - X X,,;, < 1sekoxX,---x, < 1
1

Tapec S, =S, +
pec S, i

n

>1, ko af vajadZja piefdit.

42.35. a) Ne, nevar. Sauksim paiapai A vissvedko plapu to gapu B, ar kuru papa
Aruna ka ar gdgjo, un apzmesimB =S (A).

LemmaJaB =S (A), tadA = S(B).

Tiesam, ja dapaB pec sarunas aA rumatu \él ar kadu gdapu C, tad vha 3s sarunas
laika uzziratu C jaunumu, ko saska ar nosagumu vina \€l nezirgja, rurgjot ar A,
un af neuzziija, rurajot arA. Bet & ka A péc sarunas aB vispar vairs nerufja, tad
A neuzzija C jaunumu. legta pretruna pieada lemmu.

No lemmas seko:lppas sadak “savstarpji vissve$ko” plapu paros, Gtad to skaits
nevar it nefra skaitlis.

b)NE, nevar. Pieadijums izmanto lemmu un analogu apgalvojumu par pisanu
biedreni.

42.36. Viegli parbaudt, ka 10" +1 dabs ar 121. Eipec eksist bezgaigi daudzi idi
k, ka 10 + 1 daks ar 121 (piedram k=11, t — negra skaitlis). Apzmgjam
10* +1=121& . Tad10*® < a <10“?; tatad skaitlisa saturk — 2ciparus.

Apskaim skaitli 100a(10" +1)= (110a)*; tas ir vajadmga tipa skaitlis, jo iegstams,

divas reizes gt kartas uzrakstot 1G0

42.37. S attieaba viennar ir lielaka par% un mazka parg .

42.38. Acimredzot, nosapmi viennoZmigi nosaka a atkatba no a,un

n+l?

a,_, (pusstgta intenala ar garumu 1 vienar ir tieSi viens natuils skaitlis).
Pieladisim, ka virknex, =2, x, =7, X, =3X, +2X,, apmierina doto nevi@dibu.

1 n+l

Tad x, = a,, un uzdevuma apgalvojum§ikt admredzams.

leverosim, ka
Xn+1 D( - X2 = (3X + 2Xn 1) n -1 (3Xn -1 + 2Xn -2 ( )
Taka x, = 25 un @pec x,x, —xZ =1, tad x ,, [k, —x? = (- )
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Ta ka x,_,>2"" (to viegli mrbaudt, izmantojot matemtisko indukciju), tad

2
n

Xn—l

X [—

s% un vieradiba pastv tikai pie n = 2. PraStais pie&dits.

42.39. Varam uzskat, ka P(x) = (x - x )(x = x,)---(x— x, ). Tad

P'(X): 1 + 1 +... 1 . Atvasinot, iegstam
P(x) x-x x-X, X=X

PrOJPO)-(PO))* _ (1, 1 1
P2(x) [(x—xl)z (x=x,) (x—xn)ZJ >

no kurienes seko praais, jax # x,. Jax = x;, doto nevieadibu @rbauda tiesi.

42.40. Ar indukciju pieida, ka 2+ 1 delegtu gadjuma pietiek ar 3t jaujumiem.

Jat =0, apgalvojums ir amredzams. Piggmam, ka apgalvojums péglits visiem

skaifiem, kas maaks parn. CiparipS prasa gc kartas prasad,,d,,...: “Kas ir d,?".

Tas turpiras, kangr pirmo reizi iesijas viena no sitcijam:

a) n aptaujtie saka, kad, ir kimikis. Tad d, tiesam ir kimikis, un ar prgjiem
jauajlumiem vinS pareizi atbilds par nenoskaidrotajiem delgigm. Viegli
parbaudt, ka ko vajadZgi 3n jaujumi.

b) Vairak aptaujito teikusi, kad, ir alkimikis, nek, ka d, ir kimikis. Saj gadjuma
aptaujits nepra skaits delegju; starp tiem und, kopa alkimiku ir ne maak ka
kimiku. Starp atlikuSajien2k + #@lelegitiem kimikus un atimikus var noskaidrot
ar X jauajumiem ec indukiva piepémuma. Tagad mums ir Zms kimikis, un
pie vipa noskaidrojam visus Saigios delegtus. Viegli @rbaudt, ka kop
vajadZgi ne vaigk ka 3n jaujumi.
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