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LATVIJASREPUBLIKAS43. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

43.1. Pagariam BO lidz krustpunktanM ar AC (skat. 43.2.um.).

B

43.2. Im.

Varam uzskat, ka AM = MC. Acimredzami BO <BM <BC = AC < AO +CO.
Lidzgi pierada, ka AO < BO+CO un CO < AO +0OB. Tatad nogrieau AO, BO un
CO garumi apmierina trijsta nevie@dibu, un no Siem nogriaiem var izveidot
trijstari.
43.2. Apzimgjam Xy = X+ y = a un pierakstm otro vieradojumu k&

(x+y)* - 2xy =1, no kurienes

a?-2a-1=0 una=1++/2.
Jaa=1-+2 iegustam atbildes
x:l'fi% 22 -1, y:1—2\/§¢% 22-1,
pre€ja gadjuma atrisirajumu nav.

43.3. Skat. Zm. 43.3.



43.3. Zm.

Ta ka trijstariem ACO un ADO ir vienadi pamatiAO un DO un kopags augstums pret
tiem, tadS,., = Sy, - L1dZgi pierada, kaS.z = Sz; UN S,or = Spoe -

Saskaitot & vieradibas, iegstam, kaS,.. = S - Ta ka cetrstiri FCDE un CFAB

ir simetriski attietha pretO, tad to laukumi ir vieadi, tapec

Sascoer = 2Skcpe = 2Sack -

43.4. Visus skailus sadaim grugs no k* lidz (k +1)2 -1 (pedgja grupa ir nepilna).
Katra S&ada grupa tieSi trim skailiem izpildas prasta ipa3ba: tie ir skaili k>, k* +k
un k® + 2k . No Sejienes seko, ka pramsskaitu daudzums ir 92.

43.5. Pavisam irl0° da#du virkrisu. Piesdisim, ka maksirlais kodu skaits id.0° .

1) Piepemsim, ka kodu skaits ir lighs par 10° . Aplikosim kodu pirmos piecus
ciparus. Variantu skaits 0° , &itad no Dirihk principa seko, ka vismaz diviem
kodiem pirmie 5 cipari sakrs.

2) 10° kodus var izveidotadli: nemam virknes, kam pirmie 5 cipari ir patviagi
(tadu pavisam irl0’); pedgjo ciparu iz\Elamies §, lai skaita ciparu summa
dalitos ar 10. Viegli prbaudt, ka divas &das virknes aidras vismaz digs viets.

43.6. Apzimésima=3+a;tadb=5-a un

a’+b’=(3+a) +(i-a) =i+2a+3a%+a’ +i-2a+ia’ -a* =3+30° 21,

43.7. Ta ka trijstariem, kuru pamati ir viexdi un atbilstoSie augstumi ir viadi,
laukumi ir vieradi, tad Sy, = Syo UN Sgyo = Scvo (Skat. 43.43m.).



N

43.4nz

SAMC = SAMO + SCMO = SANO + SCNO = SANC '
Tatad Sypc = 2Sxuc = 2Sae = Sanc -
43.8. Atverot iekavas, firveidojumu céa pakapeniski iegistam
n*+n*+2n+1=m"+m*+4m’ + 6m* + 4m+1
2n% +2n =2m"* +4m® + 6m’ + 4m

n>+n+l=m*+2m®+3m? +2m+1

n+n+1=(m*+m+1)>?

Bet n” +n+1 nevar It natugla skaita kvadats, jo atrodas starp divu viens otram

sekojosus natalu skaifu kvadatiem:
n®<n®+n+1<(n+1)>%.

Tatad vieradojumam atrisigjuma natuilos skaitos nav.

43.9. Saskaa ar teoemu par ievilktu leki, kas balsts uz diametru, nka fnijas iet
caur augstuma pamatieng, paidits 43.5.2mgjuma

Saskaa ar teoemu par hordu nogrieii reizirejumiem HP HQ = HA[HA, (kreis
rinka finija) un HAHA = HM [HN (laba rigka finija). Tatad HP[HQ = HM [HN .



No pedgjas vieradibas seko, ka% :%, tatad trijstiri QHM un NHP ir idzgi

(lenkis un & piemalu proporcionatite). Tapéc JPQM = [PNM , no kurienes seko
ari vajadzgais.

43.10. Apzimesim ara to nenulles ciparu, kas pirmo reizi pdds skaita A pieraksi
velak par visiem prejiem; skaidrs, kaa ir devtais vai &l talaks cipars. Arb
apZmesim to noa at¥kirigo ciparu (varbt af 0), kas pirmo reizA pieraksi pec jau
mingtas a pa@ldiSaris pakdas \elak par visiem citiem; skaidrs, k& ir
astmpadsmitais vai & talaks cipars. Aizb skaila A pieraksi ir ne vaigk ka
25-18= 7 cipari, itad vismaz viens no cipariem, kaskatds gan n@, gan nab, tur
nav sastopams; ajesim to arc. Skaidrs, kaabc ir trisciparu skaitlis ar vaja@igo
ipasbu.
1

=L =2 (divi divnieki);
2_1 11 3

2 2

43.11. leverosim, ka

=§ (tris divnieki).

Ar matenatisko indukciju piefidisim, ka #das izteiksmes artiba, kas satum

divniekus, ir %1 Baze jau prbaudta. Indukivas parejas pareigza seko no
n

vienadibas
1 1 _k+1_ (k+1)

2-J 22k )2 (k+1)+1]

k+1 k+1

Atliek atzimét, kan un n+ 1ir savstarpji pirmskaiti (ja tie abi dattos ar kdu d, tad
ar d biatu jadals af starpbai (n+1)-n=1, bet 1 no natatiem skaitiem dafs tikai

ar 1).

Tatad uzdevuma atbilde 1}%
199«

43.12. Apzimesim trijstira malu garumus &, b, ¢, laukumu arS, pusperimetru ap,
ievilktas un apvilkis rigka finiju radiusus atbilstoSi arunR.

No paistamaim formulm

Szﬁz pr , tatad
4R

a_bc: pr un 4Rr :@ jeb
4R p



(2R)f2r) = ab == .

p
Ja pieddisim, ka£<1, tad no pdgjas vieradibas seko, kaab>(2R){2r), bet
Y
Cc atb+c o _ . .
—<1le c< = c<a+b, kas ir taistba saskea ar trijstira nevieadibu.

p
Ka redzams, nekur netika izmantots nagawas par to, ka trijsiris ir Saurl@ka.

43.13. J, var. Piemaram, 8 punktu kopa, kas sastno kvadata virsotrgm un &du
vienadmalu trijstiru virsotrem, kas konstréti uz kvadata mahm ka pamatiemat
iekSpus (skat 43.6.un.)

43.6. Zm.

Vienigais netrivili parbaudimais gagums — pieidit, ka B un C atrodas uz AD
vidusperpendikula (un & 7 gadjumi, kas redugas uz So ar pagrieSanu vai
spoguatttloSanu). PaB tas ir skaidrsAB = DB, jo abi nogriegi vienadi ar kvadata
malu). Lai piedditu to parC, pietiek pieddit, ka [JCAD =60°; tad vieradsanu
trijstaris CAD (simetrijas pc) bis reguérs, ipec CD = CA.

Ta ka OCNM =60°, tad OOCNA=30°. Tad vieadsanu trijstirt CAN iegistam

UCAN = M =75°. Tapec UBAC =90°-75° =15°. Analogi [JDAN =15°.

Tapec LOCAD =90°-15°-15° = 60°, ko af vajadzja pieladit.

43.14. Tads skaitlis ir 38.

1) Vienadibas 38 =3# 1=35+3=33+5=31+7=29+9=27 +11=25+13=
23+ 15 =21 +17= 19+ 19 ( kata pari pasvtroti saskadmie, kas nav salikti
skaifli) parada, ka 38 nevar izsada divu nepra saliktu skalu summu.

2) Ja 2> 38, apskaim vieradibas
2n = (2n-15) + 15
2n=(2n-25) + 25



2n = (2n - 35) + 35

Saskaiimie 15; 25; 35 ir salikti negpa skaiti; saskaiimie (2h — 15); (2 — 25); (2 —
35) ir nepra skaiti, kas liekki par 3. &irojot gadjumus atkaiba no &, kadu
atlikumu dodn dalot ar 3, iegstam, ka vismaz viens no sk@tn (n — 15); (D —
25); (2n — 35) dais ar 3. Tiedm:

2[3k —15daks ar 3;
2[(3k +1) —35=6k —33 daks ar 3;
2[(Bk +2) —25=6k — 21 daks ar 3.

Atbilsto& viemadiba arf norada, ka izsait atbilstoSo skaitli 8 ka divu saliktu nepra
skaifu summu.

43.15. Ja depuits ietilpst frakcifi, kura pavisam irx dalibnieki, teiksim, ka viam ir
svars 1. Pigemsim, ka depatu svari pirmaj sadafjuma bija a,,a,,...,a,, bet

1Y%

otrap — atbilstosi b,b,,...,b,. Mums ppierada, ka vismaz pieciem cd@iem

-
indeksiemi pastiv nevieradiba

b >a.

Skaidrs, ka visu svaru summa pirmapdaljuma ir 12, bet otrgj ta ir 16, un neviena
depusita svars nav liaks par 1. Ja tikaicetru (vai mazk) depusitu svari ir
palielinajuSies, tad kofja palieliraSaras notikusi par lielumu, kas maks par 4 (jo
depusita svars palielims no _pozilva skaila lidz skaitlim, kas nepsniedz 1), un
kopgja summa nevar pieaugt no Id4 16.

43.16.

43.7. Zm.

Apzimesim abu ievilkto mka lniju radiusus am@ unb, centrus aD, un Oy, liela rinka
centru arO, abu hordu krustpunktus & Aplukosim trijstiri O,0,0. Skaidrs, ka



00, =R-b; 00, =R-a; 0,0, =0,S+30, =a 2+by2. No trijstiru
nevieradibas trijstirim O,0,0 seko, ka

(R-a)+(R-b)>(a+bN2 jeb
2R > (a+b)(y2 +1); tatad

a+b<— 2R =2r(y2-1).

J2+1

Ja trijstiris O,0,0 degenegjas par nogriezni, neviadibas viel pastv viemdiba.

43.17. Der, piengram, vieradiba
a® +b* +c* +d* - dabed = (a2 b2 ) +[\/2(ab - cd)]? .

43.18. Acimredzot pietiek piadit, ka kaut kdu divu no leakiem A, B, C, D summa ir
18Cr. Ja tie ir pc kartas nemti ¢etrstira lepki, tas ir trapece; ja tie ir pr@t lenki,

cetrstiris ir ievilkts ripka finija.

+B C+D

leverosim, ka A+ B+C + D =360 ; tapcc A =180 -

No Sejienes ieggtam:

+ - + -
CcosA+cosB +cosC +cosD = ZcosA2 B cosA B + cosC D cosC D =

2 2 2
2005A+B cosA_B—cosC_D =0.
2 2 2

Jacosﬁ =0, tad iegistam A+ B =180.

Ja cosA; B_ cosC ; D _ 0, tad iegistam

A-B+C-D . A-B-C+D
sin 2

leverosim, ka IA_ B;C — DI <|A+ B ;C * DI =90°. Tapec, ja

- 2sin =0.

. A-B+C-D
sin———

2 =0,tad A-B+C-D=0° un A+C=B+D =18, kas ar bija

A-B-C+D _

japierada. lidzgi apliko gadjumu, kad sin 0.

43.19. FigurasF laukumu apmmesim ar FJ.

Lemma. Ja trijstira piramda SABC pas@v sakarbas SALISB, SASC un SBISC,
tad [ABC|* = [SAB]” +[SAC]” +[SBC]” (skat. 43.8.7m.).



43.8. Zm.

Novelkam SHOAC . Pec triju perpendikulu te@mas ar BHOAC .
Apzimgsim SA=a, SBB=b, SC=c. Taka %=[ASC], tad SH =

bv/a® +¢?

ac

Apzimesim [OBHS = ¢ . legistam tg¢ =

ac
1 ac
cosp = = . Tapec
\/1+ tg’¢ ~a’c? +a%’ +bc?
2.2 2182 2.2
[ABC]:[ASC]ngJa ¢’ +a’h’ +b*c® _
cosp 2 ac

ac\’ (ab)’ (bc)’
[[2]-(2) (5] - e

2 2 2
Lemma pie&dita.
Aplikosim Zmgjumu 43.9.

M

N
=L

A

43.9. Zm.

Tagad viegli pieadit, ka
[AMD]* +[BMC]? + [DNC]? +[ANB]* = [DNC]? + [AMB]* + [AND]* +[BNC].



Tiesim, izmantojot lemmu un izsakot visu agiioskaldwu laukumu kvaditus ar to
taisnlepka trijstira laukumu kvaditiem, kuru taisa lenka virsotne irS iegastam, ka
alas vieradibas puss ir visu 12 So taisnida trijstiru laukumu kvaditu summa.

43.20. Pienemsim, ka dotie skaitir sakartoti virkng
Sy S5, Sss -+ 1 Sg3r Seas
un to dazdas \ertibas ira,b,c,d,e, f.
Katramn no 1 idz 64 apskasim reizirgjumu s;s, [..[$, un pielartosim tam sesu
burtu virkriti, kas sagiv no burtiemp unn.
Pirmais burts nada, vai S&j reizimjuma a ir ar ara vai nepra kapinataju; otrais
burts — vab taja ir ar fara vai nepra kapinataju, utt.
Pavisam iespamas 64 burtyp unn virknes garura 6. Aplikosim divus gagjumus.
1) Kada no piekrtotagm virknitém ir pppppp. Tad atbilstoSais reizijums ir
kvadnats.

2) Virknites pppppp starp piekrtotagm nav. Tad divas piéktotas virkrites ir
vienadas. Jaas pielartotas reizigjumiem s;s, [..[$, un ss, U..[§ (k<t), tad
reizimjums s.,;S,., L..[§ Katru no reiziatajiem a,b,c,d,e f satur ar fra

kapinataju, tatad ir natufila skaita kvadats.

43.21. Lemma. levilkta rinka lnija, pieskaroties trijsta mahm, sadalaas nogriehos

ar garumiema+t2)_c, a—t2)+c’ c+t;—a (skat. 43.10.1m.).

43.10. Im.

Pieadijums iedistams, atrisinot vieadojumu sistmu
X+y=c
X+z=a
y+z=Db.



Ar O apZmésim ap AABC apvilktas rinka finijas centru, at — taj ievilktas rinka

Iinijas centru (skat. 43.11ima.).

43.11. mm.

Novilksim rinka fniju ar centrul un fadiusulO. Novelkam taj hordasOR|| AB un
OT || AC . Ja pieadisim, kaAEDA = ARTO, vajadZgais his piegdits.

Apzimgjam OR viduspunktu arvV , AB viduspunktu arG, ievilktas ripka [nijas
pieskarSais punktu malaiAB ar H . Tad OGLAB, OGLOR, IHUAB,IVIOR,
AH = °+2_a, GH :&2_""—%:[’;2&, OR=20V =2GH =b-a= AE .

Lidzgi pierada, kaOT=AD , Ta ka <TOR =< DAE ka lenki ar savstargji paraklam

malam, tad vajadiga trijstiru vieradibu piegadita.

43.22. Izsadsim n=2* 1 , kurt — nepra skaitlis. Tad
a"-1=a’'-1= (a2k —l)[é(a2k )H + (a2k )t_z +ot+a +1}

Otraja iekawva ir t (nemra skaitlis) nepra saskatmo, fitad &s \ertiba ir neara
skaitlis. Tatad a" —1 daks ar Kidu divnieka pa#pi tad un tikai tad, ja ar So divnieka
pakapi daks a® - 1.
Talak atzmesim, ka

a’ -1=(a-1)a+1)a? +1a* +1)--[a>" +1)
Ta ka nepara skaita kvadats, dalot ar 4, dod atlikuanl, tad a? + 1(1<l<k-1)
dalas ar 2, bet nedad ar 4. Btad, jak = O tad a" —1 daks ar fidu divnieka pakpi,
ar kadu dafis a—1; ja k> 0, tad a" —1 dahs ar idu divnieka pa#pi, ar kidu dafs
a® -1, un el ar 2“*.
Tagad aplkosim atseviki para un nepra skaitusn.



1) Jan — nepra skaitlis, tadk =0. Tad, saskg ar mirgto, tada" —1 daks ar fidu
divnieka pakpi, ar lkadu daks a-—1; to ir tikai gaigs skaits. Ttad &du n, ka
a" -1 daks ar 2", ir tikai gaiigs skaits.

2) Jan — para skaitlis, tad, saska ar mirgto, lai a" -1 dalitos ar 2", jabut
ord,(a® -1)+k -1 n; ord,(a* 1) ir konstantes un k < log, n. Tatad jibat
c+log,n=n.

skaidrs, kaala nevienadiba izpildas tikai gaigam skaitanm vertibu.
43.23. Jan= 2 no dotis formulas iegstam vieadibas
nx, =-199%x, + X, +---+X_,)un
(n ‘1)Xn-1 = —199:{xO X+t xn_z)

Atnemot no pirnas vieradibas otro un frveidojot, iegistam

nx, —(n-1)x _, =-199% , = x, = _1993-(n-1) Xy -

n
Viegli parbaudt, ka § formula pareiza apie n = 1 Tadg]
__1993-(n-1) . = 1993- (n-1) J992- (n-2) -

n-1 —

n n n-1

2199319920 - [(1993-(n-1 N —~n
(_ 1) 102 DFG 0 ( )) Xy = (_ 1) [Clggs [1993.

Tapec prasta summa ir
2° 1993~ 2'CL,,, 1993+ 22 [C2,, [1993- - + (-1)*® 2 (€152 1993=
19931 - 2)** = -1993.

n n-2

IzmantotaNatona binoma formula.

43.24. Apskatsim atbilstoSo oriegto grafu. PierakstsA — B noZames, ka komanda
A uzvagjusi komanduB.
Apskatsim maksinalo ciklu, kads izveidojas gc turrira beigim:
K, - K, - - K, - K.

Jam =n, tad izpildis a) punkts.
Pienemsim, kam < n. Aplikosim vaifikus gagiumus.
1) m=2. Skaidrs, kaa nevar .
2) m=1 (t.i. ciklu visp@ar nav). Tatad izpildas tranzitivitite:

ja(A- B)un(B - C)tad(A - C).
Saj gadjuma komandaA ar lielako uzvaru skaitu ir uzvajusi visas prgjas. Tiedm,
ja kada cita komandaiu uzvagjusi A, tad tai latu vairak uzvaru. Bpéc § komanda

A var veidot vienu grupu, betiggjas — otru grupu.



3) m=3. Apzamesim ar Y patvdigu komandu, kas dsas no K ,K,,..., K.,.
Skaidrs, ka vai ntY uzvagjusi pret viam § cikla komandm, vai ar pret vigm tam
zaudtjusi: pretja gadjuma atrastos divasatlas blakus komandas dikl, ka
K, - Y - K,,;, un ciklu vagtu pagariat.
Tatad visas komandas var satiadis grugas:
grupa C: maksiala cikla komandas;
grupa U: s komandas, kas uzeégrsas pret viam C komandm;
grupa Z: s komandas, kas zatjdSas pret viam C komandm.
Neviena grupas Z komanda nevar lit uzvagjusi nevienu grupas U komandu u.
Pre€ja gadjuma ciklu vatu pagariat, izmantojot virkni K, - z - u - K,.
Vai nu grupa U, vai grupa Z nav tukSas. Pidnggdjuma varamnpemt grupu U un
pargjos; otraj gadjuma grupu Z un prgjos.
43.25. Apskatsim doto vieadibu

f(m+n)+ f(m-n)=2f(m)f(n) (1)
levietojot vieradiba (1) m=n= 0, iegistam

2£(0)=2(f (0))",
no kurienes vai nuf (0)= 0, vai f(0)=1.
A. Ja f(0)=0, ievietojam vieadiba (1) n= 0; iegistam 2f(m)=0, no kurienes
f(m)=0. & funkcija apmierina uzdevuma nogamus.
B.Ja f(O) =1, ievietojam vieadiba (1) n=m. Tad
f(2n) =2(f(n))? -1.

Ja |f(n)| >1, tad , izmantojot iepriekfo formulu, viegli pieadit, ka f(x) ir
neierobeZota. @pec f(n)0{-10;1}.
levietojot vieradiba (1) m= 0, iegistam

f(-n)=2f(n)f(0)- f(n)= f(n). 2)
C.l.Ja f(l) =1, tad, ievietojot vieddiba (1) m=n =1, iegistam

f(2)=2(f (@) - f(0)=1;
levietojot vieradiba (1) m= 2, n=1, iegistam
f(3)=2f(2)f(1)- f(1) =1,

utt.; visiem natuiliem n izpildas vieradiba f(n):l. No sakaibas (2) seko, kait
izpildas visiem veseliem skaiem. Tatad f(n)=1 ir otra funkcija, kas apmierina

uzdevuma nosgcamus.

C.2.Ja f(1)=-1, tad no (1) seko



Ar matendtisko indukciju pieidam, ka f(n)=(-1)"; parbaude paida, ka & &
funkcija apmierina uzdevuma nogamus.
C.3. f(1)=0. Ar lidzigam metodm Sajfi gadjuma iegistam funkciju
0, jan=2k+1
f(n)=7 1 jan=4m
-1, jan=4m+ 2.



