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LATVIJASREPUBLIKAS44. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

44.1 Parveidojot iedgistam

2 2

P p
X2+ px+q=| X+—| +|q-—|.
p CI( 2] (q 4j

Ta ka p ir para skaitlis, tadg ir vesels skaitlis. dpeéc  piex = —g y jabut lielakam

2
vai vieradam par 0. Tas nozg, ka (q _ij > 0.
p 2 p 2 2
Visiem x izpildas (X+Ej > 0. Tapec visiemx ai (X+Ej +(q——j > 0, ti.,

X2+ px+q 0.

44.2. Taka cetrstiris AMOL ir ievilkts ripka finija, tad DA+OMOL=18C,
OMOL = 180 - UA. Lidzigi OIMON = 18C - 1B un ONOK =18C-[IC.

44.3. Zm.



Tatad
OKOL + 0D =[360° - (180 - UA) - (180° - 0B) - (18¢° - OC)]+ 0D =
(DA+0OB+0C +0D)-180° = 36(° —-180° =180

un apcetrstiri LOKD var apvilkt ripka niju.

44.3. Parbaudot Bc modudiem 2, 3, 5, redzamn® -n vienmer daks ar Siem
skaifiem. Piendram, gc modda 3:

0°-0=0(mod3),1° -1=0(mod3), 2° -2 =30= 0 (mod3).

Tatad skaitlis vienrér daks ar 30.

120=815, 8 un 15 ir savstagp pirmskaifi.

Ta ka n°—n dals ar 30 tadn® —nvienner daks ar 15. Atliek noskaidrot, kad
n® —ndaks ar 8.

Uzraksim n°® —n vértibu tabulu pc modua 8

n=0(mod8), n® -~n=0(mod8); n=1(mod8), n° - n=0(mods)

n=2(mod8), n° -n=6(mod8), n=3(mods), n® -n=0(modg);

n=4(mod8), n° -n=4(mod8), n=5(mods), n®-n=0(mod8);

n=6(mod8), n° -n=2(mod8); n=7(mod8),n° —n=0(mod8);

Redzam, ka prasis izpildis, jan, dalot ar 8, dod atlikumus O, 1, 3, 5, 7.

44.4. Katru daudzstri sagriezam trijstros. Katru no Siem trijgtiem sagriezam
platlenka trijstiros, savienojot tajievilktas ripka linijas centru ar trijsira virsotrem
(Pieladiet, ka visi laki pie ievilktas rinka linijas centra ir plati)

44.5. Ng, nevar. Katrs gjiens izmaina konfekSu skaita patit visos grozos. dtad
vienmer nepra skaits konfekSuis 3 grozos (k saskuma), un visas konfektes vién

groz ievietot nevais.

44.6. No Vjeta teoémas iegstam:
{Zp +29=-p
4pg=q

No pirmas vieradibas seko, ka p = —%q.
No otmas vieradibas seko, k& =0 vai p = %

o o _ 1 3
Pirmap gadjuma iegaistamp=q= Qotrag — p= 2 q= g

Parbaude #da, ka atrisigjumi der.

44.7. Skat. 44.4. un.



levérojam, ka
OMNK +OMLK =360 - (OBNM + OBNK ) +360° - (JDLM + [OODLK ) =

720° - (180° - UBAM +180° — [IBCK ) - (18C° - IDAM +180° - IDCK ) =

0OBAM +[OBCK + ODAM +0ODCK =0BAD +0OBCD .

Lidzgi pierada, ka

ONML + ONKL = OABC + JADC .

Ta ka apcetrstiri ABCD var apvilkt ripka liniju, tad

OABC + JADC = [BAD + [OBCD =180 . No Sejienes

ONML + ONKL = OMNK +OMLK =18C, un apcetrstiri MNKL var apvilkt rpka
[Tniju.

44.8. Ja skaitlin var izsatt ka divu veselu skaiti kvadatu summu, tadh = x* + y?.
Tad (x+y)? +(x-y)* =2(x? + y?)=2n.

Ja skaitli 2 var izsatt ka divu veidu skaiu kvaditu summu, tacn = x> + y?.

Redzams, ka uny ir vienadas parites skaili. legistam vieadibu

n= (%)2 + (%jz kura alas iekaws ieraksitti veseli skaili.
44.9. Piegemsim predjo, ka izliektu daudzskaldni var sagriezteliektoscetrstiros.
Sauksim ieliektatetrstira at\erta lenka (& lenka, kas lieikks par 180) virsotni par
ipasSo punktu. VisipaSie punkti atrodas daudzst iekSied. Tad irn atwertie lepki un
n ipaSie punkti. Ar katrupasSo punktu pilnais tdis ir pilniba nosegts ar ieliekto
getrstiru lepkiem. So leku summa ir vieada ar pilno leki, t.i., 360°. Tas nommg, ka



n pilno lenku nosegSanai vajag ieliektetrstiru lepkus ar lielumu summu 38, t.i.,
visusn ieliekto ¢etrstiru lenkus.

Bet daZicetrstiru lepki ir vajadZgi afn sakotnéja daudzdira lenku nosegSanai.

44.10 a) Aplikojamn rindinas, kués ir visvaiik zvaigznsSu. Tajis kog ir vismaz 2
zvaigznsu. Tiedm, ja & nehitu, tad vismaak aizpilditaja rindina batu ne vaigk par
1 zvaigziti. Tad ar atlikuSags rindinas ir ne vaiak par 1 zvaigzti. Tada gadjuma
kopgjais zvaigzmSu skaits nepsniedz (2n-1)+n=3n-1 zvaigzntes; iegita
pretruna.

Atzimésim §sn rindinas, un pajas zvaigzites nosegsim ar koloam.

b) &, var (skat. 44.5.1m.).

44.11. Ir iesgejami 3 gadjumi:

a) parabolas saitr Tad plakne tiek sadéh 2 déas;

b) parabolas nekrustojas. Tad viena parabola satitai 2 ddas. Otra parabola
sadala vienu nash ddam 2 ddas. Ko veidojas 3 dis;

c) parabolas krustojas vi#punké. Tad viena parabola sadala plakni ZadaOtra
parabola sadala katru no Simata 2 ddas. Veidojas 4 das.

Parabolas nevar krustoties aineka 1 punké, jo tad viemdojumam

X® + px+q=x*+ax+b jeb px+q=ax+b batu vaimk par 1 atrisigjumu, bet tas
ir iespejams tikai, jap=a un q=b, t.i., ja parabolas saikr

44.12. a) Piengram &, ka pa@dits 2zmgjuma.



10 1000

44.6. Im.

44.13. Parveidojam vieadojumu forma

3 +3 =(z-1)(z+1).
Tatad 3 +3Y ir divu viens otram sekojoSuiga skaitu reizirajums, Gtad dadis ar 8.
Bet 3", dalot ar 8, dod tikai atlikumus1 un 3, un to suemevar dalies ar 8.

44.14. Pieadijums izmanto faktu, ka divas viatas rika finijas, krustojoties ak®]

vienmadus lokus

44.15. Aplukojam divas komandas, kas naglspSas sa¥ star@. ApzZime tas arA;

un Ag.

Ja ir kada komanda, kas nav&@gusi ne arA;, ne arA,, tad ir 3 komandas, kas nav

spelgjusas saw starpa.

Atliek aplikot gadjumu, ja &das komandas nav. Bez An A, vél ir 20 komandas.

A; un A, katra ir splgjusi 10 sgles, abas kap— 20. &del Sap gadjuma katra no

pargjam komandm ir sgelgjusi tieSi ar vienu né\; un A,.

Apzimeésim komandas, kas &pjusas afA;, arAs,..., A1z, komandas, kas 8gjusas ar

Ay, arAgs,...,Azp. Apskaim 2 gadjumus.

1. StarpAg,...,A;; var atrast 2 komandas, kas na¢lgpSas sa¥ starf@. Tad 3$s 2
komandas ur; ir 3 komandas, kas navd@pjuSas sa¥ starfa.

2. Tadu 2 komandu nav. Tad katra no komamdd,, As,..., Ar2 ir spElgjusi ar katru
citu no 3m komandm. So komandu ir 11. 48] katra no am ir nosglgjusi ar
citam komandm no Ay, As,..., A2 10 sgles. Tas noing, ka neviena noatn nav

sgelgjusi ar nevienu nogrgjam komandm (Ay, A1z, Aaa,..., Az).



Aplikojam komandas, kas @pja sawv starfa pirmaga diera. Katra noA,, As,...,
A1 nosglgja 1 sgli ar kadu citu no fm komandm. Ta&u tas nav iesgams, jo So

komandu ir nefra skaits: 11. 3de] 2. gadjums nav iesgjams.

44.16. No dot seko, kax =-y+2mnx .
Tad sin1994x = sin1994- y + 27n) = sin(-1994y) = —sin1994y

44.17. Vispirms atzmésim sekojoSu faktu: ja trijgta virsotnes atrodaditinu lapas

. . . n .
virsotres, tad Strijstira laukums |r§, kurn — natudls skaitlis.

Katru piecsiri var pa diagoalem sagriezt 3 trijstros, katram no tiem laukumsi®

n . 1 . . 3
o t.i., V|smaz§ . Tadg] visa piecdira laukums bs wsmazz .

b) Ja vaftu pieadit, ka piecdira iekSpus atrodas kda ftinu virsotne, tad,
savienojot to ar piedsta virsotrem, piecsiris tiktu sadats 5 trijstiros. Katram no

. o 1 _ o 5
tiem laukums ir V|sma22— . Tadg] piecstira laukums ir V|sma22— :

Pieldam, ka piecstra iekSie@ noteikti ir vismaz 1tinu virsotne. So virsotni atrod
ka ceturto paralelograma virsotni, kuram 3 virsotmegkojoSas piecsta virsotnes.

44.18. No vieradibas starp viejo aritmetisko un vidjo geometrisko seko, ka

a+b+c>3Rabc.

Taka a+b+c=abc, tad
abc > 3¥abc ; no Sejienes iggtam abc > 3/3= \/§E{/§EL/§

Tadg] vismaz viens n@,b,c ir lielaks vai vierads par J3.Bety/3=173.-> 17

44.19. Vienigais atrisigjums ir n = m=1.Piefadam, ka citu atrisigjumu nav.
Ja2<n< §tad var prbaudt, ka 1!'+..+n! nav natugla skaita kubs.

Jan> 9, tad 11+2!+...+nl = (11+21+...+81)+(9!+...+ml).

9l+...+n! dahs ar 27, jo katrs no saskaitajiem satur reizitajus 3 un 9 unadel
daks ar 27. legrosim, ka 1!+2!+..+8! = 46233.

Sis skaitlis dais ar 3, bet nedas ar 27. Hde] (1!+...+8!)+(9!+...+n!) dalas ar 3, bet
nedafis ar 27. #pec skaitlis (1!+..+81)+(9!+...+n!) nevar it natuéla skaita kubs.

44.20. Atrodam divus cilgkus, kas viens otru pest. ApAZme vinus arA unB.
A pazst 1600 cilekus: B un &l 1599 cilekus no @argjiem 1992. idzgi, B paist
1599 no prgjiem 1992 cihekiem. Ko A unB ir 2[1599 = 3198 pazaras ar citiem.



levérojam, ka 3198 >1992.aticl dazus no frgjiem 1992 cihekiem pazst ganA, gan
B. Apzime ar C kadu cilveku, ko pazst ganA, ganB.

A pazst 1600 cilekus: B, C un el 1598 no grgjiem 1991 cilekiem. Lidzgi, BunC

pazst 1598 no @rgjiem 1991 cilekiem. Kom A, B un C past 31598 = 4794
cilvekus. Ta ka4794> 211991, dazus no fejiem 1991 cilekiem paist visi tis: gan
A, ganB, ganC. Izvelamies vienu cilgku, ko pazst ganA, ganB, ganC, apZme vinu

arD.

Lidzgi pierada, ka var izeléties cilvekusE, ko past ganA, ganB, ganC, ganD, un

cilveku F, ko pazst ganA, ganB, ganC, ganD, ganE. Prastais pieadits.

44.21. Parveidojam vieadojumu forna

(x-y)(3x+3y+ 1=y,

Viegli pieradit, ka (x - y) un (3x+ 3y+1) ir savstarpji pirmskaiti.
Tapec (x—y) un (3x+3y+1) ir pilni kvadrti.

Parveidojot vieradojumu forna

(x-y)(4x+4y+1)=x2,

iegistam, ka(4x + 4y +1) aff ir natusila skaita kvadats.

44.22. Apskatim skaitu parus (1,2), (1,3), (1,12), (3,4). Tiem izpiklvieradibas
1 1 1 1
2t imetam Tt
(1+1+1+3)+(2+3+12+4)=27.
Tatad ir Z pari ar summu &
Aizstajam @ri (a,b) ar diviem:(a,a+b) un (b,a+b). Tad
1 1 b+a 1
+ = =—un

ala+b) bla+b) ablb+a) ab

a+(a+h)+b+(a+b)=3a+h),

t.i. apgriezto lielumu summa nemasn bet skalu summa palieliis 3 reizes. &la

veida no Z pariem ar summu 3var iegit 22 parus ar summu 3 pec tam — 2 parus
ar summu 3 utt.

Var pieiadit, ka vieradi pari var rasties tikai no vietdiem. Tadg] visi iegatie pari bus
dazdi.

44.23.

a) lzwelamies kadu taisni un ortogaili projicgjam visus nogriegus uz So taisni. Lai
nogriezu sisema hitu nosedzosSa, nepiecieSams, lai nogieprojekcijas nosegtu

nogriezni ar garumu 2.



Izvélamies vienu taisni, nosaucam to par asi. Rfa) apaZmgam nogriehu

projekciju uz taisni, kas veidorki a ar asi, kopjo garumu. Jebkuranw jabat
P(a) = 2. Tapéc, ja nogriefiu siskma ir nosedzo3a, tad

m

[ Pla)da = 2007= 27,

0
Ar ¢, apZmgjam i-ta nogriepa garumu. ArR(a) apAZmgjam i-ta nogrieha
projekcijas garumu uz taisnes, kas veidienr ar asi. Tad

21r< ]ZP(a)da :]'TPl(a)da +]'TP2 (@)da +--- +]'TPn (@)da . Bet

0

R(a)da =[|¢, cosalda =2¢; .
0

Ot

Tade] ¢, +/0,+---0 2m>3.

b) &, eksist (skat. 44.7.mm.).

44.7. Im.

TumSo nogriegu sistmas kopjais garums ir4%<5, un tie veido nosedzoSu
SisEmu.

44.24. Vispirms, uzazmgjot atbilstoSu sému pagda, ka 1. sglctajs sakot ar jebkuru
no skaitiem 1, 2, 3, ... , 8, var pakt, lai virkné batu trijnieks.

Talak, uzamejot atbilstoSas stmas, patda, K 1. sgletajs, sikot ar skaiiem 4k +1,
4k +2, 4k+3, 4k+4, (k=2), var nonakt pie mazka skaita. Izmantojot

matenatisko indukciju, no Sejienes seko uzdevuma apgaivsj

44.25. Lemma 1. Ja nika liniju centrus apme arO,, O,, O,,
tad AO,0,0, = AABC (skat.44.8.1m.) .



44 .8. Im.

Ta ka AO,00, ir rombs, tad AO,=0,0unAO,|O,0. Lidzgi
BO, =0,0 un BO, ||0,0. Tapec AO, =BO, un AQ, || BO,; no SejienesABO, O, --
paralelograms, urB ir parakls un vierads ar O,0,. Lidzgi pierada, ka AC ir
parakls un vierads arO,0, unBC ir vienads un parals ar 0,0, .

Lemma 2. Jar ir kaut kada trijstira ievilktas ripka linijas adiuss, beR — apvilkés
rinka linijas adiuss, tadR > 2r.

Apskatim trijstari, ko veido malu viduspunkti. Tas ifdizigs gikotnéjam trijstirim ar

Iidzibas koeficientu % Tade] ta apvilktas rinka linijas adiuss irg. levilkta rinka

[tnija ir mazka no &m ripka nijam, kam ar katru malu ir k@ punkts. Rdel

;z r . Lemma pieidita.

Var iewerot, ka trijstiris A ir lidzgs trijstirim AO,0,0,. To atbilsto8s malas ir

paratlas. Tade] So trijstiru laukumu attiedou var dit ka to ievilkto rinku radiusu
kvadmtu attiegbu. ApZmejam trijstirt  0,0,0, ievilktas un apvilkis ripka fnijas

radiusus ar unR

TrijstaraA ievilktas rinka linijas adiuss irr+R. Tapec laukumu attieda ir

(2 -




