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LATVIJASREPUBLIKAS46. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

46.1 Pieemsim, ka kartias tika izdatas n reizes. Katru reizi tika izas visas
tris karthas, &tad kogja izdalito skaitu summa ka# rei& bija viena una pati.
Apzimesim to ar s. &dejadi n reiZs visu izdaito kartinu skaitu summa bs ris.
Ta ka zinamas saemto skaifu summas katram ciédkam atseviki, tad kojo
sapemto skaiu summu var apkinat af sadi: 13+15+23 =51 =B1 = 317 = nSs.
Ta ka skaitlim 51 citu sadgumu natuilos reiziratajos vairs nav, tad ies@mas tikai
4 sitlacijas:

1)n=1,s=51. Tas nav iegjams, jo uz katras kanas uzrakstais
skaitlis nav lieiks par 10;atad s < 3[10 = 30 < 51;

2)n=51,s=1. Ari tas nav iesflams, jo uz katras kanas uzrakstais
skaitlis nav maaks par 1;atad s> 3[1= 3 > 1;

3)n=17,s=3. Tas nav iesfams, jo tad vietya ies[Eja, ka iegat s=3,
butu, ja uz katras kartas uzraksts skaitlis 1. Bet tad vas reiZs visi cilveki saspemtu
viemadu punktu skaitu (=1)atad n=17 reigs viam sumnam bitu jabut vienadam
(=17), nevis atgrigam (13, 15 un 23).

4) n=3, s=17. Ttad karthas tiek datas 3 reizes, un skaitsumma uz
visam trim kartpam ir 17.

Apzimesim skaifus uz kartham ar x <y < z. Tad x+y+z=17.

Maksinmala summa, kuru viens cigks trijas reiZs var ieg@t, ir 32 Ta
ka lielaka reali ieguta summa ir 23, tad skaidrs, kdz& 23, no kurienes seko, ka
z=8.

Mgginasim pre&zi noskaidrotz vertibu.
Ja z=10, tad z ietilpstksaskai@mais auggikais viera no summam 13 un

15. (Ja ietilptu als, tad skaidrs, ka tieSi vienu reizi. Bet tasin@z ka, sumrgjot
kopa skaifus, kurus Sie abi cibki smem @rgjas divas reizs, iedist 2&+y). Rl
Saps reizs saemts (13-10)+(15-10)=3+5=8tad 2k+y)=8 jeb x+y=4. Bet tad
skaifu summax+y+z = 4+10 = 14 < 17.)



Tada gadjuma sumna 23 skaitlim z nakas ietilpt divas reizes. Tad
viens no atlikuSajiem skdiem (x uny) ir 23-210=3. Otru skaitli iegst, no visu triju
skaifu summas aemot abus z&mos, t.i., 17-10-3=4. Bet no Siem trim skain 3,
4 un 10 nevar rasties summa 13 (Ja samem 10, tad 13-10=3, ko nevar igda
divu skaitu summu; ja summl0 nexem, tad liekka summa, ko var ied, ir
3[4=12<13). legta pretruna ar dotoatadz #10.

Jaz=8, tad, lai iegtu summu 23y=7 (pre€ja gadjuma, jay<7, tad
lielaka ies@gjama summa ir 8=38=24>23, bet fikanma lielaka ir
2[Z+y = 2[8+y < 16+7=23). Rda gadjuma x=17-8-7=2. Bet no skdiem 2, 7 un 8
nevar rasties summa 13id8 sumna var ietilpt tikai viens no skdiem 7 un 8, jo pat
2[1=14>13; bet tad lieéka iesggjama summa ir 8+2=12<13). Atkal pretruna ar doto.
Tatadz # 8.
Lai 8 <z< 10, atliek tikai viena iesjja z= 9. Aplikosim So gagiumu.
Vismaz vieng piedahs summas 13 vai 15 veidodgipret€ja gadjuma visiem trim
z batu jaietilpst summ 23, bet 8=39=27>23). Bet tad@2< 15-9=6 jeb x < 3.
Viegli parbaudt, ka neder komplekti 1;7; 9 vai 2; 6; 9 - vden
gadjuma nevar izveidot summu 13, atr summu 15.
Der skail 3; 5; 9. Paidisim, kadus skailus uz kafdtém var it
sapemis katrs ciléks; Sie skalt rakstti ssmemSanas s#ua :
1. cileks: 3;5;5 (summa ir 3+5+5=13)
2. cilveks: 9; 3; 3 (summa ir 9+3+3=15)
3. cileks: 5;9;9 (summa ir 5+9+9=23)

46.2. Piepemsim, ka uz pusn tiek daiti lenki AunD (sk. 46.1. zm.). Tad
[OBAC=UOCAD un JADB=LCDB. No ievilktu lepku ipagdbam [OBAC=[IBDC (tie abi
balstis uz vienu loku). Itad IBAC=LCAD =ADB=[CDB. Apzimgjam lokus, uz
kuriem balsis Sie leki, arx. Tatad



46.1. Zm.

Lai JABC (aif OBCD) bitu arcetrstira diagoali sadaits ddas, kuru lielumu
attieaba ir 1:2, iespjami divi gadjumi:

1) ADD =2x; tad x+x+x+2x=5x=360C. No Sejienes seko, k&72°. Ta
ka rinka linija ievilkta lepka lielums ir puse natloka lieluma, uz kura tas badt, tad
lenki, kuri balstis uz loku, kura lielums ir x, ir 3dieli, bet tie, kuri balsts uz 2x lielo
loku, ir 72 lieli.

Tapec LOBAD=UBAC+[ICAD=36°+36°=72;
OADC=0ADB+CDB=36°+36°=72";
OABC=0ABD+DBC=72°+36°=108";

UBCD=UBCA+LIDCA=36°+72°=108".

2) AD—E tadx+x+x+E = 3%x 36C. No Sejienes seko, k@@.

Ta ka uz loku x balstoSies héi ir % —@Ileh bet uz IokuE balstoSies - ir

7200 180
=— lieli, tad
2217 7

360°+360°:7200_
7 7
360 360° 7200
7 7 7
18¢° 360O _540
7 7
360° 1800 5400
7 7

FigurasQ laukumu apmmgjam ar Q).

UBAD=UBAC+UCAD=

UADC=UADB+CDB=

UABC=UABD+LUDBC=

UBCD=UBCA+[IDCA=




Btr O1E C

46.2.2m.

Apzimeéjam AD=BE=CF=a (skat. 46.2.1m.). Novelkam trijsiru AOCunABC
augstumus — attiggi OO, un BB;. AplikojamAB;BE un AO,OE. OO, || BB, ka pret
vienu malu vilkti augstumiQE un BE atrodas uz vienas taisn€E un B.E — af.
Tatad abu trijgiru visas malas ir savsta&jpparaklas un AB;BE~AO,OE. No
trijstaru idzibas seko, ka

% = Ool (1)
BE BB
To1a (400=297C i page BEIC g

[AOC] _ OQ [AC2 0O,
[ABC] 2[BB,[AC BB

).

No (1) un (2), k afi, ieverojot piepemto apmmgjumu BE=a, seko
[AOC] _ OO, _ OE _OE
[ABC] BB BE a

Lidzgi spriezot paACOB unACAB, ka afi pec tam - par ABOA un ABCA, iegdast

analogas sakdras:
[COB] _ OD un [BOA] _ OF

[CAB] a [BCA] a

Saskaitot iegtas vieradibas, iegst:

[AOC]+[COB]+[BOA] _ OE+OD+OF
[ABC] a

Ta ka [AOC]+[COB]+[BOA]=[ABC], tad no (3) seko:

1:{222}=0E+OD+OF jeb a=OE+OD+OF  (4)
a

(3).




Viegli ieverot, ka BO=BE-OE=a-0OE OA=AD-0OD =a-0D;
OC=FC-FO = a-FO. Tatad

BO+OA+OC = (a-OE)+(a-OD)+(a-FO) = 3a-(OE+OD+FO) = 3a-a = 2a.
No (4) un tikko apgkinata, pasvtrota izriet afl vajadga viemdiba:

OA+ OB + OC = 2[[OD + OE + OF).

46.4.. No divam pec kartas sekojosim partigm katrs splétajs izlaiz augstkais vienu
partiju, jo Ec jebkuras partijas, neatkgrno &s rezulita, mak stvetajs tiek atkal
iesaistts rakoSap partija.

Ta ka zinams, ka viens sjpetajs nosglejis 5 partijas, tad skaidrs, ka partiju skaits nav
lielaks par R2+1=11 (te tiekaemts \éra, ka Sis splétajs var hit izlaidis gan pirmo,
gan [dgjo partiju). Ta ka otrs sglétajs nosglgjis 11 partijas, tad skaidrs, ka vismaz
11 partipm ir jabat. Tatad partiju skaits ir pr@zi 11, bez tam otrais 8lgtajs
piedaijies visas partips.

Ja Sis otrais fctajs piedaijies visas partias, ar pirmo sgiedams nodm tikai 5
partijas, tad skaidrs, ka ar treSa¥/s[@l¢jis visas j@argjas jeb 11-5=6 patrtijas.

Tatad 3 splétajs ir nosgelgjis 6 partijas.

45.5. No fa, ka turnra piedaljas 10 splétaji un katrs splgja ar katru, izriet, ka
jebkurs no sglétajiem ir piedatjies 9 sgles.

Ta ka katrs spléetajs jebku sgEle vai nu uzvagja, vai zaudja (neizgirtu nav), tad
skaidrs, ka i4 syElétaja uzvaru skaitu var izteikt ar zadjdmu skaitu:

xi=9-y;; tikpat labi spka sakatba 9-x=y;.

Sis vieradibas cékvadmta un saskaita, iagptot:

XiH(9-%)? = (9-y)*+ yi*

Xi?+81-18x+ x? = 81-18y+ Y >+ yi? jeb

2x°+81-18x = 81-18y+2y; 2 (1)

Saskaita viefdibas (1) pie i=1; 2; ...; 10 :

2) x?-18) x +810=2) y*-18) y, +810  (2).

Ta ka uzvara vienam $petajam ir zaudjums kadam citam, tad ar katru &pnak klat
pa vienai uzvarai un zagdmam. lidz ar to uzvaru un zagdmu skaits visiem
spEletajiem kopa ir vienads: 2 x=2y.

Nemot to ¥ra, izteiksme (2) prveidojas sekojosi:

2> x°=2>y? jeb ¥x*=>y? kas af bija japierada



46.6. No dot seko, ka visu kvadtvienadojumu diskriminanti ir nenegai (lai
eksisttu saknes);atad

b%-a’>0; a>-c*0; c*-b?>0 jeb

b* > a7 a’> ¢’ b,

No &m nevieradibam admredzami seko: b? = a? > ¢® = b% no kurienes, savak,
seko, ka a®=b’=c® un |a|=|b]|=]c].

Tatad vieradojumu diskriminanti viefdi ar 0 (noa? = b* sekob®a’=0 utml.). Bet tas

o o —b . .—a "
noZimg, ka pirna vieradojuma sakne ir— , otra vieradojuma sakne i— un tred
a C

viemadojuma sakne ir_FC. Atkariba no §, vai skaiti a, b unc ir pozitivi vai negatvi,

viemadojumu saknes piem \ertibas +1 vai -1. Padisim, ka abasis$ \ertibas
iesfejamas.

Pienmeram,a = 2,b = 2,c = -2. Tad dotie viexdojumi izskais &di:
2C+4x+2=0, -2¢+4x-2=0 un 2°-4x+2=0. So vieadojumu saknes ir:

1. vieradojumam x :_72 =-1; 2.vieradojumam X :_—22 =1 un treSajam

-ty

vienadojumam x =

FigarasF laukumu apumesim ar F], ievilktas ripka linijas adiusu arr . Ta ka
OA>9(°, tad apvilkés rinka linijas centr ir arpus trijstira — pretja pus
nogrieznimBC nelé trijsturt ievilktas rinka linijas centrs (skat. 46.3.m.).

46.3. Im.

Dots, ks [BC]=[OB(]. Ta ka So trijstiru malaBC ir kopiga, tad no trijstra laukuma
aprkinasanas formulas seko, ka & augstumi pret So mal®OX=IS. Taka Sl ir
ievilktas rinka linijas &adiuss r, tad at OX=r.



AOXV=AISY, jo DOVX=0IVSka krustlepki, TOXV=VSE9(® un malaOX=IS.
Tatad
[OXVI=[ISV 1)
[IOC] var izteikt k& [IVC]+[VO(Q. No (1) seko, ka
[VOC=[VOX+[XOd=[ISV+[XO(J.
Tatad [OC]=[IVC]+[ISV]+[XO=[IS+[XOQd.
1) pieskaru nogriei ir vienadi, tatad RB=SB AR=AT, TC=SC
2) rinka linijas |adiuss, kas vilktsitlz pieskares pieskargapunktam, veido  ar
So pieskari 90lenki, tatad
UIRB=UIRA=LITA=LITC=0ISC=UISB=90;
3) taisnleka trijstiri ir vienadi, ja divas to malas ir atbilstoSi vigdeas.
Tadgjadi:
AISC=AITC (IC —kopiga, SG=TC, OITC
=0ISC=90r),
AIRB=AISB(IB — kopga,RB=SB OIRB=0ISB=90"),
AITA=AIRA (IA — kofiga, AR=AT, OIRA=0ITA=90°).
Ja trijstiri ir vienadi, tad ar to laukumi ir vieadi. Izmantojot iegtas laukumu
viemdibas, @arveido izteiksmi (2):
[IAB]+[IOC]=[IAR]+[IBR]+ [ISC]+[XOQ=[IAT]+[ISB+[ITC]+[XOd.
Izmantojot ieprieks ie@o un to, ka [IAB]=[IAR]+[IBR], izsaka inter&goSo summu
[IAB]+[IOC]= [IAR]+[IBR]+ [ISC+[XO( (2).
Talak izmanto sekojoSus faktgOXB=AOXCka taisnlaika trijstiri, kuru divas malas
ir vienadas OX - kopgja, BO=CO ka apvilktas rinka linijas &adiusi). Tatad summu (2)
var parrakstt vel savadak:

[IAB]+[IOC]=[IAT]+[ISB+[ITC]+[ XOH|. 3
Viegli ieverot, kaAIAT unAITC kopa veidoAIAC. Tatad
[ICAI=[IATIH[ITC] (4).

Var redzt, ka [BO]=[ISB+[ISV]+[BOV]. No (1) &lak iegist, ka
[IBO]=[ISB+[OX\V]+[BOV.

Ta ka [OXB= [OXV]+[BOV], tad

[IBO]=[ISB+[OXH. (5)

Izmantojot (4) un (5), viettibu (3) frraksta @l savadak:

[IAB]+[IOC] = ([IAT]+[ITC]) + ([ISB+[XOB])) = [ICA]+[IBC], kas af bija
japierada.



46.8. Ja, var. Piendram, &di ir skaifi
1 2 3 1996

19961996 19961996
Katra no 8m ddam skaittaja atrodas kds no 1996! datlajiem, jo visi skaittaji

<1996, fitad tos var nisinat, atstjot skaiftaja tikai “1”. Tatad izpilcas a) nosagums
— katrs no migtajiem ir natuilam skaitlim apgriezts skaitlis.

Tapat viegli red2t, ka katrs no Siem sk#igm no rako& atkiras par vienu un to pasu

lielumu i, t.i., izpildas af nosagjums b).
199¢

46.9. Ta ka 3n — labs skaitlis, tad to var izteikt foen
3n= x> +2y>.

Vispirms pieadisim, ka tad ir sfka sekojoSas viettibas:
2 2
) nz(x+2yj +2[ﬁx—yj |
3 3
x-2y)’ x+yY
(2)n:( yj +2[ﬁ—yj .
3 3

To parbauda, atverot iekavas.

Atliek parbaudt, ka viera no gadjumiem abi skait iekavas ir veseli skalt.
Taka x*+2y* daks ar 3, tad iesgjami tfis varianti . Tos atrod, apiojot visus
gadjumus @c modda 3.

X 0O |0 |o |1 |1 |1 |2] 2|2
y 0 |1 |2 |0 |1 |20
X+2 |0 |2 |2 |1 o |o | 1| o0] O

Tatad, x?+2y? =0(mod3) ja

a) ganx, gany daks ar 3. Tad gax+ 2y, ganx—y dahs ar 3, un izteiksmes ab

iekawas ir veseli skalt.

b) x uny, dalot ar 3, abi dod atlikumu 1 vaiar abi dod atlikumu 2.a0a gadjuma
X+2y=3x=0 (mod3) un x-y=0 (mod3). Ari Sap gadjuma izteiksmes (1) a3
iekawas ir veseli skalt.

c) x uny, dalot ar 3, dod viens atlikumu 1, otratiikumu 2. Saj gadjuma

x = -y (mod3); tatad x — 2y =3x =0 (mod3) un x+y = 0 (mod 3).

Visi iespEjamie gadiumi aplikoti, un katé kada no izteiksram der. &tad, ja 3 ir

labs skaitlis, tad &rn ir labs skaitlis.



46.10. Ta ka katra partija tieSi viens uzvaija, tad kogjais partiju skaits vierds ar
kopgjo uzvaru skaitu, t.i., 6+8+10 = 24aKa pirmais spl&tajs uzvagjis 6 no
partijam, tad viS ir zaudjis vai nav piedajies pargjas, t.i., 24-6=18 partp.

Aiz zaudttas partijas viengr seko partija, kur Sis sglétajs nepiedals (ja vien §
zaudkta partija nav vispr pedeja). Savulart pirms partijas, kur sgeletajs nepiedals,
iepriekEjo vins noteikti ir zaudjis (ja vien partija, kUt sgelétajs nav pieddjies, nav
pati pirmg). Tadgjadi izlaistoun zaudto partiju skaits vienam gfgtajam at&iras ne

vairak par 1.

Ta ka pirmajam splétajam pavisam ir 18atlas partijas (ra skaitlis), tad wiam
izlaisto un zaueto partiju skaits ir vieads, t.i., 9. Rdgjadi vinS ir zaudjis 9 partips,
no ka izriet, ka pavisam piedgiks vinS ir 6 (uzvagtas) + 9(zaudtas) = 15 partijs.
Lidzgi analiZjam ot sgelctaja partijas — zaugiis vai izlaidis viS ir 24-8=16
partijas, itad zaudjis ir tieSi 8. No k& var seciat, ka pavisam wsS izsgzlgjis 8+8=16
partijas.

TreSais splctajs, savuldrt, zaudjis vai izlaidis ko 24-10=14 partijas; zagjfis —
tieSi 7 partijas;atad pavisam izsgejis 10+7=17 partijas.

46.11. Doto vieradibu parveido forma

(¢ -y Jx-y)=0.

Tatad x* — y® = Ovai x—y =0. Tatad jebkus gadjuma x =y, kas af bija
japierada.

46.12. Vispirms novelkam pieskatiV| AB (bet lai taisne#\B un UV nesakristu). Tad
(ODUV un ODAB ir iekEjie vienpusleki (skat. 46.4. m.), atad

ODUV+ODAB=18C jeb

ODUV=18C-0DAB. (1)




46.4. Im.
Ta ka apcetrstiri DABC var apvilkt ripka liniju, tad(DDAB+DCB=18C, jeb
[0DCB=18C-[1DAB. leerojot aff (1) iedistam, ka
ODUV=0DCB=UDCV.
No Sejienes seko, KEDUQ=AVCQun ¢etrstiru ABCD un ABVU perimetri ir vieradi.

Ta ka MN ir trapeceAUVB vidusiinija, tadMN=% (AB+UV); ta ka
AB+UV=AU+BYV, tadMN:% (AB+BV+VU+AU) jeb, perimetru vieidibas @], ai

ABCD perimetrs ir MN. Apgalvojums pieidits..

46.13. Vispirms apiikosim triju Ec kartas sekojoSu nataiu skaifu kvad&tu summu:
n? +(n+17 +(n+2)? ::~3(n2 +2n +1)+2.

S summa, dalot ar 3, dod atlikumu 2. Bet naltuskaita kvadats, dalot ar 3, dod

tikai atlikumus 0 vai 1. dtad tiedm apiikota summa nevarit natuéla skaita

kvadiats.

Aplikosimcetru fec kartas sekojoSu natalu skaifu kvadatu summu:

n? +(n+1)? +(n+2)7 +(n+3)? = 22n +6n+7).

Redzams, katdaks ar 2, bet nedad ar 4, ipec nevar it natuéla skaita kvadats.

Visbeidzot apikosim piecu pc kartas sekojoSu natélu skaifu kvadétu summu:

2 +(n+1)? +(n+2)? +(n+3)7 +(n+4)° =5(n> +4n+6) .

Lai & summa vaatu hit natuéla skaita kvadats, ar 5 jdaks af skaitlim rf+4n+6.

Parbaudim, ka @c modda 5 3 izteiksme nepigem \ertibu O.

Tie®im n?+4n+6=0(mod5) - (n+2)* =3(mod5), bet @c modua 5 veselu

skaifu kvadati nepiepem \ertibu 3.

46.14. Pirmaj s\erSari uz katra kausa uzliekam pa 4 mtam; viena moata paliek
mak. Sirojam gadjumus:

A. Kausi ir idzsvai. Tas iespjams tikai, ja uz katra kausa ir 1 viliahoreta. Otraj
s\verSara uz katra kausa novietojam pa @hv no &m morgtam, kas pirmaj s\erSara
bija viera kaug; tagad viens kauss nosveras uz leju. TheS&ySara saidzinam tas
moretas, kas “prsvera” otrap reiz. Ja &s vieradas, tad viltats morgtas viegikas
paristagm, ja re — smagkas.

B. Kausi pirmaj s\erSara nav idzsvas.

Otraja s\erSara uz katra kausa novietojam pa 2 ratam no &m 4, kas pirmaj
s\erSara bija viegkkas.



B1) Svari navidzsvas. Tas iespjams tikal, ja starpig 4 ir vismaz viena
viltota moreta; apec viltotas morttas ir viegikas paistagm.

B2) Svari ir idzsva&. Tas iespjams divos gagumos:
(a) vai nu viltois morgtas ir viegikas pafistagm un otraj s\erSara atrads pa
vienai uz katra kausa, vaiiar
(B) viltotas morgtas ir smagkas, un pirmaj s\verSara smagkaja kaus atradis viena
vai abas noam (ja viena, tad otra viltatir mak palikug).

TreSaj s\verSark saidzinam divas moagtas, kas otrajs\erSara atradis uz
viena kausa. Ja kausiidgsvai, tad ir 3) gadjums, ja ® — (@) gadjums.

46.15. Nevieradiba starp pozivu skaitu videjo aritmetisko un vicjo kvaditisko

2 2 2
apgalvo, ka a+§+cs ’a +2 "¢ No Sejienes
2
y _xn+xn+,/x§+2<\/x§+x§+( x§+2) _[3x2+2
m 3 - 3 3
_ , 2 , 2
Tatad x, < Xi*5 un >§+lSXn+§. Tadgjadi

2 2 2 2 2 2
2 X oS X =+ o<, < X2 +21996=1+1330==1331-.
X1996 X1995 3 X1994 3 3 XO 3 3 3

L1dz ar to X/, <1369=37%, jeb x,.,, < 37; kas af bija japierada.

46.16. Saskaa ar doto

a?+b2+c2+d2 +e? z(a+bj2+(b+0j2+(c+dj2+(d +ej2+(e+aj2
2 2 2 2 2

Parveidojot iedgistam (a— b)2 + (b—C)2 + (C— d)2 + (d - 8)2 + (e— a)2 =0

Tatad a-b=0; b -¢c=0; ¢c-d=0; d-e=0; e-a=0.
No Sejienes seko, kaa=b=c=d =e=0. Apgalvojums piexdits.

46.17.Ja x =Yy, tad pbiat x =y =1 (citadi lielakais kopgais daitajs bis lielaks par

1). Sis gagums der, jo (1*°%1'%9% = 2, kas dais ar 1+1 =2.
Talak piepemam, kax z y. Taka x°%°-y*®° = (xz)998 - (yz)998 dahs ar

1996 __ 1996

y*%® dabs arx+y. Ta ka ai x™°° + y"**°dals ar

1996

x? —y? = (x+y)(x-y), tad x

X+ Yy, tad (saskaitot un@mot) iedgistam, ka2x™*® un 2y*® dalis ar x + y. Betx

1996 1996

uny ir savstarpji pirmskaitli, tapec ne x ", ne y—° pat nessinas ar x + y; tapec 2
daks arx+y; lidz artox+y= 2un x=y =1 Tair pretruna, jo pig€mam, ka

XZY.



46.18. Apziméjam malu viduspunktus &, N, K, L (skat. 46.5.7m.). Tad @c trijstiru
vidusliniju ipadbasMN|AC|LK un NK|BD||ML, tapéc MNKL — paralelograms.

Apzimgjam & diagoralu krustpunktu ar S; tas it paralelograma simetrijas centrs.

Perpendikuli caut, K, N, M pret maim, uz kuam tie atrodas, iet caurpia centru
O (jo ap jebkuru cetrstiri apvilktas rinka linijas centrs atrodasi Xetrstira
vidusperpendikulu krustpuridt

Tapec uzdevura apskaimie perpendikuli iet caur punktu, kas simetriskstcm O

attieaba pretS t.i., tie&im krustojas vief punka.

46.19. Izmantosim mateatisko indukciju.

Baze pie n= 2 ir a@mredzama. No katras pilas pbat cdam uz otro, lai izpildtos
uzdevunm dotais. Bc uzdevuma nosgamiem céu skaits ir ne maks par 3. Liekos
cdus neatkagi no &, kurp tie ved,atad, var sigt.

Piepemsim, ka pilstu skaitam, kas maks par n, apgalvojums jau pamatots.
Aplikosimn (n = 3) pilsttas.

lesaksim patvédiga veida braukt pa ckem, lidz kada pilséta A norakam otro reizi
(tada reize piesks, jo pil€tu skaits ir galys). Aplikosim atbilstoSo ciklu (no piéas
A izbraucotidz pilstai A, taja iebraucot) ak (k= 2) pilsstam .

Apvienosim visas cikla pias vien liela pilséta S Pilsstu S savienosim ar dm
pilsetam ar céiem pec &da likuma :

ja no kadas cik# ietilpstods pilsstas (jeb,isak, cikla pilstas) veda d8 uzB, tad noS
uzZzmesim céu uzB;

ja noB veda c& uz kdu cikla pil€tu, tad ndB ved césS uzS

Jaunag valst ir n-k+1l<n pilssta (k pilsstu vie@a ieviesta viena). Taj ir
2n—-1-k cdi (netikanemti \era tikai ciklu veidojuSiek cdi; pargjie respekdti pcc
iepriekSmirgta likuma). Bet

2n-1-k22(n-k+1)-1 (1),



jo k=2. Lidz ar to &itad jaunaj valst ir maziks pilsétu skaits nek sakotngja valst.
Apzimeésim to ar y < n. Bez tam chk skaits t&g ir vismaz2y-1 (pec (1)). Ta ka
jaunap valst no katras pilstas var aizbraukt uz katru (jo to @ vecaj), tad
saskaa ar indukivo pie@@mumu vienu no deem jaunaj valst var skgt, lai jopropm
taja varctu no katras pias aizbraukt uz katru.allak pierada, ka So pasSu hevar
slegt aff vecaji valst.

Dotaja viemadiba ievietojamy=a+b+ab.
f(xa+ xb+ xab+ x+a+b+ab) =
f(xa+ xb+ xab)+ f(x)+ f(a+b+ab)=
f(xa+ xb+ xab)+ f(x)+ f(a)+ f(b)+ f(ab).
Sap vieradiba samaina vidim x un a . Kreis puse nemais, titad bt vieradam
af labagm, t.i.,
f(xa+ xb+ xab)+ f(x)+ f(a)+ f(b)+ f(ab)=
f(xa+ab+ xab)+ f(x)+ f(a)+ f(b)+ f(xb).
levietojot x = 1, iegastam
f(a+b+ab)+ f(ab)= f(a+2ab)+ f(b).
Aizvietojot f(a+b+ab) ar f(a)+ f(b)+ f(ab), iegistam

f(a)+2f(ab)= f(a+2ab) (1)

No (1), ievietojotb = Q iegistam

f(0)=0. (2)

Savukirt no (1), ievietojotb = — liegistam
f(a)+2f(-a)=f(-a), jeb f(-a)=-f(a) 3)

No (1), ievietojotb = —% , legastam

f(a)+2f[—%aj = f[a—Z%aj = £(0)

Ta ka f(—%aj =—f (% aj , tad no augsk uzraksitas vieradibas seko, ka

0.

f(a)sz(%a), jeb f(2a)=2¢(a) @)
No (1) un (4) tagad seko, ka
f(a)+ f(2ab) = f(a+2ab) (5)
Apskatim vieradibu f(x+ y) = f(x)+ f(y). Ja garx =0, gary = 0, tad pareiba
seko no (2).

Ja, piemaram, x # 0, tad, izmantojot (5), ieggtam:



X

f(x+y)= f(x+2x2—{(j = f(x)+ f(ZXle = f(x)+ f(y)
Analogi iedistam prago aff, ja y # 0.

46.21. ApzZimésim ar a, unb, attieagi nefara un pra apakskopu skaitu, ak, un B,
— attie@gi nefara apakskopu svaru summu uirgapakskopu svaru summu.
Ta ka n elementu kopai pavisam i2" apakSkopas, ieskaitotmwi pasSu un tukSo
kopu, tad

a,+b, =2" Q)
a) ApZzmesim para skaitu skaitu kop X, ar a, bet nepra skaitu skaitu taj — ar 3.
(Skaidrs, kaa:[g} un an—{g}). Katra nepra kopa sadt no daziem (varit
neviena) pra skaitiem un nepra daudzuma neépa skaitiem. Rira skaifus &idam
merkim var iz\eleties 2' veidos, nera skaitus — 2 veidos, jo
C; + Cj + Cy+...=2"", ka zinams noNitona binomapagbam.
Tapec nefra kopu var izéleties 2'2°'=2""* veidos. B ka a+B=n, no Sejienes
iegastam, kaa, =2, un no (1) seko, kb,= 2"*.  Tatad
a=bn (2)
b) Sirosim divus gagumus.
bl)n —nepra skaitlis.

Nepra kopas, kuras var izveidot n¢, elementiem, ir divu veidu:as nepra
kopas, kas izveidotas n¢.;={1; 2; ...; n-1} elementiem, nelietojot skaith, un &s
para kopas, kas izveidotas i@.; elementiem, apvienotas ar @aegp skaitlin. Pirma
veida nepra kopu svaru summa apxta ar A,... Otra veida nepra kopu svaru
summa sasdVt noB,.1 un nob, reizes izmantatskaifan. Tatad
A = Aq1 + Bog + NBhg = Aqg + Boy + N2 (3)

Lidzgi iegastam:

Bn = Bnt + Ant + NGt = Any + Bpy + N2 4)
No (3) un (4) seko, ka
An = By, kur n — nepra skaitlis. (5)

b2)n — para skaitlis. So gagumu aptiko lidzgi iepriek&jam.

c) katras apakskopas ws papildiijuma svaru summa ir 1+2+..n+:% n(n+1). Ta

ka kopu ir 2, tad &du savstargji papildinodu apakskopuapu ir 2%, Tapec visu

apakskopu svaru summa ii“']ﬁ2 n(n+1)= 2"?Ch(n +1) . No otras puses] Summa ir

A+B,. Taka A=B,, tad B, = A, = 2"°m(n+1) .



46.22. Aplikosim 46.6. amgjumul.

46.6. Zm.

No divu ievilktu legku vieradibas seko, ka trijgti OABun OED ir Iidzgi. Tatad

AB OA OB CD CO DO EF _ EO FO __
= = Lidz un . Tatad

e0 oE ob "™ AF " 0a oF ""BC oC OE

(AB EpD EEF) OADOB EpOEDO EEOEFO

ED AF BC OE OD OA OF OC OB

No Sejienes seko pis vieradiba. Apgriezto apgalvojumu pigta, apiikojot
seSdiri, kuram viena virsotne naffita i, lai ta diagoriles krustotos viehpunka.

46.23. Apzimgjam p(2"‘1 —1) = x*, k>1. Skaidrs, k@ # 2. Tadp ir nera
pirmskaitlis;p = 2g+1. Ta ka x daks arp, tad x = p™y, kury nedadis arp; iegistam
p(22q —1): (pmy)k un (Zq —1)(2q +1): pmtyk

Skaifi 2%-1 un 29 +1 ir savstarpji pirmskaifli (tas seko noat ka to starfba ir 2,
tatad viengais kopgais daitajs vaktu bit 2, kas nefra skaitiem neder).

Tatad & no iekadm 2% -1 un 2% +1, kas nedak arp, ir kada natuila skaita k-ta
pakape. &irosim divus gagumus.

1) 2% -1=2z". Tadz —nepira skaitlis. Jak ir para skaitlis ung>1, tad iegistam
pretrunu gc modda 4. Tapec g =1, p = 3. Parbaude pada, ka tas der.

Jak — nepra, tad 29 =(z+1)(z** - 2“2 +... +1); otraji iekaa ierakstts nepra
skaitlis, liekks par 1, bet tas nav iegams.

2) 29 +1=2, z— nepra. Jak — nepra, tad pretrunu iggpt ka ieprieks. J& =2t, tad
(zt —1)(2t +1): 29. Skaitiem z' -1 un z' +1 jabit divnieka pakpem, kas atgiras
viena no otras par 2.afad &s ir 2 un 4. Bpec z' -1=2,z=3,t=1,9=3, p=7.
Parbaude pada, kap vértiba 7 der.



46.24. Katrs no apskatnajiem apgabaliem veidojams, j@apkniski pievienojot pa
vienai fitinai &, lai apgabala iekSieémeatrastos nevienagtimas neviena virsotne un
lai pievienojamaiditinai batu kogga mala ar tieSi vienu naitrpam, kas jau ieprieks
ieklautas apgabal

Pienemot ftinas malas garumu par 1 un apot apgabala laukumu dr, bet
perimetru alP, ar materatiskas indukcijas patizibu viegli pieeida formulu

L:%P—L

(indukciju izdara pc apgabalaitinu skaita).

Ta ka abiem apgabaliem ir koga robeza — novilktlauzt linija, tad to perimetri ir
vienadi. Tapec ir vieradi af to laukumi.

46.25. Virkne a, =3" —2" admredzami ir augosa.

Piepemsim, ka @is 3s virknes locek a,,a,, a (m<n<k) veido geometrisku

progresiju. Tad

andy =2 1)
Pieladisim nevieadibas:
A,y , <&’ (2)
@ nmes > By 3)

Tad no virknes monotonties seko, ka2n—-m<k <2n-m+1, kas nav iesgams, jo
2n-m un Z-m+1 ir divi viens otram sekojoSi naflir skaitli, starp kuriem nevar

atrasties neviens nafils skaitlis k.
2

Nevieradiba (2) farveidojas pa{gj +(§j > 2, kas seko no neviadibas starp
vidgjo aritmetisko un vidjo geometrisko.
Nevieradiba (3) identisku frveidojumu cé parveidojas par damredzamu

nevieradibu
(3m—1 _ 2m—1)(2 [32 n-m+l 22n—m+1)+ 2n+13m—1 (3n—m+1 _ 2n—m+1) >0.



