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LATVIJASREPUBLIKAS47. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

47.1. I1zteiksmi var arveidot forna (ay— bx)z, tatad &s \ertiba nevar bt negaiva.
47.2. Doto seSciparu skaitli vaapaksit sekojosi:

ababab= ab[10101= ab[B[7 13[37.
No sadajuma reiziratajos skaidri redzams, kaababal nevar daties ar
pirmskaitiem, kam ir vaiik neka divi cipari; titad mums japliko tikai pirmskaiti,
kuri mazki par 100.
Lai divciparu skaitlis datos ar 11, @ abiem cipariem ir gbut vieradiem. Rc
uzdevuma nosd@camiem a un b ir dazdi, tatad ab ar 11 nedak. Neviens cits no
reizinatajiem af ar 11 nedak; titad ababat ar 11 nedak.
Atbilde: ababal var daities ar visiem pirmskdiem, kuri mazki par 100, ipemot
11.

47.3. Atrisinajums paé#dits 47.1. Imgjuma.
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47.2. 2Zm.

47.4. Caur doto punktu (Apmesim to ar O) novelkam taisnes, kuras paeal trijstira
malm (sk. 47.3. #n.). Rezulita iegastam, ka trijgiris sadaks 12 mazkos, kuru

viena no virsotém ir O.



47.3. Zm.

Pierada, ka ar vieidiem cipariem apméctie trijstari ir vienadi; no Sejienes seko
prastais.

47.5. Vispirms apskasim, vai nepietiek ar dim parbaudm.

Pienemsim, ka divos gginajumos kop parbaudtas mazk par 6 moatas. Gaguma,

ja neviena no rbaudm neuzida atgirigas moretas khtbatni, tad palikuSas vismaz

divas neprbaudtas mogtas, starp kdaim noteikti ir ar at¥kiriga, bet nav ziams,
kura tiesi.

Tagad pieemsim, ka divi mginajumi kopa aptwruSi maksinalo skaitu — seSas

moretas (katé reiz — tris citas mogtas). Bet tad, gapima, ja viera no @rbaudm

uzradita at&irigas morgtas eksistence, nav skaidrs, kura nanrij'aizdonigagm” ta
ir. Tatad ar didam parbaudm nepietiek.

Pieladisim, ka attrim parbaud¢m pietiek. Paidisim, ka Sis parbaudesjveic.

Apzimesim 7 moutas arA, B, C, D, E, F unG.

Vispirms @rbaudim morgetasA, B unC.

1) Ja starpam ir atkiriga, tad prbaudim trijniekus (A, E,F ) un (B,E,F); ja
kada no tiem ir atgiriga mortta, tad 1 ir A -- pirmaja gadjuma vai B — otraj
gadjuma; ja Sajos trijniekos nav &ffigas moretas, tad atdriga ir C.

2) Ja starp am nav atgirigas, tad prbaudim trijnieku (A, E,F ) , tadepdi
noskaidrojot, vai aidriga morgta ir starp moétam E, F, vai starp atlikusam G,
H. Pedgja parbaud, nemot divagstas un vienu aizdoigu morgtu, noskaidrojam,

kura no didm aizdonigajam morgtam ir at¥kiriga.



47.6. No Vjeta teoémas seko, ka viadojumam x* + px+q= 0 sakwu kvadatu
summa ir izsakma &di:

X; x5 = (% +%,)" —2%%, = p? - 2q

Izmantojot ie@to vieradibu, izsatsim saku kvadatu summu uzdevuamingtajiem
vienadojumiem:

Pirmajam vieadojumam 1 ir x> +x2 =a’-2[{3a-1)=a’-6a+2 ,

bet otrajam vieidojumamiir a®-6a-1.

Viegli ieverot, ka, neatkagi no a vertibas, saku kvadatu summas migtajiem
vienadojumiem atkiras par 3, kas abija japierada.

47.7. a) Ja viens no diviem dadajiem natuilajiem skaitiem, piem., x =1, tad

11
skaidrs, ka + = %+1 -1+ >1. Tadsjadi jaaphiko tikai gadjums, kadx > 1un
y Ty
y >1. Bet &da gadjuma 1+1 <1+1<1 .
Xy 2 3

b) Savulart ka tris dazdu natudlu skaifu apgriezto lielumu summu skaitli 1 izteikt

var'£+iL+E—1
"2 36

c) Ar matenatisko indukciju piefidisim, ka to var izdar jebkuramn=> 1
Baze:n= 3;

Induktiva pareja: ja

1:i+i+...+i un x1<x2<-~-<xn,tad,
X% Xn
izmantojot vie@adibu 11 + , ledistam prago vieradibu n+1
a a+l ala+1)
skaifiem
1 1 1 1
=+t + + )
Xl X2 Xn +1 Xn(xn +1)

47.8. Apltkosim 47.4. angjumu.



A1

47.4. 2m.

Ap cetrstiri ABC,M var apvilkt rhpka lniju, jo OC, + A =180 ; tatad varam
apazmet UC,MB=0C,AB=a , jo abi tie ir viea rinka finija ievilkti lepki, kas
balsts uz vienu lokuBC;.
Var apvilkt rigka liniju aif ap cetrstri MAB,C; tapec UBMC =B,AC=a. No
SejieneslIBMC = JC,MB, =180 —a, un pra#fais pieadits.
47.9. a) Divi atrisirajumi ir Sadi x=2,y=2 ; x=25; y= 35.
b) Apzimgjam

[x|=a, x=a+a, 0<a<1

[y]=b, y=b+pB, 0<pg<1.
Parraksisim doto, izmantojot ieviestos apEjumus:

ab=a+b+(a+p).
Ta ka aunb — veseli skalt, tad ar a + £ jabat veselam skaitlim.
Taka Osa<lunO<sf<ltada+f=0vaia+f[=1
1) Jaag+ = Qtada = = Oun iegistam

b :1+i ; NO Sejienex=y= 2

a-1

2) Jaa+ =1 tadab=a+b+ 1 no kurienes

b:1+a—31. Tapec [x]:a:2 un [y]:b:3, vai [x]:a:3 un [y]:b:2.
Varam prbaudt, ka visi &di atrisirajumu gari der.

47.10. Visus apskaimos 3n+ 1 skaifus pierakstm forma 2*m, kur m — nepra
skaitlis. Ja atradies tis skaiti, kuriemmir vienads, tie degs par meldjamiem.



Katrs negra skaitlis, kas liaks par 2, var kit tikai vienu reizi sastopams starp

skaifiem m; tadu skaitu pavisam irn. Tatad vismaz 2n+1 no apskamajiem
skaifiem satur K reizimtaju m kadu no skaiiem 1,3,5,...,2n—-1. Izmantojot DirihE

principu, no Sejienes seko priass.
47.11. a) Patviigu divciparu skaitli pieraksim ka ab=10a+b ; no Sejienes
ab=10a+b>10a>b(a.

b) Pragtais seko no neviadibam
a,3,...a,, 2a,00...0=a,10"" >a,a O [@& .

47.12. leverosim, kalx - y| = x+ y (mod2). No Sejienes iegstam
la-b+b-d+[c—d|+|d-a =(a+b)+(b+c)+(c+d)+(d+a)=
2(a+b+c+d)=0(mod2).

47.13. Vispirms novelk napka fniju kopejo pieskari punkt M, uz s atliek punktu R
(skat. 47.5.um.).

47.5. Zm.

No hordas - pieskarespleu ipagbam iegistam

UOAMK = RMK -ORMA = AKM -UOABM = [IKMB,

kas at bija japierada.

47.14. Ja x = Q tad izteiksmesx®y — y*x vertiba ir 0. Jax# 0 tad doto izteiksmi

parveidojam sekojosi:
2 2
xzy—yzx:xs[l_[ij ]:x{l—(l—ij }slﬁzl.
X X 4 (2 X 4 4

Vérﬁba% tiek sasniegta, jx= @ny= %



47.15. Ng, ta gadties nevar. Pigemsim, ka posmstarp gkotnéjiem punktiemA un B

sierazis nekad nenaik. Tad brdi pa bidim notiek siedZza kcieni pari sarkano
punktu g@rim (A, B). Piegemsim, ka sarkano punktu daudzums pirms vieita S

léciena irx; tiesi pirms ako% léciena @r (A, B) sarkano punktu daudzums—z{D(,
3 2
tieSi pirms rakos Ieciena @ar (A, B) sarkano punktu daudzums('rgj X, utt. Bet visi
3 k
skaiti (Ej X nevar lat veseli.

47.16. Ta ka sinx uncosx vienlaiagi nav nulles, tad

sin® x+cos' x> 0.
Taka |cosx| <1, tad cos' x < cos’ x. No 3ejienes seko, ka

sin® x+cos' x<sin?x+cos x=1.

47.17. Uzrakstisim skaitu virkni 2" +1 peéc modua 5:
3,0,4,2,3,0,4,2, ...

Ta ir periodiska ar perioda garumu 4. Redzam, katlske?" +1 daks ar 5 tad un
tikai tad, jan =4k + 2.

47.18. Nogrieau garumus apmesim ka paadits 47.6. Imgjuma.

a

47.6 2m.
a) No Pitagora te@mas iegstam:
x* +y? :(m2 +I2)+(n2 +k2):(m2 +n2)+(l2 +k2):a2 +b?.
b) Izpildot identiskus prveidojumus, iegstam:
x?y? —a’h® = (m2 +I2)(n2 + kz)—(m2 + nz)(l2 +k2):
m?n? + m’k? +1%n? +1?k® = m?? = m*k? = 1°n* - n’k? =
m?n® +1°k? -m?? -n%k?* =

(m2 —kz)Eﬁn2 —IZ).



Trijstari pie trapeces pa@hjam mabm ir lidzgi, tapéc vai num>k un n>1, vai
aif m<k unn<l. Abos gagumos (m? -k?)d{n® -12)>0. Tatad

x?y? > a’b?, un xy > ab.

49.19. Ng, taisneMK var neliit perpendikudra pamata plaknei. Apkosim pamata
plakni (skat. 47.71m.).

47.7. Zm.

JaM projicgjas punki O,, betK projicgjas punki O,, tad katé piranida atsevigi

mingtie sinu skaldu augstumi ir vieadi sawa starg@. Varigjot M un K atélumus no
plaknesABCD, viegli parakt visu astau augstumu vieidibu.

49.20. Piekirsim rakiSiem numurus no Iidz 10 gc kartas; Numuru 1 piddrsim
rakitim, kam akuma ir visi 10 zelta gabali. Apkosim sekojoSu summu:
S=10h, +2[h, +---+100h,,,

kur n, ir zelta gabalu skaits, kagda momeni ir i-tajam Bkitim.
Sakuma S=10; lai sgle beigtos, jbut S=1+2+---+10=55. Katra gajiena summa
pec modda 10 nemaiis. Tatad no §kotrgjas situacijas nav iesgjlams iegit beigu
situaciju.
49.21. Varam pimemt, kaa >b. ApZzimésim a—-b=d. Nemot
n=kld+1l-a, k=123,..., iegistam prago. Tiesm
(a+n,b+n)=(a+n,(b+n)-(a+n)=(a+n,d)=(kd+1,d)=(1,d)=1.
49.22. Ng, tadas funkcijas nav. No piris sakaibas iegstam

f(f@+ f(x)=f@-x);
lietojot otro sakabu, iedgistam

1+ f(x)= f(1-x).

levietojot x = Qun x = 1, iegastam



1+ f(0)= (1) un 1+ f()=f(0).
Sis vieradibas ir pretrutgas.

47.23. Pavisam 9 punktus savieno 36 noggiezPieadisim, ka meldjamais
minimums ir 33.

1) Pimemsim, ka novilkti 33 nogriez. Tad ir 3 nogriegi, kas nav novilkii.
Aplikojam &dus 3 punktusA, B, C, ka katram nenovilktajam nogrieznim vismaz
viens galapunkts iA, B vai C. Tad visi nogriegi, kas savieno atlikusos 6 punktus ir
novilkti. Tas, ka starp tiem atresiles vienk&isains trijsiiris ir visparzinams fakts.

2) Piengru ar 32 §autrem veido indukivi, izejot no piecstra, kura malas noksotas
melnas, bet diagates baltas; #&la grafi nav vienk&sainu trijstiru.

Talak izvelamies vienu virsotniA un savienojam jaunu virsotm ar viam grafa
virsotrem, iznemot A. Skautni BX nokrmsojam &ipat, ki nokmsota AX. Viegli
parbaudt, ka ar jaunaj graf nav vienk&sainu trijstiru. Pievienojot virsotni, katru
reizi nenovelkam tiesi vienuk&utni. Cetras reizes atktojot 30 opeiciju, iegistam
prasto grafu ar 9 virso®m un 32 gautrem.

47.24. Nevieradibu pieada ar matentisko indukciju.

Jan =1, ta parveidojas par neviedlibu
1 1

a+b s 1/5ia+bi

kas ir atmredzama.

= a’+ab<a®+2ab+b?,

Pienemsim, ka neviediba ir pareiza visiemm < k ; pieradisim to pen =K.
1) k=2t. Tad saskg ar indukivo piepémumu

1 1 1 t
+ +..o 4 < un
a+b a+2b a+tb 1/aia+tb5
1 1 1 t

(a+t)+b (a+th)+2b  (a+th)+tb  J(a+b)ar2b)

Mums ppierada, ka
t 2t

t
Jala+th) Jla+to)a+2tb) .fala+2th)

Ta redu@jas par nevieidibu

Ja+2tb+Ja<2/a+th -
2a+2tb+21/5]a+2tbi<4a+4tb o
1/5{a+2tbi<a+tb o

0<t’bh?,




kas viennar izpildas. Nevieadiba pieadita.

47.25. Aplikosim 47.8. amgjumul.

47.8. Zm.

Skaidrs, kaABOOM . Cetrstira SXEMpregjo lenku summa irl8C° , aitad ap to var
apvilkt ripka liniju; tapec OX [OE = OS[OM .

No lidzigiem taisnlaka trijstiriem OSAun OAM iegistam
9S_OA . osom = o,
OA OM

2

Tatad OX = (())AI; ir konstants lielums.




