LATVIJAS51. MATEMATIKASOLIMPIADES 3. KARTASUZDEVUMU
ATRISINAJUMI.

9.1. a) piengram, &: (0;0) - (0;5) - (3;1) - (0;-3) - (-4;0) - (1;0);
b) ta ka sierazis re1 var nokat uz blakus punktu, tadnd pakipeniski var nokit uz
jebkuru rega punktu.

9.2. Apzimésim datjumu ar k. B ka A un B ir vierads ciparu skaits (BA!), tad k<10.
Pieneri A=111; A=2178; A=1089 pada, ka k var ot 1; 4; 9. Pieidisim, ka citu
iesgEju nav. ApaZmesim A un B pirmos ciparus atbilstoSi ar a un bk3a, tad a<b. Ja
k=5, tad a=1;apec k nevar lat 5; 6; 8 (jo Sajos gapimos KA nevar beigties ar ciparu
1) vai 7, jo tad b=3 urapec kiA =7000>3992>B. Ja k=3, tad ,lai A un Biltu vierads
ciparu skaits, aapit 1, 2 vai 3. No viefidibas3a..b =b...a seko, ka b ir atbilsto3i 7, 4
vai 1 (lai sakristu gdgjie cipari); tongr Sajos gafjumos pretruna rodas, ajbjot

pirmos ciparus. Beidzot, ja k=2, tad no dibas2a..b =b..a pedgjas kiras seko
2b=a+10, un no piras kiras seko b=2a vai b=2a+1 (atkar no &, vai otrafi kira
rodas vai nerodasimesums). Ne vier) ne oté gadjuma a neiziak vesels.

9.3. Figuras F laukumu apmesim ar L(F). Katrtetrstira XYZT punkts pieder vismaz
vienam no trijsiriem OXY; OYZ; OZT; OTX. Tapec apskatma cetrstira laukums
nav liekks par L(OXY)+L(OYZ)+L(OZT)+L(OTX). Savulrt neviena trijsira ABC

laukums neﬁrsniedz%AB [AC. Tapéc apskatma cetrstira laukums nav liaks par

%(OX [OY +OY [OZ +OZ [OT +OT [OX) un var it vienads ar to tikai gaguma,

javienlaiagi  a) OXJOY, OYOZ, OZJOT, OTIOX,

b) trijgti OXY, OYZ, OZT, OTX neprklajas.
Tas ir sasniedzams, ja XYZT diagdes ir perpendikdras un O ir diagaiiu
krustpunkts. Pasav tris iesgjas (skat. 1.1m.)

Laukumi ir attiesgi L, =%(a+ o)(b+d),L, :%(a+ b)(c +d), L, :%(a+ d)(b+0).
levérojam, ka
L,-L, =%(ab+ac+bd +cd—ab—ad—bc—cd)=%(ac+bd—ad—bc)=%(a—b)(c—d)>0

Lidzgi pierada, kal, > L,. Tatad liebkais iesgjamais laukums i%(a+ d)(b+c).
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visas izteiksnds saugji atirigi no O (risirgjuma tas nepiecieSams!).

9.5. a) p, var. Apskaisim &s 4 rindas, kuis ir visvaiik krustipu. Ja tajs ko batu
mazk par 8 krustiiem, tad vismaz vienno am ir <1 krustq$ (jo 42=8); tipec kopa
butu mazk par 12 krustiiem (jo ¢etras cias rindas nav vaik krustipu ka taja no
izveletajam, kum ir <1 krustinS) - pretruna. dtad nusu apskamajs rindas ir vismaz
8 krusthi. Nokrasojam #&s. Paliek nenokisoti < 4 krusthi, kurus var nokisot,
nokrasojot 4 kolonnas.

b) ne noteikti. Skat.2im.
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3.zim.
2.z21im.

Lai nokrmasotu krustius labaj apaks§ja dda, janokraso vismaz 3ihijas. Tapec 3. Zm.
redzamas ddas kisoSanai paliek augdtais 5 tnijas, pie tam ne vak ka 4 no am ir
rindas un ne vaik ka 4 - kolonnas. T ka katra Inija te satur 2 krusfus, tad jbat
izmantoim 5 linijam, lai nokéasotu 10 krustius. Pi@emam, ka izmantotas a rindas un
b kolonnas, a+b=5,<b<4, 1<h<4. Tapec vai nu &3, vai [®3. Simetrijas pc varam
pienemt, ka a3. Tad vai nu a=3 un b=2, vai a=4 un b=1. Qtiggdjuma vieriga
kraso@ kolonna nesatur abus krusis, kas atrodas viggaja nenokésotap rindina.
Pirmap gadjuma abas kisotis kolonnas nesatur tos 4 krusis, kas atrodas ab
nenokasotafs rindinas, jo tad Sajs rindipas krusthi batu "vieras un tais pas
vietas". Tatad 2. 2zm. pahditos krusthus uzdevura prastaja veida nokrasot nevar.

10.1. Varam pigemt, ka|a 2|b| un |a=|c|. Tad nevieadiba F+bc>24 nav pareiza.

Tatad visas s nevielddibas noteikti vienlaigi nav pareizas. Piein a=b=c=1,
a=b=100, c=1; a=100, b=c=1 pda, ka pareizas vanbO; 1; 2 noam.

10.2. a)jebkuru trijsiiri var sagriezt 1000 taisnika trijstiros (4. 2zm.), katru taisnlgka
trijstari - divos vieradsanu trijstiros (5. zm.)



4.Am. 5 Am. 6.4Mm.

b) no patvliga trijstira var atRelt Saurleku trijstiri ta, ka fari paliek trijstiris T. Ta ka
Saurleku trijstirim apcentrs atrodas iekSgudo var sagriezt 3 viedsanu trijstiros
(6. Zm.). Rec tam T sagriez 1998 viedsanu trijstiros ka a) ddas risirjuma.

10.3. No dot seko, ka viedojumam P(t)=0 ir divas saknds un t,, un pa didm
sakrem ir vieradojumiem (1) Q(x)=t,un (2) Q(x)=t,. No Vjeta teotmas seko: ja (1)
saknes irx, un x,, bet (2) saknes ik, un x,, tad x,+ X, =X, + X, . TapeCc X, =X+ X,-
X;. legistam tfs dazdas iespjas: x,=3+15-2001=-1983,x,=3+2001-15=1989,
X,=15+2001-3=2013. ¥ japarbauda, vai atbilstoSie polinomi Q un P eksista
patiedm ir visos gagumos. Pieraram: Q(x)=t, ir saknes 3 un 15, bet Q(X)& ir
saknes 2001 un -1983, tad varaemt Q(x) =x* —18x, t,=-315, t,=20011983 un
P(x)= (x + 315)(x - 20011983).

10.4.




Skaidrs, ka X atrodas uz detr.l.w. Ta ka OXAC=0OXBC un OXYQ=0OXAC, tad
OXYQ=0OXBQ, tapec X, Y, B, Q pieder rika linijai «,. Tapec UXQB=0XYB=90°,
tatad OXQC= 9C. Ta ka 0OBCD=9C¢, tad ar [OPCQ=90. Ta Kka
LXDP=0OXDC=0OXAC=LXYP, tad punkti X,P,D,Y atrodas uz vienas ay. Tapec

OXPD=18C-0XYD=90°. No ar taisnu thiju pasvtrotagm vieradibam seko
vajadZgais.

10.5. Skaidrs, ka der n=5232) un n=6 (2=64). Piefidisim, ka citu atrisisjumu nav.
Pienemsim, ka no 2uzdevuna dotaj veida iegits 2", noswtrojot pirmo ciparu a;
skaitlim 2" ir k ciparu. Tad 2=a10+2™ un 2™ (2"™ -1) = a[10*. Tatad 2"™-1 daks
ar 5. Ta ka divnieka pakpes, dalot ar 5, cikliski dod atlikumus 2; 4; 3;tdd n-m=4t.
Tapec
alot =2"[{2* +)(2' +D(2' -1 *)
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Skaifi 2'+1 un 2-1 ir nemira skaiti, kuru starfiba ir 2; ipec tie ir savstarji
pirmskaiti. Tas pats attiecas uZ'21 un 2-1. Tatad vieradiba (*) labaj pus ir 3
negara skaiti, kas ir pa priem savstargi pirmskaifii. Ja tie visi >1, tad skaitlim
kreisaji pus ir 3 daZdi negira pirmreiziritaji - pretruna, jo a ir cipars.apec 2-1=1
un t=1, 410‘= 152™. SprieZot par da&anos ar 5, redzam, ka k=1 @pac a=32"". Ta
ka a ir cipars, tad der tikai m=1 un m=2, no kurienegistam &kuma mingtas
atbildes.

11.1. Viegli parbaudt, ka (\/5 11)3 =5J2+7.No Sejienes seko vajadais.

2
11.2. N&, neeksist. Apzimésim f(0) = a. Tad no datsekoa-a? 2% jeb (a—%} <0,

tatad a:%. Lidzgi, apZmgjot f(1) = b, iedgistamb = % Bet tad f(0) = f(1), kas ir
pretrura ar nosagumu d).
11.3. Parveidojam vierdojumu par(y + x)(y —x) = 3*. Tapec y-x =3, y+x =3"%
(O<k<x). Ta ka y-x<y+x, tad k<x-k unk <§ . Sirojam vaiikus gagumus.
A.k =0. Tad y-x=1,y+x =3%; tapec x+1=3" -x un 2x+1=3". Der x = 1; pie
x>1 admredzot3" = (1+2)* >1+ 2x . Tatad Sai gafjuma x=1; y=2.
B.k = 1. Tad y-x=3, y+x =3, tapec x+3=3""-x un 2x+3=3*". Neder

x=1 un x = 2, derx = 3 y = 6. Ja x>3, iegstam
=32 =31+2)*>31+2(x-2))=6x-9. No 2x+3>6x-9 seko x<3 -
pretruna.

C.k=2. Tad no y-x=5 un y+x=3% seko y = x+8 un y=3"* -x; tatad
x+3% =3k —x un 2x +3“ =3*%, Ta ka x>2k, tad lab puse dals ar &; tapac
2x un af x daks ar 3, x=3 t=1. legistam 23" T +3* =3¥T% un, dalot ar §



11.4.

11.5.

201 +1=3%2 ([). Pie k22 iegistam 3* = (1+2)¥ >1+ 2k, tapec no () seko

200 +1> 3522 > 3t = (14 2)' 21+ 2t - pretruna.

Tapec vierigie atrisimjumiirx =1;y=2unx=3;y =6.

Apzimésim no N un M vilkto perpendikulu krustpunktu ar R;un Q ir punkti,
kuros Sie perpendikuli krusto attigcAC un BD. No X vilka perpendikula pamatu
apazmesim ar H. Mums3gpierada, ka R; X; H atrodas uz vienas taisnes. Saviemoja
R un X. Tad R; P; X; Q ir uz vienasikia linijas.

8. z7iM. -

No ievilktiem lepkiem seko, kadDAXB~ADXC. Ta ka M un N - atbilstoSo malu
viduspunkti, tad arAAXQ~ADXP. Tapéc IQAX = [OPDX; tapec A; Q; P; D ir uz
vienas nika finijas. Tatad JADQ = OAPQ = OXPQ = OXRQ. No OADQ =
OXRQ seko 90- JADQ = 90°- OXRQ jeb[.. = . . Ta ka QXD ir taisne, tad no
Sejienes seko, kaidRXH ir taisne.

a) Visas 16 iesgjamas tabulas ar izeriem 2x2 var atrast 9un.; fatad pietiek
nokrasot 25 fitinas.

111|12|12]1
21111(2(2
12211
2121112
2121112
9.z2im.

b) parldisim, ka finokraso vismaz 25itinas. Katrai no vajadgaam 16 tabuim ir
sava kreid augsja ritina. Donasim, ka izvietojas $ 16 ftinas; pimemsim, kaas
atrodas x horizoatés un y vertiklés. Ta ka xy=16, tadx +y = 2\/x_y >2[4=8.
leverosim, ka kai rinda lakgjai no 16 apskatajam “ipasagm” ratinam pa labi ir
vél viena “né@paSa”’, un katr kolonra apaks§jai “ipaSajai”’ fitinpai apaks ir vel
viena “né@pasa’. Bpec apskatmajas x rincis un y kolonas ir &l x+y, tatad



vismaz 8 “ngpaSas” iitinas. Beidzot, no paSas ks starp apak§am “ipasSagm”
ratinam diagonli pa labi un uz leju ir & viena “n@pasa” fitina. Tatad pavisam ir
vismaz 16+8+1 = 25itipas.

12.1. leverojam, ka
14+ 4cos@ — [) +6cos@ — y) +12cos(B-y) =

=14+ 4cosa cospf +6cosa cosy +12cosfcosy + 4sina sin S+ 6sina siny +12sin Ssiny =
= (sina + 2sin B + 3siny)? + (cosa + 2cosf +3cosy)® 2 0

12.2. Ir iesggjams, ka n=6 (piedram, taisnes, kas savieno ikosaedragpigtvirsotnes
pa @riem). Pieddisim, ka re 6. Pigemsim, kat, unt, ir divas no apskamajam
taisrem. Ro€sim taisnit, ap t,; rodas virsma S, kas sasno divu bezgaju konusu
sanu virsmam (skat. 10.m.).

10. Zm.

Lidzgi iegust virsmu Q, rajot taisni t, apt,. Visas citas taisnes ir S un gekima
ITnijas. Bet S un Q vakslties pa augskais 4 taisém. Tatad kop taifu nav vaigk
par 2+4=6.

12.3. Jay =6, tad y! dads ar 9. Skaitlis 2001 ded ar 3, bet nedad ar 9. Ktad y!+2001

dalas ar 3, bet nedad ar 9. Rtad y!+2001 nav natala skaita kvadats. Rirbaudot
y=1; 2; 3; 4; 5, der tikai y=4; tad x=45.

12.4.

11. 2m.



a)t ka O,B=0O,F, tad JO,FO, = OFBO,. Ta ka AO;A0,-AO;BO, (mmm), tad
0O,AO, = 00,B0O, . Tapec UO,FO, + IO,AO0, = OFBO, + JO,BO, =18C°. Tapec
ap QFO,A var apvilkt ripka liniju. Tapat pieida, ka ap GEOG,A var apvilkt ripka
lTniju. bet & ir viena un i pati r.l. (&, kas apvilkta app O;AO,).

b) skat. 11.7m.

No a) punki pieradita OFEB = JFO,O, (ievilkti lenki, kas balsts uz vienu loku).

m] O
Bet OFEB = EBN , tapec JEBN = [1BO,0O, . Tapec %EN =BXun

O O O
EN = 2BX = BXA. Tapéc hordas BE un AN ir par@hs. Tapeéc ABEN ir trapece. T
ka ta ir ievilkta rinka [inija, tad & ir vienadsanu. Tapeéc AE=BN. Lidzgi piefada, ka
AF=BM. No ta seko vajadigais.

12.5. Piepemsim, ka akuma sjumu setba ir 1; 2; ...; 10.

a) pieadisim, ka der x=6. levietojam

(7, 8) starp 1 un 2; (6, 9) stéanpn 8;
(5, 10) starp 6 un 9; 4 starp 5.0n
(1,7,6,5, 4) starp 2 un 3;XRaiz 3.

b) dosim @c kartas vaiekus "apak§os nowrtegjumus”. Sauksim par nékibu divu
blakus sivoSu gamatu gari, ja pa kreisi esoSajai gnatai ir mazks numurs nek
pa labi esoSajai. @fad viena gimata var piedaiies ar divas nekrtibas). Sikuma
ir 9 nelértibas. 1zcéot no plaukta gimatu grupu, rés likvidéjam augstkais 2
nekartibas; ievietojot to plaukt mes likvidéjam augstkais 1 nekrtibu. Tatad
vajadZgi vismaz 3 gjieni. Toner pirmais gajiens ko samazina neiktibu skaitu
par auggikais 2. Tie8m, nemot gamatas noakuma vai beigm, mes likvidejam 1
nekartibu; nemot s no vidus, rés noteikti radm vienu nekrtibu. Tatad
nepiecieSami vismaz 4jeni.

Tagad padisim, kaneviens gajiens nesamazina nattibu skaitu par vaikk neka 2.
TieSam, piepemsim, ka kds dijiens samazina nakibu skaitu par 3. Tas iegpms tikai
tad, ja pie gimatu izemsSanas tiek likvigtas 2 nekrtibas un pie ievietoSanas - 1
nelartiba, pie tam jaunas naibas nerodas. Skaidrs, kartenotiek, ja gimataspem no
sakuma vai no beigm vai af novieto §kuma vai beigs. Aplakosim dijienu, kad
gramataspem "no vidus" un novieto "vid"

a]b{djyef

12. 2m.

Lai notiktu mums vajadagais, gbit a<b, c<d, a>d, e<f, e>b, c>f. B&s $ievieadibas ir
pretrungas: a<b<e<f<c<d<a.alad ar ar &du ggajienu nevar samadzith nelartibu skaitu
par 3._Gtad nepiecieSami vismaz 5jigni.

Apskatot visas iegas pirmajam gjienam (vai gimataspem no gala vai no vidus un vai
tas novieto gal vai vidi), viegli iedit, ka pirmais gjiens samazina nékibu skaitu par
<1 . Simetrijas pc tas pats attiecas uzdgjo gajienu. Bez Siem diviemageniem

jalikvide vel = 7 nelartibas; saskg ar ieprieks§jo tam nepiecieSan® 4 gajieni. Tatad
kopa nepiecieSami vismaz Gjieni.




Tapec der y=5. Skaidrs, ka rezatl$ x=6; y=5 nav uzlabojams.

A. Andzans



