52. republikas olimpiade matematika
9. klases uzdevumu atrisinajumi

1. Reizirgjuma xy katram pirmskaitlim, kas tur vigppaiadas, apaiadas 3 vai 6, vai
9, vai 12 ... reizes. @pec x#31 (y nedals ar 31), ¥33 (y nedals ar 1%), xz34 (y
nedaks ar 17), ¥35 (y neddls ar 25), ¥37 (y nedals ar 37), ¥38 (y nedads ar 19),
x#39 (y nedals ar 13). Jaiiu x=32=2, tad jibut y=27, tatad 20<7<25. Bet ida

natuila z nav. Ja x=36=233, tad jibit y= 62 un 40<62<50, 6% <z3<8%. Der

z=2, y=48. Hhtad vienga atbilde irx=36, y=48.
2. Ta ka BD ir diametrs, taddBCD=9C, tatad COIBC. Ta ka H ir augstumu
krustpunkts, tad AHBC. Tapéc AH||CD. lidzgi pierada, ka AD||CH.

B

1. Zm.

3. Apvilksim ap 100-gtri rinka liniju. ApZimesim centra lgki, kas atbilst vienai
100-stira malai, a. Pagriezsim balto punktu kopu pargkiema; 2a; 3a; ...; 990;
1000 ap centru. Katrs baltais punkts "ifgecauri visiem sarkanajiemgtad pavisam
100 reizes salfrbaltie un sarkanie punkti. Pie pagrieziena pdoli@gita sikotngja
poZcija, BApec tap neviens baltais punkts nesdkne ar vienu sarkano.apec 100
sakriSanas sada pa 99 poijam. Tatad kKada no 3m 99 pozcijam 2 balti punkti
sakiit ar 2 sarkaniem. Vajatyos nogriegus esam atradusi.

4. a) ja, aizsgjot x ar x-1

b) ja @ikotnéjam vieradojumam ir saknespun %, tad a un ¢ maas rezubita iegist

vienadojumu ar sakém % un xi bet "t pieskaiSanas" rezuita — vienadojums ar
2

sakrem xi-t un X%-t. Ta ka x>+x-1=0 ir divas saknes, bef+x+2=0 saku nav, tad
prastais nav izdams
C) izdarot dlautis opeicijas, vieradojuma diskriminants nemais. Attiedba uz a un
C mahnu tas ir skaidrs; vigtdojuma a(x+8+b(x+t)+c=0  jeb
ax+(2at+b)x+(at+bt+c)=0 diskriminants ir (2at+bya(af+bt+c)=tf-4ac.

Ta ka x*+x-1=0 diskriminants ir 5, bet»dx+3=0 diskriminants ir 4, tad piéasis
nav izdaims.

Pieame: c¢) punkta atrisiiSanas metode lietojama &) punké.



5. a) var gattes (skat. 2.1m.)
b) nevar gatlies.
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2. ZiMm 3. ZIm

Pienemsim predjo, ka tas ir iesgjams. ApZmesim sikotnéjo rakiSu skaitu A #itinas
ar a, C @itinas ar c, bet tuksag ritinas ar b (skat 3.1m.)

Skaidrs, kac<9. Ta ka pec diviem gijieniem 1iikiSi no A fitinam noraks C Gtinas,
tad a<9. ienemsim, ka no Batinam x ikiSi pirmap gajiena pariet uz A fitinam, bet
y rakisSi — uz C atinam. tady<9 un ar x<9 (jo Sie x 06kiSi vel pec diviem gjieniem
noreks C ftinas). Tapec b=x+y<18 un a+b+s9+18+9=36- pretruna.



52. republikas olimpiade matematika
10. klases uzdevumu atrisinajumi

1. Ja 1000-siris ir A1A5...A1000 tad kvaditi ir AnrAn+i25dAn+s0dAn+750 N=1; 2; ...
250. Kata no tiem fbiat pa melnai virsotnei,atad pnokraso vismaz250 virsotnes
(katra kvadiata pa vienai), un ar to apietiek.

Katru divu diametru virsotnes kajpr taisnsiira virsotnes. T pec augsikais vier
diameta drikst palikt 2 baltas virsotnes, uinpkraso vismaz499 virsotnes (ka# no
499 diametriem pa vienai); ar ta gretiek.

2. Pie@adisim, ka pie n=1; 2; ...; 2001 ir &ka
atat+.+a, < atat..ta ta., 1)
n n+1
Tiesam, g nevieradiba ekvivalenta ar
(n+1)(a+a+...+a)<n((a+apt...+a)+an+1)
jeb ar
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Q+apt...+a,<Na+1, Kas seko noda<...<avgo Ta ka

no (1) seko vajadgais.
3. Atbilde: ja, tas ir iespjams. Skat. 4. im. treSo kvaditu novieto simetriski
kvadatam BEFG attietba pret BD.
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4. ZMm

Lai risinajums hitu pilnigs, gpamato:
a) BEFG prklaj punktu K. Ta tie&am ir, jo CH>CF=1+CK

b) BEFG prklaj punktu N. & ir, jo tga:§<l, apeéc [UCBE-45 un ftad

[0CBG>45=[1CBN. Tatad stars BN sskumposm atrodas kvadita BEFG iekSpus

Ta ka BN=+/2 <3=BG<BJ, tad arpunkts N atrodas BEFG iekSpus
4. Viegli parbaudt, ka der atbildes "n- neira skaita kvadats" un "n=2K, k -
jebkurs natuils skaitlis". Pieidisim, ka citu 2du nav.
A. Piepemsim, ka n- negira skaitlis, n=2k-1 (kIN). Tad
n2"=(2k-1)2%%=(2k-1) (Y2



Ja k=1, tad n=1:1&tbilde der. Ja k>1, tad2ir para skaitlis. Epec 2k-1 un (2%)?
nav kopgu daltaju, iznpemot 1. Bpec, lai (2k-1)(2™1)? butu kvadats, ar 2k-1 jabut
kvad@tam, k.b.j.

B. Piememsim, ka n- para skaitlis. Izsasim n=21y, kur x=1, y - negra skaitlis.
Tad

n mn—l - 2)( w QZX -1 — y |:22>< @+x—1'

Ta ka skaitiem y un 22'Y*** lielakais kofigais daitajs ir 1, tad to reizijjums ks
kvadiats tad un tikai tad, ja katrs no tienisbkvadats. Tapec y ir nepra skaita
kvadrats un x— nepara skaitlis. Rtad

nCEy 2 =72 2% = 20z 2*f,
k.b.j.
5. Atbilde: lielaka A sasniedzamvartiba ir 2=32.

1. Paadisim, ka A var pankt, ka |x-y£32. Ar katru savu g@ienu A izs\tro katru
otro no uz ifeles esoSajiem sk#igm (iedonajoties tos uzrak#ius augosd seaba).
Tadgjadi A garant, ka @Ec n vipa dajieniem katri divi uz tfeles palikuSie skdit
at&iras vismaz par'2 Pie n=5 iegstam vajadigo \ertibu 32.

2. Paadisim, la B var paakt, ka |x-y£32. Katé saw gajiena B iztelojas, ka uz
tafeles palikuSie skdituzraksiti augoa kartiba. Pec A pirma gajiena vai nu segmeit
[0; 512), vai segmeat(512; 1024] nav vaik par 256 skaliem; B ar savu &t¢jo
gajienu izsvtro pilniba So mazko grupu (un variit vél kaut ko), &dejadi garangjot,
ka pec B pirma gajiena neviena starpa starp palikuSajiem ska@m nav lielika par
512=2. Lidzgi B garant, ka [gc vipa 2., 3., 4., 5. @iena neviena stafpa starp
palikusajiem skaitem nav liefika par attietgi 2°%; 2"; 2% 2°=32, k.b.j.



52. republikas olimpiade matematika
11. klases uzdevumu atrisinajumi

1. ApZimésim matroZzu vecumu summu gados ar x, kapteecumu gados ar y. No
dota seko, ka

VX )
13 12
Mums paprkina lielumsy —% = 121/2_ X . Bet no (1) seko
12x+12y-13x _1 jeb 12y-x -1 6@ 12y-x _13.
12113 12113 12

Atbilde: par 13 gadiem.

2. Sauksim poziju par labu, ja m un n abi irap skaiti, un par sliktu preja
gadjuma. Acimredzami:

a) pozcija m=0; n=0, kuru iegstot uzvar, ir laba,

b) no labas pazijas var griet tikai uz sliktu (ja visar var izdatt gajienu),

c) no katras sliktas podjas ir iespejams pariet uz labu poiju, pie tam
samazinot uz galda esoso konfekSu skaitu (tas @atean sgle beigsies). dtad tas,
kuram ar savuajienu izdosies iegf labu pozciju, uzvags. Secinu:

1) ja vai nu m, vai n ir nejpa skaitlis, uzvar Andris,

2) ja m un n abi ir fra skaiti, uzvar Juris.

3. a) pimemam, ka T iIABCD medéanu krustpunkts. Atmgjam CT viduspunktu R.
No medanu ipa3bas seko, ka CR=RT=TY. NBACT viduslinijjasipa3bas seko, ka
XR||AT. Ta ka T ir RY viduspunkts, tad no Sejienes TZARYX viduslinija, Gapec
XZ=ZY, ti., AT krusto XY @ viduspunki. Apgalvojumus par trim 3v&jiem
nogrieziem piedda dzgi.

C

A D
5.2m.

Piezime: iesggjami daudzi citi risiaSanas de Pientram, var punktos A, B, C, D
novietot pa 1g masai un mékimasu centra atraS@vietu, vai arizmantot punktu
A, B, C,D, X,Y, Z, T adiusvektorus ar pat¥i@gu sskumu O.

b) no iepriek§a punkta ZT% XR:%AT, tatad ZT:ZA=1:3. Htad apskamo 4
medanu krustpunktu veidotai&etrstiris ir homottisks ABCD homaitijas centru Z

un koeficientu(—%j. Ta ka ABCD ir ievilkts getrstiris, tad fids ir af ABCD at€ls

homottija.
4. Atbilde: 2.



Atrisinajums. lzdabm kvadata apakSkvaditu ar izngériem 77 ritipas un
aizpildam to ar nulém un vieniniekiem patyaga seé@ba. Ta ka Sadu aizpildimu ratinu
ir 49, katru aizpilda neatkai no ciim un katé riitina var ierakst vienu no diviem
skokniem, tad daddo aizpildjumu ir 22 0.2 = 2%,

e

Lai uzdevums #tu atrisirats, mums @l japierada, ka atlikuso "apmali'var
aizpildit ta, lai uzdevuma nosgami izpilditos, un to var izdarviena vieniga veida
(skat. 6. m.).

6. ZmM.

Apgabalosx unf3 ieraksimie skaiti ir noteikti viennozimigi. lesvtrotaja apgabal
un a ieraksito skaitu summa ir pra skaitlis; #pat ieswtrotajg apgaba un 3
ierakstto skaitu summa ir pra skaitlis (7 rindau resp. 7 kolonnu summa)agec a
un 3 ieraksitas skaitu summas vai nu abas ifirp, vai abas- nefra. Tapec Z skaitli
var ierakstt, un tas ir noteiktgiennozimigi.

5. Mingtaja progresifi A noteikti ietilpst skaitlis 1 un skaitlis n-1 ¢&m, ja nx un n-
1:x, tad af n-(n-1) : x, tatad : x un x=1). &lak &irojam vaiakus gadumus:

1) n— nepra skaitlis. Tad TA, 20A; tatad progresija ir 1; 2; ... . Laktsatugtu
n-1, tai psatur visi skalt 1; 2; 3; ...; n-2; n-1. @tad n ir savstags pirmskaitlis ar
visiem natugliem x, x<n-1. Tadn ir pirmskaitlis> 3. Skaidrs, kais atbildes der.

2) n— para skaitlis, n nedas ar 3. Tad TA, 20JA, 30JA, tatad & progresija A ir 1;
3;5; 7; ...; n-3; n-1. Ttad n neddls ne ar vienu népa skaitli, imemot 1. Htad n=2,
kCIN. Skaidrs, kaiS atbildes der.



52. republikas olimpiade matematika
12. klases uzdevumu 1si atrisinajumi

1. Ta ka 3(4n+3)-2(6n+1)=7, tad 7 dal ar katru skaitli, ar kuru dal gan 4n+3, gan
6n+1. Tapec (4n+3, 6n+137. Piengrs ar n=1 pieada, ka ¥@rtiba 7 ir sasniedzama.
2. Aizstasim mazko no X ar 1, otro maxko ar 2 utt. Neviekdibas kreid puse noa
var tikai samazisties vai palikt nemaiiga.
Pienemsim, ka pc aizsiSanas &diem i un j pagiv nevierdibas i<j un »¥X;.
Pieladisim, ka, mainot xun x vietam, nevieadibas kreig puse samaziisies.
Tiesm, mums jpierada, ka
X X; X; X
> L 4 T
2 j2 iz 2
St nevieradiba ekvivalenta ar

( ! —ij( i—xj)> Okasir patiesa.

iR
lzdaam &das izmaias, kangr vien iesgjams. Kad tas vairs nab iesgjams, ks
X1=1; X2; Xn=N, un izteiksmes artiba ks
1+ 2 3 40 =1+1+ + 1 —1—2—1n. Ta ka musu izdafto izmaiu

- + + f—
2 2(2* 3(22 7 np2» 2 4 7 2
rezultéta izteiksmes wrtiba vagja tikai samaziaties, uzdevums atrisits.

3. 1) Ar matenatisko indukciju piedisim, ka pragais sasniedzams patigam
natuélam morgtu skaitam n, izdarot 1; 2; ...; n-1 apgrieSanasjn

Baze n=3. Sakotrgja situacija var it LLL, LLG, LGG, GGG. Ja & ir LLL,
apgriezam 1 madiu un @c tam- abas préjas. Jai ir LLG, apgriezam vienu L un
pec tam divusG. Fargjie gadjumi simetriski apskatajiem.

Pienemsim, ka prastais izdaims 2k-1 moftam, un apskam 2k+1 momtas.
Skirojam divus gagumus:

a) skuma visas moatas ir ar vienu un to pasu pusi uz augsSu. Sadahjienus
paros: (1, 2k), (2, 2k-1), ..., (k, k+1). Ar viarpari ietilpstoSajiem gjieniem griezam
apkart pa reizei visas 2k+1 meétas. tad katra ma@ta tiks apgriezta k reizes, un
beigas visas atkalis ar vienu pusi uz augsu.

b) sskuma morgta A ir ar gerboni uz augsu, bet meéta B — ar lasi uz augsu.
Vispirms, izdarot gjienus 1, 2, ..., 2k-2, pakam, ka prgjas 2k-1 mostas ir ar
vienu pusi uz augSu. apec tagad ir 2k vieadi novietotas mogtas, bet viena
novietota atgirigi no &am. Apgriezam 2k-1 no vieaidi novietotaim moretam; atkal ir
2k vieradi novietotas un 1 "cidi" novietota mogta. Ar pedgjo gajienu apgriezam 2k
vienadi novietois morgtas.

2) pimmemsim, ka no &das gkotngjas situicijas var iegt, gan "visusgerbaqus",
gan "visus lasSus". Tad "visus laSus" vairyeidot par "visiemgerbaiem" ar
(1+2+...+10002 apgrieSaam. Bet katrai mogtai &idai parveidoSanai vajag ném
skaitu apgrieSanu.alka moretu ir negra skaits, tad akopejam apgrieSanu skaitam
jabat nefra— pretruna.

4. Skat. 7. . a) ierojam, ka, pagriezahA;CA par 60 pulkstea raditaja virziers,
tas prveidojas padBCB; (jo CA;=CB, CA=CB,, [JA;CB=[ACB;=60°). Tatad par
60° pagriezas armala AA;, kas jriet par BB. Tatad AA; un BB veido 60 lielu
lenki, k.b.j.

b)ta ka JASB+IJAC;B=120°+60°=18C, tad ap ASBGg var apvilkt rika liniju. Tad
0C:SB=JC;AB=60°.



Lidzigi OA;SB=60=0A,CB, tapec ap BASC var apvilkt mka lniju. No &
savulart seko, ka JCSB=ICA;B=60".

Tatad OC;,SB=0CSB. No @ seko, ka C un Catrodas uz viena ua paSa stara ar
sakumpunktu S. Uzdevums atriats.
5. Funkcijas f(f(x)) "iedaribu” uz kopu A var attot ar grafu:

/2,1\91091% s 3> 2 29>50> 13> & —%l 8

Tatad f(f(x)) atelojas ar ciklu. Bpec aff f(x) attelojas ar ciklu; ja f(x) sagvetu no
vairakiem cikliem, tad tiem #tu japaidas af f(f(x))grafa.
Turpmik ar  sapraisim funkciju

k reizes f
Ta ka f ir cikls, tad 2 ir identiska funkcija: f%(x)= x visiem x. Tas namg, ka
19=f(x). Bet f(x)= (f(f(x)))’. Tatad f(x) \ertibu tabulu varam iem, f(f(x)) grafa
katram x atrodot 7 vietas "uz priekSu" esoSo elémen
x |1 123|456 7] 8/ 9/ 1011|12|13
f(x) 9 |1 4| 12/12|7 |3 |2 | 10/5 |13|/8 |6
No risirajuma seko, kaada f ir viena vierga.




