Isi atrisinajumi Latvijas 53. matematikas olimpiade

9.1.Vispirms pagdisim, ka katrs 6-ciparu simetrisks skaitlisagahr 11. Tiesm,
abccba al10® +b0% +c10° +¢c0% +b[0+a=
=al10000+ b[10010+c[1100=
=al11M9091+b[®1011+c110100
Tapat skaidrs, ka visi skditdalas ar 1. Rtad iesgjamas ¥@rtibasx =1 unx = 11.
leverosim, ka 999999 = 10909 un 100001 = T@091. Ta ka 909110 - 90909 = 1, tad abu sKait

9091 un 90909 viagais kogjais natuilais daftajs ir 1. Tapec simetriskajiem skaifiem 999999 un
100001 viemgie kogkjie natuslie daltaji ir 1 un 11. Tatad xnav iespjamas citas &tibas k& 1 un 11.

9.2.a) var gatties, ka ®. Piengram, Andris var izelcties skailus
1+11, 23+33, 45+55, 67477 un 89-99.
b) ja, noteikti. Sada@am natuglos skaitus no 1i1dz 99 pie@s grugs:

1,2,3,............, 23,24
25,26, ............, 47,48
49,50, ......cee.., 71,72
73,74, ............, 95, 96
97, 98, 99.
No Andra iz¢létajiem skaiiem vismaz 52 skditatrodas pirmais 4 rindis. Ta ka
4012 = 48 < 52,

tad kada no 8m rindam atrodas 13 vai vaik skaifu. Ja i ir rinda
atl,at2,a+3, ... ,a+24 (kurair 0; 24; 48 vai 72),

apskaim 12 f@rus @+1,a+13), (a+2,a+14), (a+3,a+15), ... , @+12,a+24).

Vismaz viens no Siemapem satur 2 izéletos skailus, jo 13>12. Tie ir mektie.

9.3.Apzimgjam JACB = q, tad[IBAC = 2a.
K B Lt
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A D C
TadOKBA = OBAC = 20 un OKAB 2%(1800 —2a):9o° -, tapéc aff IBKA = 90° - a.

Tatad AKBA — vienadsanu un AB = KB. Tapéc KBCD ir paralelograms.
Tapéc OBKD = [OBCA =a. Ta ka ABLC — paralelograms, tadDCL = 18C-2aq.
Ta ka DC = AB = CL, tadADCL -viemadsanu, kur CD = CL.

Tapec ta lenki pie pamata ir (180(180°-20)) D% =q.

Ta ka OBLC = 20 unODLC =a, tadJBLD = a.
Tatad AKDL ir vienadsanu, jo[JBKD = a = [OBLD. No Sejienes seko vajadais.
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Isi atrisinajumi Latvijas 53. matematikas olimpiade

9.4.Dota vienadojuma saknes ir viadojumu
x?-2ax-44-4=0 (1) un
x?-4x-28-2a=0 (2) saknes.
Vienadojuma (1) diskriminants D= & + 4& + 4 = 54+ 4 > 0, fitad tam ir 2 dadlas rélas saknes.
Tapec pasiv ies|xjas:
1) vieradojumam (2) ir viena sakne, kas nav vigojuma (1) sakne. Tadhat D,= 4 + 28+ 2a = 0,
a@+a+2=0,(a+1)faa+2) =0, nokurienes a = -1. Tad (1) un @yeidojas par
X°+2x—8=0 1)
X>-4x+4=1 )
Siem vieradojumiem ir kofiga sakne x = 2apec vertiba a = -1 neder.
2) gan (1), gan (2) ir divas dadas saknes, un viena raort ir kogga. Kopga sakne apmierina aabu
vienadojumu starpbu
(2a - 4)x = 24+ 2a - 44- 4
(2a - 4)x = 2a(at+ 1) - 4(&+ 1)
(a-2)x=(a-2)&t 1)
Jaa=2,tad (1) un (2) sakrapec Vertiba a = 2 neder.apec x = & + 1. levietojam $o artibu (1);
legastam
(@+1P-2a(d+1)-44-4=0
a'-2a-24-2a-3=0
(@+1)(&-2a-3)=0
No Sejienes @- 2a - 3 = 0 un a = -1 (nedera lpaadits ieprieks) vai a = 3. @baude(ta
nepiecieSamal'paiida, ka @értiba a = 3 der: vigtdojumi Kust par
X?-6x-40=0 x=10; %=-4

X>-4x-60=0 x=10; %= -6.

9.5.Pientrs
5;-8;5;5;-8;5;-8;5;5;-8;,5
pamda, ka pragaja veida var iz\eléties 11 skalus. Paidisim, ka 12 skaitis & izvelcties nevar.
Pienemsim no preja, ka
X1, X24 X3y +ovy X1y X12
ir virkne, kas apmierina uzdevuma nagamus. Aplikosim sekojoSu tabulu:

X1| X2 | X3 | Xa| X5 | X6 | X7 | Xg
Xo | X3 | Xa| X5 | X6 | X7 | Xg | Xo
X3 | X4 | X5 | Xe | X7 | Xg [ X9 [X10
X4 | X5 | Xg | X7 | X8 | Xo [X10[X11
X5 | Xg | X7 | X8 | Xo [X10[X11{X12

Saskaa ar uzdevuma nosgemiem:
a) kath rinda summa poziva, pec af visa tabuk skailu summa ir poziva,
b) kat kolonra skaifu summa ir negata, Gpec af visa tabuk skaiju summa ir negata.
leguta pretruna.
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10.1.Jaa:é, tad vieadojums Kast pari :i; ta atrisirejumu kopa ir(—oo;Z)D (2;+oo). Ja

x=2 [x-2
az % , tad 2 #10a. Tad vieladojums ekvivalents ar sighu

(E){|X'2| =[x —10d

X# 2, X#10a

Ta ka |a—b| ir atilums uz skalu ass starp punktiem a un b, tadesists (0) atrisirgjumi ir tie
skaifu ass punkti, kas atrodas vaelos atilumos no punktiem 2 un 10a. Skaidrs, ka der tikai

attiedga nogrieha viduspunkts, t.i.x = %(2+10a) = Ba+1.

10.2.Pie a =1 un b = 6 i@gtam, ka pirmigieci virknes locek ir pirmskaifi:
Xo=11;%=17; % = 23; % = 29.
Pieladisim, ka tas ir maksimums. Vieglagpaudt, ka
X1 =5
X2 =Hh+ b,
X3 = % +ab+b = 5% +(a+1)b;
x4 = 5a° +(a? +a+1)[lb;
x5 = 8" +a® +a° +a+1)[b;
Xg = 5° +(a4 +a%+a’ +a+1)[b.
Skaidrs, ka ganse 5, gan ¥ > 5. Ja a, dalot ar5, dod atlikumu 1, @it+a® +a’ +a+ , dalot ar
5, dod &du pasu atlikumuk1* +13 +1% +1+1=5, t.i., daks ar 5.
Tatad % daks ar 5. B ka xg > 5, tad % nav pirmskaitlis.
Ja a, dalot ar 5, dod atlikumus 2; 3 vai 4, &id-a® +a+ daks ar 5, & to pafda ties agkins:
23+22+21+1=15
3P +32+3'+1=40.
43+42+41+1=85
Tatad Saj gadjuma xs daks ar 5. & ka x5 > 5, tad % nav pirmskaitlis.

10.3. Apzimgjam loka AMNB leakisko lielumu ara, bet loku AM un NB lekiskos lielumus a (tie
vienadi, jo AB||MN).
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10.4.

Tad no ievikkta leka ipagbam DXLY =DALN=%DAMN =%(0(—B) un tapat

OXCY :%(a —B). TapecOXLY =OXCY ; tapsc apcetrstiri XCLY var apvilkt rinka niju.

No Saj (jaunaj) rinka linija ievilkto lenku ipagbam seko, kaldl=[12 (ievilkti lenki, kas balsts
uz vienu un to pasSu loku).1dzigi [02=03 (spriezam par akotneja rinka linija ievilktiem
lenkiem). Tatad [J1=0 3. Ta ka tie ir kapju lepki pie taisem XY un AB, kuras krusto AL, tad
XY ||AB||MN.

Pie n = 1 nekas na@maina. Pie n = 2 var matrkrasas vielgi uzreiz via kvadiata, tatad pragtais

nav sasniedzams. Rdrsim, ka visos citos g&dmos uzdevuma prasas ir izpildimas.

a) pimemsim, ka n — neypa skaitlis. Maiam krasas 1., 3., 5., ..., @a-jkoloma (taisnsiros ar
izmériem 1xn). Tagad katra rinda ir vieakaina, un, mainot ksas 1., 3., 5., ..., @-jrinda,
parekam pra#o.

b) piexemsim, ka n ir fra skaitlis, kas nav divnieka pgle. Tad n = 93, a> 1, a— népa.
Sadaim doto kvaditu mazkos kvaditos ar izm@riem axa un ka#r no Siem kvaditiem
rikojamies, & apraksits ieprieks.

c) n — divnieka paipe, t.i., n = 8 k=2 (par kvaditu 2x2 jau rugjam). Sadalm doto kvaditu
kvadratos ar iznariem 4x4. Katé kvadfata ar izneriem 4x4 @arkrasoSanu veicam sekojosi:

)
[ - )
\—/
)
) )
\_/
10.5.Sekojosais piedrs paida, ka summa varib 14. (fiitinas, kas atgétas tuksas, ieraksta “-1").
+1|+1| O [+1|+1| O |[+1|+1 (" N\ )
+1|+1 +1|+1 +1|+1
e
.
+1|+1| O [+1]+1] O [+1|+1 f R
+1)+1|  |#1[+1]  [+1]+1 L )
4 \
J
+1|+1| O [+1|+1]| O |+1(+1
+1|+1 +1]+1 +1]+1 \ )

Pieladisim, ka & ir lielaka iesggjama vértiba.

Kvadrata 8x8 ievietoti 6 kvaditi ar izmeriem 3x3. & ka katra tada kvadiata skaifu summa ir O, tad
visu skaifu summa ir A — B, kur A ir 12 ar kvaiatiem neprklatajas ritinas esoSo skdit summa,
bet B ir alas divkart parklatajas fitinas esoSo skdit summa. Atliek iegrot, ka neviens no Siem 14
skaifiem pec modua nefarsniedz 1.
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11.1.No sistmas viegli seciat, ka x> 0, y> 0 un z> 0, turkhkt, ja viens no maiigajiem ir O, tad arabi

pargjie ir 0. Tapéc vai nu x =y = z = 0 (Sis atrigjums der — prbaude nepiecieSama), vai &isi
skaifli x, y, z ir pozitvi. Apskaam otro gagiumu. Atgemot no pirm vieradojuma otro, iegstam
X*—Z=2(z-x)jeb(x—2)(x+z+2)=0

Takax +z + 2 >0, tad x = z.1HzQi iegistam z = y. ApEc X =y = z, no kurienes viegli seko, ka
x=y=z=0vaix=y=z=1.

11.2.Skaidrs, ka pvar kit kvadats. Pasidisim, ka neviens cits virknes loceklis nevat kvadts.

11.3.

11.4.

Parbaudsim, ka sawa starp saistti a, un -1 atlikumi, dalot ar 4.
Ja a=0 (mod 4), tad a;:= 0> + 2003= 3 (mod 4)

Jaa=1(mod 4), tad a;:= 1% + 2003= 0 (mod 4)
Ja a=2 (mod 4), tad a:= 2° + 2003= 3 (mod 4)
Ja a=3 (mod 4), tad a,= 3* + 2003= 2 (mod 4)

No Sejienes seko, ka,ay, a, ... dod atlikumus 2 vai 3, dalot ar 4. Bet nonaatbam
(2k)* = 41 un (2k+1¥ = 4K+4k+1

seko, ka natafta skaita kvadats dod atlikumu O vai 1, dalot ar 4atAd kvadati varctu bat
augsiikais a un a. Ja a=x*un a = y* (x un y — natufli skaitli), tad
y? = x® +2003 un (y-%) (y+x°) = 2003.

Ta ka 2003 ir pirmskaitlis, tad viaga iesggjairy - X = 1, y + ¥ = 2003,
Tad y = 1002, X= 1001. Bet 1001 nav nafilm skaita kubs — pretruna.

.
B D C B« D

leverojam, ka agetrstiri EAFD var apvilkt riaka liniju, kuras diametrs ir ADapec

EF = AD-sindBAC. Jal1B<9(° un C<9(,
tad AD mazkais iespjamais garums tiek sasniegts, ja Daraugstuma pamats kas vilkts no
virsotnes A. Jd1B>90° vai [JC>90°, tad AD mazkas iesgjamas \ertibasvispar nav (jo D ir
malas BCiekSgjs punkts); AD ir joisaks, jo tuxak D ir virsotnei B, respekti, virsotnei C (gaikai
projekcijai atbilst gatka shpne).
Ta ka sindJBAC ir konstants poZivs lielums, tad Sis paSas atbildes darjanjumam par EF
mazko iesggjamo garumu.

C

Apzimésim ar f(n) &du virkou skaitu, kas satur katru no cipariem 1, 2, .tiefi vienu reizi un
kuras neviens cipars nav par 1 ikt neld iepriekgjais; &das virknes sauksim par n — iab
virknem (n=1; 2; 3; ...; 9).
Mums papekina f(9). Viegli saprast, ka f(1) = 1 un f(2) =4dttfeagas lakas virknes ir 1 un 2,1).
MEes pieadisim, ka pie £n<7

(*) f(n+2) = (n+1)-f(n+1)+n-f(n)

Ja tas bs pieadits, tad
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f(3) = 2-1+1-1 = 3;
f(4) = 3.3+2-1 = 11;
f(5) = 4-11+3-3 = 53;
f(6) = 5-53+4-11 = 309:;
f(7) = 6-309+5.53 = 2119:
f(8) = 7-2119+6-309 = 16687;
f(9) = 8-16687+7-2119 = 148329.

Atliek pieradit (*).

Katru (n+2) — labu virkni var iad viera no diviem veidiem:

a) vai nu (n+1) — labai virknei pievienojot cipamt2 jebkud no n+1 vieim (pirms pirna cipara,
starp jebkuriem diviem blakus esoSiem cipariempéai pcdeja cipara, tikai ne tieSige cipara
n+1); &idu (n+2) — labu virku ir (n+1) f(n+1), un &s ir @s, no kum izswvtrojot ciparu (n+2),
legast (n+1) — labu virkni,

b) vai af nemot virkni a, kas pa reizei satur ciparus 1, 2, 3, ..., n, oflku@ ir tieSi viens
»aizliegtais” blakus esoSo cipardns (k; k+1), un ievietojot ciparu n+2, starp Sieipariem k
un k + 1 . Bs ir as (n+2) — labs virknes, no kam, izswtrojot ciparu n+2neiedist (n+1) —
labu virkni. leerosim, ka katram fikétam k &du virkau a ir tiesi f(n). Tiedm, &das virknesx
legustamas, n — labvirkne aiz k ievietojot k+1, bet veco k+1 aizgit ar k+2, k+2 — ar k+3, k+3
— ar k+4 utt. Bpat no virknesx izsvitrojot k+1 un aizgfjot k+2 ar k+1, k+3 — ar k+2 utt., iagt
n — labu virkni.

Ta ka virkng a cipars k var bt jebkurs no cipariem 1; 2; ...; n (virk ir an cipars k+1), tad#lu

virknu a ir n-f(n).
Lidz ar to formula (*) pieadita.

11.5.Vispirms pie&disim nevieadibu
2

X > 3X-y
X+y 4
Tiesam, @ ekvivalenta neviertibai

4x? 2 3x* - xy +3xy — y? jeb (x - y)* 2 0.
3 2 _
No Sejienes seko, kax— > x —xy :
X+y 4
Saskaitot & nevieadibas, kur (X; y) = (a; b), (b; c), (c; a), iegam
a®> b ¢ _3@a’+b?+c?)-(ab+ac+he)
+ + >
atb b+c c+a 4
Tatad pietiek pieidit nevieradibu
3(a® +b? +¢?)- (ab + ac + bc) _ab+ac+be
4 B 2
Bet & ar ekvivalentiem frveidojumiem @rveidojama par neviaibu

(a-bf+(b-cf +(c-a)f =0.

, ja x, y>0.
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12.1.a) . Pieneram, 6!-7! = 6! 1-2-3-4-5-(2-:3) 7 = 6! 7-(2-4)\&35) = 10!
b) ja. Viegli parbaudt, ka (k)! = k! (KI-1)!.

Tapec (10! = 10! (10!-1)! = 6!-7! (10!-1)! — esam iagusi a! b! ¢! = d!. idzgi var iedit pieneru

X1! X! ... X! = Xp41! jebkuram &2,

12.2.Atbilde: 24 prizmas.
Risinajums. Ja 3 no dotajiem punktiem pieder vienam pamatathjebkuru no tiem var savienot
ar &autni ar ceturto punktu. lagtamC; [(B=4[3= 12prizmas.
lesggjams, ka 2 punkti pieder vienam prizmas pamatam2 beotram. Sad#l4 punktus pagriem
var 3 veidos. Ja viensps ir (A; B) un otrs (C; D), tad jebkur$ no nogméem AC, AD, BC, BD
var hit prizmas 8nu %autne, un prizmaidz ar to ir noteikta viennamigi. Sadu prizmu #tad ir
3-4=12. legrojam, ka 12+12 = 24.

12.3.

C:

B

Skaidrs, ka stari Af BB;, CC, krustojas AABC augstumu krustpunkt Novelkam taisnes
nogrieaus AG un BG. leverojam, kalJABB;=[1C;CA ka lenki ar savstargii perpendikuiram
makm. No Sejienes izriet, KAABB; =AC;CA pec pazmes mim. Hpec AC;=B;A. Vienado
trijstaru ABB; un GCA atbilstods malas BB un AC, k& aif BA un CQG ir savstarpji
perpendikuiras; & ka Sie trijstiri ir vienadi oriengti, tad tie ie@ti viens no otra ar pagriezienu par
90°. Tapec CAUAB; (perpendikudras at tre&is malas). tad AC,AB; ir viemadsanu taisnleka
trijstaris unJAC1B,=45°. Lidzgi pierada, kal1BC;A;=45°. Tapec

OAC,.B,+0AC,B+0BC;A=180C,

t.i., punkti B, C;, A; atrodas uz vienas taisnes.

Pieame. To, ka GAUAB 1, var pieadit aff bez pagrieziena izmantoSanas, ,dkdi&nas” cla.

12.4.Dosim 2 atrisigjumus.
1. risinajums. Pienemsim, ka apskata tabula uzraksta ar zilu kéasu. ,Uzliksim” tai virgi ar
sarkanu kisu veidotu tabulu, kuras awgs rinda no kreigs uz labo uzrakgt skaiti 2003; 2002;
2001; ...; 3; 2; 1, betiliak tabula veidota ¢ ta paSa likuma & ,zila” tabula. Saskaisim katrus
divus skailus, kas uzkljusSies viens otram. augjd rinda tad sasiv no 2004; 2004; ...; 2004.
Viegli saprast, ka ,summas tabulT katra riko% rinda veidojas g ta paSa likuma &k uzdevuma
nosagjumos dotaj. Tapec 2. rinda sadt no 2002 skaltem, katrs no kuriem ir 2004-2; 3. rinda
sasiv no 2001 skaja, katrs no kuriem ir 20042 2utt. Tatad tabui T apak&ja virsotrg atrodas
skaitlis 2004- 2%,
Ta ka tas ir divu vieadu (zilag un sarkanajtabubk apak& esoSo skdit) summa, tad zilajtabuk
apak3 atrodas skaitlis 2% 2004.
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2. risinajums. Ar matenatisko indukciju viegli piefdit: ja aug8ja rindina atrodas n skditxs, X,
..., %, tad tabulas apak¥eidojas skaitlis
Co % +CL x, +...+C"Ix_
(Induktivaja pareja izmanto faktu, ka skdu X3, X, ..., %, Xy+1 radto skaitli iedist, saskaitot
komplektu %, X, ..., % UN %, X3, ..., %+1 radtos skailus).
Tatad mumsgaprkina izteiksmes
1|]:§002 + 2 E;OOZ + 3 |:Q:ZZOOZ Tt 2003@228(?22
vertiba. § summa izsadma ka
(Chooz * Chooz * v+ Coo62)+ (LT g, + 2 [Ty + ...+ 20020C2552).
Pirmas iekavas &rtiba ir Z°°2 Ot iekava atmredzami izsaka veidu skaitu, kuros no 2002
deputitiem var iz\eleties komisiju, ja komis§ jaizvélas ar priekSgdétajs. To var izdat sadi:
izvelcties priekssdetaju un Ec tam jebkuru apakskopu no atlikuSajiem 2001 de#jgum. Dazdo
iesfEju skaits ftad ir
2002- 29,
Tapec prasta summa ir 2°°%2002- 2°9=2. 2°°%42002. 3°°'=2004. 2°°*

12.5.Viegli red#t, ka (1; 1; 0), (1; 0; 1), (0; 1; 1) ir atriglami. Pieadisim, ka citu atrisisjumu nav.
Apzimésim Xy=a, xz=b, yz=c, x+y+z=s, Xyz=r.
Sis€émas pirmo vieadojumu var grveidot par

X>+(y-z)’=2-2c.
Tapeéc c<1. Lidzgi iegastam &1 un k1. Tapéc (1-a)(1-c)(1-b}0. Bet
(1-a)(1-c)(1-b)=1-(atb+c)+(ab+ac+bc)-abc=

=1-Lfr y o 2f - (o 7 o 2 ) oxy2Ocy )Ry 2
=11 (2 = 2)+sr-P=2-L(s—r)-1r2
=13 (s? - 2)+sr-P=2 2(5 r) o

Tapec 2-%(s—r)2-ir220 un l(s—r)2§ 2-%r2§ 2, @tad [s-rf|< 2. Bet no sigmas otd

viemadojuma seko s-r=2.apec neviendibas |s-rk 2 viet patiesba ir viemadiba, atad 2—;r2:2 un

r=0. Tatad viens no skdiem (vismaz!) x, y, z ir 0. Ja, piamam, z=0, tad si8ina @rveidojas par
X?+y?=2, x+y=2, no kurienes viegli seko x=y=1idzigi analiz gadjumus k=0 un y=0.
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