Is atrisinajumi L atvijas 54. matematikas olimpiade
9.1. Pieadamo vieradibu ekvivalenti parveidojot, pakpeniski iegistam
atb+2c _ 2
(a+tc)(b+c) a+b
(a+tb)(a+b+2c)=2(a+c)(b+c)

a’ +2ab+b* + 2ac + 2bc = 2ab + 2ac + 2bc + 2¢?
a’+b® =2c?

9.2.

A D
1. Zm.

Trijstariem AMD un CND katram laukums viéds ar pusi no paralelograma laukumapet Sajos
vienlielajos trijstiros augstumi pret viegdam makm AM un CN ir vieradi sawa star@. Tapec D
atrodas viefdos atilumos no[JASC mahm.

9.3. a) ja; var uzrakgt piecus skalus, kas dak ar 6, un piecus skais, kas dod atlikumu 1, dalot ar 6.
b) né. Varam starp 11 skdieém atrast divus skaits ar vieadu parititi; to summa dak ar 2. Ldzgi
turpinot, varam atrast 5 dadu skaitu parus, katram no kuriem summa alar 2. Apskam 3s 5
summas un apkinam to atlikumus, dalot ar 3. Ja sastopami visi athk 0; 1; 2, tad atbilstoSo
skaifu summa dak ar 3. Jaids atlikums nav sastopams, tadi& no atlikumiem sastopams vismaz
3 reizes; atkal atbilstoSo sKaitsumma dak ar 3.
Atliek ieverot, ka summa, kas dal gan ar 2, gan ar 3, dalar 6.

9.4. a) var uzlikt 15 tagus; skat., piem., 2im.

16| 2
15114 13|12
111101 9| 8

314|765

2. 2m.

b) ja uzliktu 16 togius, tad tie btu janovieto ar visas stira fitinas. Bet to torni, kuru ievietpedéja
stara ratina, uzlikSanas hdi apdraud divi citi — pretruna.

9.5. Vispirms piegdisim, ka no sumam a+b, b+c, c+d, d+e, e+a ne dkika divas ir negavas (skat. 3.
zim.).
e a

d b

C 3. 2m.

Ja & nehitu, tad atrastos divi blakus esoSi skaari, kuru summas ir negags, piendram, a+b<0
un c+d<0. Tad e=1-(a+b)-(c+d)>1 — pretruna. Noataiieriet: ja virkre
(*) a+b, b+c, c+d, d+e, e+a
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ir divas negavas summas, tadg Saj virkne atrodas blakus (uzskan, ka a+b un e+aair blakus).
Tapec (*) noteikti ir 3 [Ec kartaspemtas nenegatas summas. Varam piemt, ka a+h0, b+c0,
c+0. Ja d+e<0, tad a+b+c=1-(d+e)>0, un var@mmt x=a, y=b, z=c. idzgi analiz gadjumu, ja
e+a<0. Ja turprevisas summas no (*) ir nenepats, tad ar(a+b)+...+(e+a0 jeb 2(a+b+c+d+ep,
tatad a+b+c+d+e0. Tad nevar iit, ka visas summas atb+c, b+c+d, ..., eta+b ir thegm jo to
summa ir 3(atb+c+d+e). Ja, pieram, a+b+20, varampemt x=a, y=b, z=c.

10.1. leverojam, ka a+b+c-abc=a(l-bc)+beizbc+b+c. Mums pietiek piadit, ka 1-bctb+s2. Bet
nevieradiba ekvivalenta ar 1-b-c+h0 jeb (1-b)(1-c20, kas ir atbmredzams.

10.2.

Novelkam OMIAE;. Tad OM%OB:%OEL tapec [IME;0=3C un [E;OM=60°. Tapec

UOAOE;=60°-45°=15". Skaidrs, kalE;,OM=UE;0OM=60°, tapec JAOE,=60°+45°=105".

10.3. Ja viens no uzrakshjiem pirmskaiiem hbitu 2, tad citi aitu nepra; tipéc v.a. nebtu vesels

skaitlis. Tapec 2 uz &feles nav.

Apzimeésim maksinmlo uz @feles esoSo pirmskaitli gn. Skaidrs, kgp>27. Uzrakssim uz &feles

visus tikstoSos pirmskais, kas maaki par 27, un nodisisim visus uzas esoSo0s pirmskaiis,

kas liekki par 27, inemotp. No ta uz &afeles esoSo skait v.a. samazisies. Bpec rezultita
3+5+7+11+139+17+19+ 23+ p <27

No Sejienep<145. Liekkais pirmskaitlis, kas n@psniedz 145, ir 139atad p<139.

Pirmskaitlis 139 var iit uzraksits uz &ifeles, uzrakstot tur, piegram, skailus 3; 5; 7; 11; 13; 17;

19; 29; 139; So skdit v.a. ir 27.

10.4. Ka redzams 5.1m., n=14 €l neder.

5. Z2m.

Pieadisim, ka n=15 der. Piemsim, ka triju nol@soto ntinu ar uzdevum mingto ipasbu nav.
Sauksim rindu/kolonnu par batg, ja taji ir vismaz 2 nokisotas iitinas, un par nabagu pegt
gadjuma.

Ja vai nu nav batu kolonnu, vai arnav bagtu rindu, tad nokasoto ntinu nav vaiik par 8.
Pienemsim, ka ir gan batp kolonna, gan bata rinda; tad ne nabago kolonnu, ne nabago rindu na
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10.5.

11.1.

vairak par 7. Skaidrs, ka katra n@ko# ritina ir vai nu nabagrinda, vai nabag kolonra, tatad to
nav vaigk par 7+7=14.

Ja, var. Sadaim visas mostas 49 gros. Pirmaj s\erSara saidzinam saw star@ 1.para moretas.

A Svari navidzsvai. Tad viena mogta ir viltota, vienaista. Turpnak saidzinam So fri ar 2., 3.,
..., 49. ari. Katras s@rSanas rezuta uzziram, vai kart¢ja pari ir 0, 1 vai 2 viltotas matias. Kop
pagrgjam 49 sérsanas.

B Svari ir idzsvai. Turpnik saidzinam 1.g&ari pec kartas ar 2., 3., ...adtrodasadam n, ka 1.jra
masa vieada ar 2., 3., ..., (n--para masu, bet dtfras no n4 para masas. Tad arakoSo
swerSanu satizinam n-ta para morttas saw starf. Abu Edgjo s\verSanu rezulita zinam, cik viltoto
un cikisto momRtu ir pirmajos n pros. leverojam, ka niisu ficiba ir aff vismaz viena garagti ista
un vismaz viena garéagit viltota moreta no jau sertajam. lzveidojam noam jaunu fri un ftalak
saidzinam to ar (n+1)-o, (n+2)-o, ..., 49ap (ja N£49). Ko patrétas 1+(n-1)+1+(49-n)=50
s\ersanas.

(x+y)@d+xy)= 2@ [2\1[xy = 4xy saskaa ar nevieadibu starp vidjo aritmetisko un vidjo
geometrisko.

11.2.

Piepemsim, ka ar3ab+5=n’. Ta ka (3k+1F=9K’+6k+1 un (3k+2}=9K’+12k+4, seciam: ja ne a, ne

b nedads ar 3, tad kreispuse dod atlikumu 2, dalot ar 3. Bétvai nu dads ar 3, vai dod atlikumu 1,
dalot ar 3; @pec vai nu a, vai b das ar 3. Varam pieemt, ka a=3. legstam B+9b+9=rf, ko
parveidojam par 4b+36b+36=4A, (2b+9¥-45=(2nf un (2b-2n+9)(2b+2n+9)=45.aTka b un n —
natuéli skaitli, tad vai nu 2b-2n+9=1 un 2b+2n+9=45 (tad b=7, I)=1lvai 2b-2n+9=3 un
2b+2n+9=15 (tad b=0 — neder), vai ab-2n+9=5 un 2b+2n+9=9 (tad b<0 — nedegtad a=3, b=7.
Simetrijas pc der ar atbilde a=7, b=3.

11.3.

11.4.

6. ZimM.

Punkts O atrodas ABC iekSmusNo ievilktu/centra lgeku ipadbam [JAOB=2[IC, @apec no
viemadsanu AAOB [OOAB=9(°*-L0C. Ap CEFB var apvilkt rika lniju (jo OCEB=1CFB=90),
tapec JAFE=180-UEFB=IC. No & seko, kdJAZF=90".

Ja maifigos x, y, z cikliski maina viem, sistma nemaias. Tatad: ja (p, q, r) irds atrisirijums, tad
arn (r, p, q) un (q, r, p) ir atrisipumi. Tatad, lai sistmai kitu tikai viens atrisigjums, pbat p=q=r,
t.i., més varam risiat vienadojumu ¥-2ax+1=0. Tam ir viens atrisijums, ja az1.
Tagad jparbauda, vai & \ertibas tie8m der. Apskam a=1. Saskaitot visus vigshojumus,
iegastam

(x-1)*+(y-1)"+(z-1y’=0,
no kurienes x=y=z=1; gtbaude paida, ka tas tig$n ir atrisirajums. Tatad a=1 der. idzgi
pierada, ka der a=-1.
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11.5. Ja, var. Izmantosim mateitisko indukciju @c k.
Baze k=4 Apskatm 4 %ivjus, uz kuriem kop atrodas visas konfektesarReidojumu virkne
(1,1,1,1» (3,1,0,0» (2,0,2,0» (1,0,1, 2% (0,0,0,4)
ietver sev visus principili dazados konfekSu sad@imus un patda, ka mérkis ir sasniedzams.
Pienemsim, ka apgalvojums piglits patvdigam re4 un kogjam konfekSu skaitam 4, 5, ..., m.
Apskaim m+1 konfekti. Vispirms ign@am vienu konfekti un sacam p@rgjas uz &ivja S. Ja
ignoreta konfekte arir uz S, viss krtiba. Pre€ja gadjuma mums ir §ivis ar m konfeldm, &kivis ar 1

konfekti un \&l vismaz 2 tuksSi Kivji. Mérkis sasniedzam&gi:
(2, m, 0, 0» (0, m-1, 2,0) (O, m-2,1, 2) (2, m-3,0, 2)» (1, m-1, 0, 1)» (O, m+1, O, 0).

12.1. Apzimesim leakus, ko OA un OB veido ar Ox ass pdzit virzienu, attietgi ara un 3. Apskatmo
trapeu laukumu summa ir
cosa +cos . . sing +sin . . .
f'g [fsina —smﬁ)+% [{cos/3 - cosa) = cosfsina —cosasin B = sin(a - /5)
Lenkis a - B ir centra lekis lokam, ko savelk horda AB. Hordas garumam neotgis, nemaiss
af loka lenkiskais lielums. No Sejienes seko uzdevuma apgatveju

12.2. leverojam, ka uz 3 jaajumiem ir 8 daZdas atbilzu ‘4" un “n&” kombinacijas. Ta ka pie n = 9
jaskiro 9 situacijas, pragtais nav paikams. Pie n = 8 Andrigar noskaidrot iedoato skaitli, la tas
redzams sekojagabuk.

X
A 1|12|3|4|5|6]7]8
1,278+ [+ -[-[-1-1+[+
1,368+ | - [+ | - -|+]-]+
1,467+ - -[+]-1+ -

12.3. Vienigais daudzskaldnis ar 4 skabdm (tetraedrs) neapmierina uzdevuma fras. Apskam
daudzskalgus ar =5 skald@m. Vienai skaldneigbat =5 makm, tatad Sai skaldnei ir vismaz 5
kaiminu skaldnes, un kapskalchu ir >6. Tapéec ir vismaz 2 skaldnes, katra a5 maim. Sm
skaldrem ir ne vaigk ka 2 kopgas virsotnes;apec virsonu visgar ir =8. Daudzskaldni ar 8

virsotrém skat. 7.7m.

[/

—
7. M.

12.4. Pienters 0; 2; 3; 4; 6 pada, ka var bt n = 5. Pieidisim, ka r= 6 nav iespjams.
Apskatimas skaitu kopasipadbas saglafjas, ja tiem visiem pieskaita vienu un to pasu kamis
vai visus reizina ar vienu un to pasu nenullestBkadiapec varam pieemt, ka mazkais skaitlis ir

0, bet liekkais 1. Tad viens no skaém noteikti ir%. Apzimesim ar A to uzraksto skaitu kopu,
kas ir starp% un 1. Pieemsim no prejfa, ka A satur kdu skaitli, kas atdras no%. Apzimesim ar

a to no &diem A elementiem, kas ir vistakais skaitlim%.
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Ta ka a>%, tad no skaltem O un a iegstam, kajbat uzraksitam ar g, un g<%. No skaitiem

g un 1 iegistam, kagbut uzraksitam ar b :%(gﬂj :%2. leverojam, ka b>;— un
‘b—%‘ = azz_é‘ =%a—g‘, kas ir pretrud ar a izéli. Tatad kopa A satur augdtais vienu

skaitli. Lidzgi pierada, ka uzraksts augstkais viens skaitlis starp 0 uiq VajadZgais pieadits.

125. Taka 2[{3+ 2b)* - (4a+ 3)? = 222 - b?, tad katram natdtam n pasiv vienadiba
22 -y2 =202 -42=2,
Lai uzdevums itu atrisirats, japierada, ka vieadojumam 2x2 -z% =2 nav atrisiajuma natulos
skaifos (te 'y = 3).
Ja2x?-2z%=2, tad z = 2t un2x? -64t° = 2 x*-32°=1, no kurienesXTﬂG%: (2t)3.

Skaidrs, ka x gbat negira skaitlim. Apzmgjot XTzu, iegistam u(u+1)=(2t)*. Ta ka

LKD(u,u+1)=1, gan u, gan u+Zpit natuslu skaifu kubiem. Bet navatlu divu natuilu skaifu
kubu, kuru stariba ir 1.
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