Isi atrisinajumi Latvijas 55.matematikas olimpiade
9.1. Pieskaitot pigidamas vieradibas L(1)+L(2)+L(3)=L(4) abm pugm B C

L(5)+L(6)+L(2), iegistam ekvivalentu viertibu w
4

L(ABC)+L(DBC)=L(BCNM), kas a@mredzami izriet no trijsira un
paralelograma laukumu fornawh L :%ah un L=ah.

ATV N D

9.2.a) B=27, A=T27=189, C=18927.
b) Varpemt B = 270027002@0...270027.
n reize27
c) ApZmesim patvdiga natuila skaita X ciparu summu ar S(X).aTka A =B+B+...+B, tad,
Teizes
reizinot skaitli B ar 7, rodasamesumi(cigdi batu S(A)=73(B)). Tapec 23(B)=S(A)=13(B)-9k
(k — parnesumu skaits). legtam 5$(B)=9K, tatad S(B) dals ar 9. THpec
S(C)=S(A)+S(B)=2S(B)+S(B)=3S(B)adaks ar 9; ipéc C dais ar 9.
d) re. Piengram, vamemt B=117, A=819, C=819117.

9.3.Uzdevuma apgalvojumdib piefdits, ja piedisim: katram bBrnam ir nepra skaits konfeksu.
Apzimesim kerniem esosSo konfekSu skaitug, paadits Zmejuma. a
Pec dofi a+b+c, d+e+f, g+h+a ir nem skaiti. Tad af (a+b+c)+(d+e+f)+(g+h+a) ir h b
nedra skaitlis; tas name, ka 2a+(b+c+d+e+f+g+h) ir nem skaitlis. Btad 0
(b+c+d)+(e+f+g)+h ir negra; @tad h ir nepra. Lidzgi pierada, ka a; b; ...;g ir f g d
nefara.
9.4. ApzZimésim atb=n. Tad 26%+b*)=(a+b)*+(a-b)*>n?, tapec n’<22=4 un n=0; +1; +2. Risinot

a+tb=+2 {a+b:il { a+b=0

vienadojumu sis&mas{ , legistam mekdtos p@mrus (1; 1),

a’?+b*=2" |a®+b*=2" |a’+b*=2
(_1 _1) (1 _1) (_1 1) 1+\/§1_\/§ 1_\/§1+\/§ —1+\/§—1—\/§
’ ’ ’ ’ ’ ’ 2 2 ) 2 2 ) 2 2
~1-+/3 -1+4/3
2 2 '

9.5.Atbilde: 6 krasas.
Risinajums. Nekadi 3 no 11 skaltem 1; 2; 4; 8; 16; 32; 64; 128; 256; 512; 1024 arelnt
nokrasoti viera krasa. Tatad kiasu skaits ir vismaz 11:2=5,5tad vismaz 6.

Ar 6 krasam var iztikt. leerosim, ka neviens no apskatajiem skaifiem nesatur vaik par 10
pirmreiziratajiem, jo 2'=2048>2005. Kisojam 1. kiisa vieninieku un pirmskalts; otraji krasi —
divu un triju pirmskaifu reizirsjumus (varlat reizirajuma pirmskaiti atkartojas), treSaj krasa —
cetru un piecu pirmskait reizirsjumus, utt.

10.1. Viegli ieverot, ka ABCG iedistams noADCE, pagriezot to par 90pre€ji pulkstepa raditaja
kustbas virzienam. dpec af 1. trijstira medina CM iegistama no 2. trijsira medinas S&j
pagriezied. No @ seko vajadigais.

10.2.a)x=1; y=-1;z=1000;t=1000.
b) No do& seko, ka (x+y+ z)(1+1+lj:1. S vieradiba ekvivalenti prveidojas par
X Yy z

(x+y)(x+2)(y+2)=0. Jax=-y, tad x>+y*+Z=2>=1000, z=1000, t=(x+y)+z=1000 unx+y+z+t=2000.
Citas iespjas, kadx+z=0 vaiy+z=0, apskataitizigi.
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10.3.Ta ka xf(x)+yf(y) unxf(y)+yf(y) daks arx+y, tad ar starpbax(f(y)-f(x)) daks arx+y. Pie
y=x+1 iedistam, kax(f(x+1)-f(x)) daks ar Z+1 (x=1; 2; ...; 9). & ka LKD(x, 2x+1)=1, tad
f(x+1)-f(x) daks ar Z+1. Ta ka f(t) ir augoSa funkcija, taf(x+1)-f(x)=2x+1. Summngjot &is
nevieradibas piex=1; 2; ...; 9, iegstam
f(10)-f(1)=3+5+...+19=99.
Ta ka f(10)<100 unf(lgzl, tadf(1)=1 unf(10)=100. Bez tam(x+1)-f(x)=2x+1 (x=1; ...; 9), no
kurienes seko, kfx)=x". Parbaude pada, ka funkcija der.
10.4.Skirojam divus gagumus atkaiba no &, vai C un O pieder vienam un tam pasam vaidiain
D AAOB apvilktas rinka linijas lokiem.

OAOB=LACB=LCDB+DBC (argjs leykis). Bet
1 1 1

&7 DCDB:EDAOB:EDACB,ﬁpéc af DDBC:EDACB. No & seko
//\ CD=CB.
A B

Tagad[IBDA =18C° —%DAOB =UDBC+[BCD. Bet[1BCD=180-

UAOB, tapec 180 —% JAOB =18(-[JAOB + [ODBC, no kurienes

ODBC = % OAOB. Savulart

A B e Crore 1 1 _
\/ OBDC =180° - JBDA =180 (180’ EDAOBJ—EDAOB.Tatad

C UDBC=0UBDC un CB=CD.

10.5.Apzimgjam profesorus ariPP,, ..., B. Klaugtaju kopas var it Sadas:
P: PP Py P B, Ps, P Ps: P, P, P
P Ps B Ps Ps: P, Py, Ps P PPy Bs
Ps: Py, B, P

Jan profesoriem pratas kopas ir konst@ias, tad, pievienojotav vienu profesoru, kuru klaas
visi iepriekgjie n, iegistam ,klausSaras sisemu” n+1 profesoriem. dtad var it n=8; 9; 10; ....

Pieladisim, ka noteikti bt n>7.

Vispirms pamatosim, ka katru klassvismaz 3 citi profesori. Ti@®, ja profesoru A kladtos
tikai B, tad neviens profesors nekl#os A un B; ja profesoru A klatiss tikai B un C, tad A un B
varetu klausties tikai C, bet A un C — tikai Batad B un C klaugos viens otru — pretruna.

Tatad ir vismazn(3 pari (A, B) aripasbu ,A klaugsis B lekcijas”. No otras pusesiddl @aru nav

n(n-1
2

vairak par , Jo nav divu profesoru, kas klatss viens otru. dpec BnS%n(n—l), no

kurienesn-1=6 unn=7.
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11.1.Viegli parbaudt, ka der visi skalt 10n+i—§’, n=0;1; 2; ....

2 2
Tie&m, (10n +i—§j =100n* + 26n + 169, tapec {mn +i—§j } =069 un {10n +£} =03.

11.2. Papildiam AABC Ilidz kvadatam ABEC. Apzmgam AQ A
krustpunktu ar BE ar N. M
a) Ta ka OACM=0OBAN, tad AACM=ABAN (hl). Tapéc
BN=AM=BP. Tapec APBQ=ANBQ (mim). Tapec P,
OPQB=INQB=0AQC.

B @ B C
N
b) Ta ka AADQ~ACRQ, tad Ezﬂ. No Sejienes seko, ka
RQ CQ
ADRQ-AACQ. Tapec IDRQ=TIACQ=45. E

11.3.Apzimgjam 2=y un iedistam
y*-(a’+3a-2)y+3a°-2a°=0, y>0.
Vienadojumu tilak parveido par y-a°)(y-3a+2)=0.
Piea=0 pozitvu salqu nav. Pieaz0 ir pozitva sakney;=a”. Otra sakney,=3a-2. Mis apmierina

nosagumi y.<0 vaiy,=y1. legistam, ka mekjamas a vértibas ir (—co;0) [ (0; %) {12} .

11.4.Jap=2, tad ie@rojam: x*+x=x(x+1) ir para skaitlis, #pec abi apgalvojumi ir aplami.

Jg=3, ieerojam, ka 2+2+3 daiis ar 3 un 1+1+25 dais ar 3, itad abi apgalvojumi ir patiesi.

Pienemam, kg>3.

Jaa?+a+3ip, tad af 9a®+9a+27: p. Bet ®’+9a+27=(Z+1\+(3at+1)+25. Ttad, ja patiess
ir pirmais apgalvojums, tad patiess it afrais.

Jab*+b+25: p, tad at (b+ p)®+(b+ p)+25 p un (b+2p)*>+(b+2p)+25: p. leverojam, ka
skaifi b, b+p un b+2p dod daZdus atlikumus, dalot ar 3, jo>3. Tatad viens no tiem ir form
3c+1, cOZ. legistam, ka (3c+1)*+ (3c+1)+25: p jeb 9(c*+c+3):p. Ta ka p>3, no 3ejienes
seko, kac® +c+3: p. Tatad, ja patiess ir otrais apgalvojums, tad paiieas pirmais.

11.5.Atbilde: to var izdait tad un tikai tad, ja vieninieki nav kuba vien&algnes prefjas virsotres.
» Javieninieki ir kuba diagates galapunktos, izdamn divus @jienus, iz\eloties par X vispirms
vienu, bet pc tam otru no Siem galapunktiem.
« Ja vieninieki ir kubalg@utnes galapunktos, izdan divus gjienus, iz\Eloties
par X Siem galapunktiem p&gis kuba virsotnes. -
« Ja vieninieki 8kotrgji atrodas kuba skaldnes diagtes pregjos galos, tad
sakuma starpba starp melnag un baltajs virsotrgs ierakstto skaifu sumnmam

ir 2. Ta ka ar katru gjienu viena no n sumnam palieliras par 3, bet otra | -
nemains, tad is nekad nevarliit vienadas.
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12.1. Piememsim no preja, kaxzy. Tad 13>13" un 5=5. No 3+13=17 seko, ka 3+13=17" jeb
(1—?;) +G—§j >1. No eksponentfunkcijatpadbam seko, kax<1. Savukrt no 5+7’=17 lidZgi

y y
iegistam, ka 57<17, (;j +(11J <1 uny>1. Nevieradibasx<1<y ir pretruri ar sikotngjo

piepémumu.

a+b-c

12.2.No labi ziramas taisnlgka trijstiri ievilktas ripka linijas adiusa garuma formulas =

(skat. 1. mm.) iedistam, ka pieadama viemadiba ekvivalenta ar
AC.+BA,+CB;=C;B+A,C+B;A (2 ZTm.).
Savulart §is vieradibas pareitba Kust aé@mredzama, ja caur P novelk taisnes piraABC

malam.

1. Zm.
12.3. a) Kaut kur uz gka fnijas ir 1, kaut kum. Apskatm vienu no lokiem, kas ,savieno” Sos
skaiflus. Ja uzatatrodas @l skaifli x;; Xo; ...; X, tad summa uz $oka ir
[ X, = 1|+|X, =% |+.+|n=% B|[ X -1+ X, =X +...+n—-X%, [Fn-1.
Lidzgi spriezam par otru loku.alad visa apskaima summa nav maka par 20-1). Summu
2(n-1) iegistam, izrakstot skdiis pa nika liniju pec kartas.
b) ja [Ec kartas uzrakstie skaiti ir X, Xo, ...,Xn, tad apskaima summa ir
S= |X1-X2|+ |X2-X3|+ Lt kn—l'xnl'l' |Xn-X1| .
Ta ka |a]=ta, tad S sast no Zh saskai@majiem, no kurienm ir ar ,,+” zimi unn ar ,—” zZimi.

Jan — para skaitlis, tad Sis visliebka, ja & satugs 2+1; 2+ 2; ...;nkatru divas reizes ar ,+”

. ) ) ) nz .
zZimi, bet 1; 2; ...;E katru divas reizes ar ,—"1mi. Tad summa iitu ?. SSdu summu var

sasniegt, izrakstot skais setoa 1; n; 2; n-1; ...—; —+1.

NI D
NS

Jan — nepra skaitlis, tad Sis visliekka, jan; n-1; n-2; ...; nT+3 katrs ks divas reizes ar ,+”

. - . ) . + . . )
zimi, 1; 2; 3; n_l katrs tiis divas reizes ar ,—"1mi, betnT1 bas vienu reizi ar ,+” mi, bet

2 - ~
otru reizi ar ,—” Zmi. Tad summaiitu n 1. Sdu summu var sasniegt, gaties setou 1;n; 2;
2 2
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12.4. Acimredzami, visi virknes locékir pozitivi. Tapec xon>1, betxon+1<l (NON, n=1). No Sejienes
seko, ka vieadi varetu bat tikai divi loceKi ar vieradas parites indeksiem, kas pie tam liki par
1. Viegli saprast, ka n&=xm Sekox.1=Xmw1 pie ne@ra indeksienmk un mvai x, = x,, pie @ra
2 2

indeksiemk un m utt., kas galu galnoved pie pretrunas (kad viens no Idek Saj vienadiba
klﬁStXl).

Tagad pieradisim, ka katrs pozitivs racionals skaitlis sastopams 5&jvirkn €.

Pieladisim to ar mateatisko indukciju gc k, k=2, tadiem pozitviem nesssinamiem raciofliem

skaifiemr, ka r :%, unatb=k. Piek=2 ir tikai viens #ds skaitlisr :%:1, unx;=1. Pimemsim,

ka apgalvojums pareizs pke2; 3; ...;t, un apskasim r :%, LKD(a, b)=1, atb=t+1. Skaidrs, ka

r£1. &irojam divus gagumus:

* r>1. Apskaim skaitli r, = %b. Ta ka LKD(a-b, b)=LKD(a, b)=1 una-b+b=ax<t, tad eksist
tadsn, ka x, = %b . Bettadx,, =1+x, = % K.b.j.

e 0<r<1. Apskaim skaitli r, :B. Ta ka LKD(b-a, a)=LKD(b, a)=1 un b-at+a=b<t, tad
a

eksist tadsn, ka x, = b-a . Tad x,,, =1+ X, _b un Xy, -1 =—, kb,
a a X, b
12.5.Apzimesim krasas ar 0; 1; 2. Pigdisim vispirms divas lemmas.
Lemma 1. Ja tfs noc¢etram sekojo8m virsotrem ir viera krasa, tad var pafkt , lai as visas htu
ceturts virsotnes krsa, nemainot citu virsau krasojumu.

Pietiek apskat divus gagiumus:

1110-1122-1002- 2202-2112-. 0012- 0000;
1011-1221-,0021- 0000
Lemma 2. Jebkuragetras sekojosas virsotnes var rigkt viera Krasa.

Sadaim virsotnes divos blakus virsat paros un paakam, lai kata pari krasas latu vieradas. Ja
tas visas vieadas, viss OK. Prgja gadjuma rikojamies jgc stemas

11221002~ 2202-2112- 0012- 0000.

Saskaa ar 2.lemmu var paikt, lai AiA2A3A, biitu viera krasa, pienemsim 0, un arAsAsA7As
butu viers krasa. Ja af AsAsA7Ag ir krasa 0, nogaidm. Ja B, apskaim AsAsAgA;. Pec 1. lemmas
varam pabkt, ka AAsAgA; ir krasa 0. Lidzgi pievienojot pa 3 virsotim, iedistam, ka
A1A...Aggy It krasa 0. Apskalim AgogAgodA1000A1. Parkrasojam &s viers krasa (2. lemma). Jaatir
krasa 0, viss #&rtiba. Piepemsim, ka @ ir krasa 1. Apskaim Agg7Ag9gAg9oA1000 UN Saskaa ar 1.
lemmu prkrasojam &s krasa 0. Tagad A ir krasa 1, citas virsotnes ksa 0. Tagad paipeniski
parkrasojam kasa 1 virsotnes AAzA4; AsAsA7; ...; AgggAagdA 1000 lietojot 1.lemmu.

leverosim, ka pi¢autie gjieni 01-22; 10-22; 02-11; 20-11; 12-.00; 21- 00 saglab visu
numuru summas atlikumu, dalot ar 3. Bet Sis atlikunerads ar ga iegatas kiasas numuru, jo
1000&x (mod 3). No Sejienes seko otrais apgalvojums.
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