Isi atrisinajumi Latvijas 56.matematikas olimpiade

9.1.Viens no skaltem x un y ir fara, otrs — nefra. Skaita 640000 negra daltaji ir 1; 5; 25; 125; 625.
leverojam, ka 640000=5°[2°. Tapec 1025-1=1024=2", 1025-25=1000 un
1025-625=400 ir skaifa 640000 dafaji, bet 1025-5=520=13[5[8 un 1025-125=900 -
nav.

Atbilde. (1; 1024), (25; 1000), (400; 625), (625; 400), (A0D5), (1024; 1).

9.2. Pirmais atrisinajums. Ta ka intenala (0; 1) atrodas tikai viena no kva‘drienédojumaf(x) =0
sakrem, tad abas artibas f(0) un f(1) reiz nevar It pozitivas. Tpec f(0)f(1)<0. legistam
dp+a+1)<0 jeb g* +pg+q< 0, jeb f(q)< 0.

Otrais atrisinajums. Piepemsim, ka vieﬁldojumaf(x)= 0 saknes ir xun ». Saskaa ar Vjeta
teoemu

f(Q) =0® +pg+q=x;X; _X1X2(X1 + X2)+X1X2 = X1X2(X1X2 — X TX, +1) =

= [Xl(l_ X1)] |:ﬁxz(]-_ Xz)] .

Saskaa ar uzdevura doto tieSi viena no kvaaliekavam ir negaiva, @apec to reizirsjums ir < 0.

9.3. Apzimgjam ievilkas ripka linijas pieskarSais punktusAABC makm ar X; Y; Z (skat. 1.1m.)
Taisnleka trijstari AXI, AZI, A 1Yl un AyYIl ir vienadi sav starf@

(hk), tapec AA,=AX+AZ. Lidzagi B;B,=BX+BY un A1
C,C; = CY + CZ. Saskaitoti$ vieradibas, iegstam vajadigo.

9.4. Ja uzdevumus apméjam ar A; B; C; D; E; F; G; H, tad 8 skoliem X T Y
var iedot komplektus ABC; ADE; AFG; BDG,; BFH, CDHZEF, |
EGH. Tatad var It 8 skoEni. 1 A,

Ja kadu uzdevumu ied#l = 4 skokniem, tad katram no tiemlagapgem A > C
Vel 2 citi uzdevumi, un pavisamitu vismazl+4[2=9 uzdevumi— B
pretruna. Ttad katru uzdevumu iedeva autstis 3 skatniem, un 1.zim.
pavisam tika iedoti augstais 8[3 =24 uzdevumu teksti. ¥ ka katrs skoins saéma tiis tekstus,
tad sko&nu nav vaisik par 24 : 3 = 8.

9.5. Atbilde: 8I; 71; 6l; 5l; 41; 3I; 2I; 11; Ol.
Risinajums. To, ka mirgta atbilde apmierina uzdevuma nogamus, @rbauda tieSi. Piadisim,
ka & ir vieriga. Ta ka pec viena ,cikla”tdens sadgums ir sikotrgjais, nes varam izloties, ka
process notiek bezggl un ir periodisks. Apskaim Saj bezgaigaja periodiskaj proced devipu
vienu otrai sekojoSu gplieSanu virkni, kas akas aruadens izlieSanu noattrauka T, kug ir
vismazakais procesa gaitno trauka izlejamaigdens daudzums; azesim 5o daudzumu ar 8x.
Saskaa ar So iz@éli trauka T astmas rakoSafis lieSaas tiks ieliets vismaadens daudzums x katr
reize.

Ta ka traula T astmas rakoSaps lieSa@as kop ieliesudens daudzumu 8x, tddtra no m 8
lieSaram trauka T ieliesudens daudzumu x.alad katr a trauléa tai biidi, kad no 1 izlej adeni, ir
tudens daudzums 8x. N@ iegistam, kandens daudzumsakotngji ir 8x; 7x; 6x; 5x; 4X; 3X; 2X; X;
0. Taka 8x+7x+...+x+0=236, iegistam x = 1, nokseko uzdevuma atbilde.

10.1.Ja kdai kompnijai butu mazk par 9 birojiem, tadatnevagtu noorgani2t vairak par 28 reisiem,
jo no 8 elementiem var izveidot ne \&kirka 28 parus. Tatad katrai kompnijai ir vismaz 9 biroji,
un biroju kopskaits ir visma2[90=2810. Ta ka 810> 8[100, tad starp 100 piam ir jabit tadai,
kura ir vairak nela 8, tatad vismaz 9 biroji.

10.2. Skaidrs, kap#2, q#2, p#3. Ja p=3k+2,kON, tad p+ 10 nav pirmskaitlis. apec
p=3k+1, kON. Ja q=3m+1,m0ON, tad p+q+ 1=3(k+m+ 1) nav pirmskaitlis. Ja
g=3m+2, mON, tad g+ 10 nav pirmskaitlis.apéc q=3. Tad g+ 4 un g+ 10 ties ir
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pirmskaiti, un jamekk tadi pirmskaiti p forma p=3k+ 1,k[ON, kap+4, p+ 6, p + 101air
pirmskaili. TieSa @arbaude pada, ka der tikaip=7,p=13,p=37,p =97.

10.3.1. risinajums. Specila gadjuma, ja M ir loka AMD viduspunkts, apskanh taisni I, kas iet caur
M un abu mku centriem. ¥ ir perpendikudra taisnei t, atad krusto gan nogriezni AD, gan
nogriezni BC to viduspunktos.atla gadjuma OAMB =[0ODMC, jo Sie leki ir viens otram
simetriski attietha pret I.

Vispariga gadjuma (kas ietver arspecilo), novelkam punk M abu rika liniju kopgjo pieskari s
(skat. 2. m.) No ievilktu leaku un hordas — pieskaresikel ipagbam seko 2. un. atAametas lepku

vieradibas. Redzams, kaJCMD= <{—<% yn 0AMB = OMBC - OMAB (argja lepka
ipadba) = <%~ =%, taitad OCMD = JAMB .

2. risinajums. Pagariam MB un MC fidz krustpunktiem B un G ar argo rinka fniju
(skat. 3. mm.) Ta ka abas mka linijas ir homogtiskas ar centru M, tad;Rin G ir atbilstoSi punktu
B un C atgli Saja homotitija; tatad taisne BC, ir taisnes BC adts, tapec B,C, ||BC. Tapec loki
AB1 un GD ir viemadi, no ka seko uz tiem balstoSos ievilktalau vieradiba.

10.4.leverojam, ka
1 1 1 1 1

s= J1+4/2 +\/§+J§+\/§+\/Z +"'+\/2004+\/2005+\/2005+\/2006:
= (V2 -v1)+ (V3 -v2)+ [Va - v3)+... + (V2005- v2004)+ (2006 +2008) =

=+/2006-1> 437. Ta ka Saja sumna katrs rakoSais saskaitmais maaks par iepriek§o, tad

uzdevuma form@&uma mingto saskaitmo summa ir liedka par%S, tatad liekka par 21,85.

10.5.Atbilde: n = 11.
Vispirms pa#disim, ka pie n=10 skaits var nokisot &, lai mirgta tipa atrisimjums
neeksisttu. Piengram, nokésojam 1; 2; 9; 10 baltus, bet 3; 4; 5; 6; 7; 8 rkaaus. Katru fis
sarkano saskaimo summa ir vismaz3[3=9, tatad nav sarkana. Savark katru tis baltu
saskai@mo summa ir vismaz 11 (jaa#ts no tiem ir 9 vai 10), vai no 3k 6 (ja neviens no tiem
nav ne 9, ne 10)atad nav balta.
Tagad pardisim, ka pie n = 11 méta tipa atrisijums noteikti eksigt To, ka skaitlis x ir balts
resp. sarkans, pieraksim ki x ~ b resp. x ~ s. Piemsim pregjo tam, kas jpierada. irojam
divus gadiumus.

e Skaifi 1 un 2 ir vied@ un tai pad krasa; varam pieemt, ka 1 ~s un 2 ~s.aTka
1+1+1=3unl+1+2=4,tad3~bun4~h.
Tad3+3+3=9apec9~s;ika3+4+4=11,tad11 ~s.Betl+ 1+ 9 = 1%rprea.

o Skaifi 1 un 2 ir daZdas krasas; varam pigemt, ka1l ~sun2~bakal+ 1+ 1=3, tad
3~b. aka2+2+2=6,tad 6~satka2+3+3=8,tad 8~s.Bet1+1+6=8 —
pretruna.
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11.1. Attelosim skologjus ar m sarkaniem punktiem, bet skolniekarug — ar@ zdiem
punktiem. Ja &ds skolofjs maca abus &da pari ietilpstoSos skolniekus, novilksim starp

atbilstoSajiem punktieminiju. No katra sarkan punkta iziet tieéi@ [inijas, &pec liniju
kopskaits ir%ﬂnm[ﬂa—l). No katra zl punkta iziet tieSi bthijas, apec liniju kopskaits ir

% (bh{n-1). No vierﬁdibas% afa-1)= % [bh [{n —1) seko vajadigais.

11.2. Pieskaitot afm dofis vieridibas pusm 1, iedistam a,,, +1=(a, +1)*. Tapéc
Ay00s +1=(a, +1)7 . TAPEC @, +12 0 UN A,y = — 1 No otras puses, ja = -1, tad, iz¢loties
a, =2Va +1-1, iedisim a,q, = a . TAPEC aoosieSEaMo \ertibu kopa irf[-1; o).

11.3. Vispirms atzmésim, ka natudliem x un y padiv nevieradiba xy+1=x+y; tiesam, @ ir
ekvivalenta ar (x-1)y-1)=0, kas ir patietba. Lai izpildtos (x+y)(xy+1)=2?, jabt
Xx+y=2% xy+1=2°, kur a un b — natali skaitli; saskaa ar iepriek&o b>a. No &, ka xy + 1
dahis ar 2° un x + y dais ar 2%, seko, ka arx(x +y) dahs ar2*; (x? +xy)-(xy +1) dabs ar2?;
x? -1 dahis ar2*; (x +1)(x —1) daks ar 2°
leverosim, ka LKD(x + 1; x - 1) ir vai nu 1, vai 2apec vai nu viens no skdiem x +1 un x—1
dals ar 2°, vai af viens no tiem dak ar 2**, bet otrs ar 2. Jebkiigadjuma viens no skaliem
X+ 1unx—1dakar2*'. Ta ka no nosaguma x +y = 2% seko, kal< x < 2% -1, tad xvar biit
tikai Sdas rtibas: ¥ =1; x, =2 -1 x,=2%"+1; x,=2"-1, kur a— natdils skaitlis
(x=2%" -1 der tikai pie a=2). Atbilstodis y \Ertibas iegst ka y=2*-x, un 'y, =2*-1;
y,=2""+1; y,=2""-1; y, =1 (vertiba y; un fitad ar xs der tikai pie a>2). Apkopojot
redzam, kavarbat der (x;y)=(12°-1); (xy)=(22-12°+1); (x;y)=(22+12°-1);
(x;y)=(2* -11), a— natuis. Parbaude paida, ka ¥ \ertibas tiesm der; z = 2a vai z = 3a + 1.

11.4.A. Pigemsim, ka AB ire diametrs. Tad AN un BM iAABC augstumi; apmesim AABC
augstumu krustpunktu ar H. Remsim, ka pieskare, kas novilkta punké M, krusto augstumu
CH punka X. Tad OMCX =90° -UA =OABM =[SMA (ievilkts un hordas — pieskares
lenkis)= OCMX, tatad AMXC ir vienadsanu. Tatad X atrodas uz MC vidusperpendikulatad
(pec Talesa te@mas) CH viduspunkt Lidzgi afi « pieskare, kas novilkta purakN, krusto CH
ta viduspunki, tatad punkd X, un CX = NX. No MX = CX = NX seko, ka X iINCMN apvilktas
rinka linijas centrs.
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B. Piemgemsim, ka O irACMN apvilktas rinka fnijas centrs. Tad (skat. Gnz.) OC = OM = ON,
tapec 0OCMO = [OMCO = JABM un OCNO=0ONCO=[NAB. Tapec
OJACB = OABM + OBAN un 20ANB = JANB + JAMB =180° - 0B - <% +180° - JA -
— <¥=360 - (DA + OB +0C) =180, tapsc JANB = 90° un AB ir & diametrs.
11.5.To nevar pafikt nevienam n. Apnésim n-stira A virsotnes ar A Ao, ... , Ay, bet centru — ar O.

Apskatsim lielumu S= a [6,&1+ a, [6,&2+... +a, Ed&n , Kur air virsotre A; ieraksttais skaitlis
(i=1;2;...;n). skotngji S nav nulles vektors. Izdarot faaito gjienu, S Jzmairas” par6 (jo
to vektoru summa, kas savieno O ar reguk-stira virsotrem, noteikti ir 6), tapec S nekad

nav 0. Bet, ja vigs n-stira A virsotres atrastos vieadi skaifi, tad hitu S=0.

1-1tgx (1

12.1. lewerosim, ka (1+tgx)(1+tg(45° —x)) (1+tgx)(1+1 +tgx)91+%=2 visam

pielaujanam X \ertibam. Grugjot reiziratajus (1+ tgl® ) un (1+ tg44°), (1+ th°) un (1+ tg43°)
utt., iegistam vajadigo.
12.2.a) levietojot x = y = a, iestam f(a) < 2f(a), tapec f(a)= 0. Nemot x = 0; y = 1, iegstam

Osf(%)sf(0)+f(1):0, tapec f(%j=0.

Pienemsim, ka ir jau piadits, ka kdam natuglam k pasiv viemadiba f[z_lkj =0. Tad,nemot

1
Xx=0 un y:?,

iegistam Osf(zgﬂjsf(o)ﬁ(zlkj 0, tapec f( j 0. Tatad katram

natualam n pastv vierﬁdibaf[z—lnj =0.
b) funkcija

0, ja x — racioals skaitlis
f(x) =
1, ja x — iracioals skaitlis
apmierina visas uzdevuma pitass.

12.3. a)Ta ka CF = CE, tadAECF ir viemadsanu un & bisektrise CS ir araugstums. dpec ES ir
augstums pret hipoténu taisnl@ka
trijstart CEl. Tapec EI° =ISOC.
Ta ka El = DI, tad DI* =1SOC, no
kurienes DI:IC=1S:ID. dpéec
ASID ~ ADIC (kopgjs lenkis | un
proporcioralas to ietveross malas).

b) Ta ka OGKI=0GDI=90°, G
tad apcetrstiri GKID var apvilkt A D _
rinka fniju Cu . No a) punkta seko, 6.zim.

ka OJISD =0IDC = OIDK =0IKD . Tapec S ar atrodas uzlu . Tapec OGSI=OGKI =90°.
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12.4. Vispirms piedisim, ka n+1; n+2; n+ 3 ir kautadu pirmskailu palipes ar natudtiem
kapinatajiem. Pregja gadjuma kads no Siem skdiem hitu izsalems la reizimjums alb, kur
a=2, b>2, LKD(a, b) = 1. B ka m nedais aralb, tad vai nu m nedasg ar a, vai arm nedais
ar b; pimemsim, ka m nedad ar a. Tada=n+1. Ta ka alb<n+3, tad alb-a<2 jeb
alb-1)<2. Tas iespiams tikai, ja a=2 un b=2; tadlb=4. Jan+1=4, tad n=3; ja
n+2=4,tadn=2;jan+ 3 =4, tad n = Erfitba n = 3 neapmierina uzdevuma na@gewcus (ja m
daks ar 2 un ar 3, tad m dalaf ar 6); pie n=1un n=2 visi skein+1; n+2; n+3 ir
pirmskailu palkipes.

Tatad n + 1; n + 2; n + 3 ir pirmskaitpakipes.

Vismaz viens no Siem skhém ir para skaitlis, fitad ir 2*; tieSi viens dais ar 3, itad ir 3'. Tapec
2* =3 +1. Xirojam abus gagumus:

a) 2* =3 +1. Ta ka 22" =2[@' = 2[{3+1)', tad pie nefira x palkipe 2* dod atlikumu 2, dalot
ar 3; fipec x ir para skaitlis, x = 2z. leggtam 2 -1=3" un (2Z —1)(2Z +1)= 3. Tatad 2° -1 un
2° +1 ir trijnieka pakipes vai 1;as sad starf@ atkiras par 2,apec ir 1 un 3. Bpec z=1,x=2
un nusu apskama divnieka pakpe ir 4.

Jan+1=4 tad n=3; jau iepriekS rgdm, ka tas neder. Ja n + 2 =4, tad¢ 2 varampemt
m=2.Jan+ 3 =4, tad= 1, varanmemt m = 1.

b) 2 =3’ -1. Pie x =1 noakam pie n=1; pigemam, kax = 2. Ja y — nefra skaitlis, tad
y=2t+1un3 -1=3*"-1=3®"' -1=3[(8+1)' -1 dakis ar 2, bet nedas ar 4; & nevar lit.
Tapec y =2z un2* = (3Z —1)(3Z +1). Tapec skaiti 3° —1 un 3* +1 ir divnieka pakpes vai 1, kas
saw star@ atkiras par 2; tie var i tikai 2 un 4. Tad2* =8. Jan+1=8, tad n=73 ka
n+ 3 =10 nav pirmskdd pakpe, § atbilde neder. Ja n + 2 =8, tad= 6, var pemt m = 60. Ja
n+ 3 =8, tad n = 5atka n + 1 = 6 nav pirmskadd pakipe, § atbilde neder.

Atbilde: n=1;n=2;n=6.

12.5.Apskatsim vispirms izliekta daudzskald gadjumu.

Sakam iet no patvidgas virsotnes buliu virzienos palg@utrem. Tas ir iesgjams, jo no katras
virsotnes iziet kda %autne. & ka virsotu ir galigs skaits, tad ddreiz nes atgriezsimies
virsotrg, kura jau esam bijusi. Sai foff bas izveidojies cikls, kas apejams buiti virzienos
(skat. 7. am.) Sis cikls sadala daudzskeaédvirsmu dids ddas. Apskaim D — vienu noam. Ja
taja iekSpug nav ne citu virsaiu, ne citu Rautu, tad & ir skaldne, kda mums nepiecieSama.
Pienemsim, kat ddas D iekSpusatrodas virsotne V (skat. 8nz.)

Sakam iet no virsotnes V p&&utrem bultinu virzienos, karer

a) vai nu noakam uz jau esaskontira,

b) vai af misu jaunveidojamais t&izveido ciklu (k ieprieks).

— . ‘ AN .,
4 / \ X "V l I Va \‘\l

T ] ]

7.2m. | l \.' ./ \.' ./
\./ 8. Zm. 9. Zm.

Otraja gadjuma atrastais cikls ierobezmazaku ddu neka D. Pirmaj gadjuma (skat. 8. mm.)

sakam iet no virsotnes V p&dutrem preteji bultinu virzieniem, karar norekam kada virsotre,
kas jau redzama 91m.
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Ja turpret D iekSpus nav citu virsaiu, bet ir &autne, tad apskan So &autni ko ar katru no
D kontira ddam, kuras § Sautne sadala D koimu.

Katra gadjuma izveidosies da, kas
mazaka par D un apejama pa kant
bultinu virzienos.

Ar S0 dau rikojamies #ipat ka ieprieks ar
ddu D utt. Ta ka nevaram atrast
bezgaigi daudzas arvien makas déas,
kuras norobezo pa k&utrem ejoSas
kontiras, tad kdreiz iedisim ddu, kas
apejama pa kofntu bultipu virziera un
kuras iekSpus nav ne citu virsaiu, ne
citu &autqu, ti., iedgisim mums
vajadZgo skaldni.

Pieame. Viegli pamaift, ka &das
skaldnes ir vismaz divas (pa vienai katt
no tm ddam, ku@s daudzskalga /
virsmu sadala pirmais atrastais cikls). ’
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leliekta daudzskalgh gadjuma Sadu / A
skaldni varlit an nevar atrast. Piegrs |/ _——<"" e
redzams 10.1m. (Daudzskaldnis ir kubs

ar prizmveidgu ,caurumu’.) 10. 2m.
Pieame. Spriedumu, kas dmgs

izliektam daudzskaldnim, Soreiz nevar at&t, jo €kotngjais (un ar katrs rakosSais) cikls var
nesadait virsmu divas ddas, un &pec nav pamata apgalvot, ka katrgkoSais atrastais cikls
ierobezomazaku apgabalu nekiepriekEjais, @pec masu aprakstais mekéSanas process var
nekad nebeigties.
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