Is atrisinajumi Latvijas 57. matematikas olimpiade

9.1. Doto vieradibu parveido parx® — y* = 2007 x - y )un &lak par &-y)(x+y)=2007&-y). Ta ka xzy, tad
no Sejienes sekoty=2007.

9.2. Var npemt p=-1, @g=-2. Patvaligam veselam skaitim a apskaim vieradojumu
x? +(a-1)x+(a—2) =0. Tam ir sakneg;=-1 unx,=2-a.

9.3. Ta ka ABNC ir taisnleika, tad ta§ medina pret hipotefizu vierada ar pusi no hipotéaas, t.i.,
NM=MC. Tapeéc OMNC = 2a . No AANM ar¢ja lenka seko, kalJAMN =2a —a = a, tatad AANM
— vieradsanu. Tapéc AN=NM=MC, no kurienes seko vajadais.
B

9.4. Atbilde: 0; 4; 6; 8; 10; ...; 38; 40; 42.

Risinajums. Ta ka katra rinda ir para skaits melnodtinu, tad a) tas nepsniedz 6, unadel kopgjais
melno ntinu skaits nefrsniedz 67/=42, b) kopjais melno dtinu skaits ir gra skaitlis. Viegli
saprast, ka 0 melnatinu var hit, bet 2 melnasitinas — 18 (tas tomer skoléna darba japaskaidro!).
Atliek pardit, ka iegit 4; 6; 8; ...; 40; 42 melnastimas. Mes to paaksim, izvietojot melas fitinas
divu veidu blokos: kvadtos ar izneriem Zkx2k ritinas, kurkatra riatina ir melna, un kvadtos ar
izmeriem (X+1)x(2k+1) ritinas, kur melnas ir visastinas, izemot vienu diagaiti.

1) Vertibas 4; 8; 12; ...; 32; 36 tiek igigs, izmantojot 1; 2; 3; ...; 9 kvadins ar izngriem 2x2.

2) Vertiba 6 tiek iegta, izmantojot kvaditu 3x3 (ievietojam to li@él kvadiata sfiri); vértibas 10; 14;
18; ...; 38 tiek iegtas, pievienojot tam 1; 2; 3; ...; 8 kvatlis ar izn@riem 2x2 (skat. 21m.).

3) Vertiba 40 tiek iegta ar vienu 5x5atinu kvadétu un pieciem 2x2atinu kvadatiem.

4) Vertiba 42 tiek iegta, izmantojot visu 7x7atinu kvadatu.
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9.5. a) ja, skat., piem., 3.1m.
b) ne. Apskatsim pirmskailus 41; 43; 47; 53; 59; 61; 67; 71; 73; 79.K& tie visi lielaki par%[Bl,

tad neviens cits ierakshais skaitlis ne ar vienu no tiem netal Tapec Siem skaitem jabat uz
diagoriles (ja kds pirmskaitlis sastopams rinds elementu reizijuma, tad aritngtikas
pamatteddmas @| tam pbit sastopamam a@atbilstods kolonnas elementu reizjoma). Bet So
pirmskaifu pavisam ir 10, un tieigvieto 9 viefis — pretruna.
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Is atrisinajumi Latvijas 57. matematikas olimpiade

10.1. a) ja; piemeram,x=4 uny=2.
b) n¢; izteiksmi var arveidot parx(x—-21) — y(y—1), no kurienes redzams, kaka divu para skaitu
starpba ir @ra skaitlis.

10.2. a) ja. Skat., piem 4.1m.

R0
SLOLOLE:
OROLOL:
Rezele

b) né. Sanumugsim trauchus [Ec kartas ar numuriem 1; 2; 3; ...; 10. Mau koggjais skaits 1., 3.,
5., 7., 9. traugia sakuma ir para skaitlis un ar katruagenu mairms par 2. Bpec tas vienrar paliek
para skaitlis. Bet, sasniedzot uzdevumerkn Sajos traugios kog batu 5 morgtas — pretruna.

10.3. Jaa un b ir viens otram sekojoSi pirmskhitun a<n<b, tadx(n)=a un y(n)=b. Tapéc katram

o . .. L .1 . o~ . .. . B
Sadamn atbilstoSais saskarais sumr ir —m. Ja visiem &iemn atbilstoSie saskaimie sumna
a

ir, tad to daudzums ir tiebta.
Atliek ieverot, ka 601 ir pirmskaitlis. Apmgjot pirmskaitus no 21idz 601 augaskartiba ar py, pz,
.., Pn, i€gistam, ka apskata summa ir

p2_pl+ p3_p2 + + pn_pn—l :i_i+i_i+ + 1 —i:i—i:l—i
P. P2 P2 P3 Pn-1Pn Pp P2 P2 Ps Poi Py P P, 2 601
kb.j.
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10.4. Ta ka OX, QOY, OZ pa priem veido 120 lielus lepkus, tad to vidusperpendikuli pargm veido
60° lielus leakus, fipec to veidotais trijgtris A ir reguirs. Punkts O atroda& iekSpus, un &
atalumu summa lidz A makm ir %(OX + QY +0Z) . Més pieadisim divus faktus:

A. Z vierada arA augstumu,
B. OX+OY+0OZ=AC.

No ta sekos, ka visienA ir vienadi augstumi, atad tie ir vieradi sawa starg; tatad visiemA ir
viemadi laukumi.
Atliek pieradit mingtos faktus.

A. Apzimgjot A laukumu ar L, malas garumu ay bet augstumu dn, iegistam, kalL :%ah un

=%ax+%ay+%az (skat. 5. 1m.); no & seko vajadigais.

B

2 A

5. Zm. 6. 2M.
B. leswtrotie trijstiri ir regulari (skat. 6. Zm.). Tapec
OX+0OY+0Z=0X+0OR+SZ=AS+ZC+SZ=AC, k.b.].

10.5. No n dazAdiem skailiem var izveidotn(nz_l) summascty, kur x2y; n summasx=2x; bez tamqm

veidos vamemt vienu pasu skaitk. Tapec jabit

”(”2'1) +2n227 (%),

no kurienes sekn>6.

Apzimésim uzrakgto skaitu kopu ar K. Pien=6 nevieradiba (*) pastv vieradiba. Tatad katram
skaitlim no 11dz 27 gbat izsakimam vien vieriga veida. No & pakapeniski seko, ka[lK; 2[K;
30K; 400K; 5[0K. Tagad redzam, ka 6 var iz#agan ki 1+5, gan k 2.3 — pretruna.

11.1. a) ja; pieneram, vamemtn=9.
b) ne. Skaitlis, dalot ar 9, dodadu pasSu atlikumu & ta ciparu summa. Ja uzdevammingtais

skaitlis n eksisttu, tad n un n+199 dotu vieAdus atlikumus, dalot ar 9. Tad to St
(n+199)n=199 daitos ar 9 — pretruna.

11.2. Ja, eksist. Piengram, vamemt trinomusé, (x-1)> un x+1)>%

11.3. Sanumugsim katé lapas pus esoSos daudzsus ar skaliem 1; 2; 3. Bs ddas laukumu, pa kuru
~parklajas” daudzgtris ar numuru lapas pirma& pus un daudzsiris ar numury lapas otra pu<,
apZmesim ar Lj; lapas kopjo laukumu apumesim ar L. Skaidrs, ka

(Lutlp+Llg)+(Lp+tls+ly)+(Lg+tly,y+Lhy)=L.
Tapec vismaz viena no iekan nav mazka par%. Piggemsim, ka ir iekaval,;, +L;, +L,; .

Nokrasojot vieradas krasas daudzsirus ar numuriemiy un ji; iz un jo; iz un js (attiedgi lapas

pirmaj un otraji pus), iegistam vajadigo.
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Is atrisinajumi Latvijas 57. matematikas olimpiade

11.4. Izvelamies &du punktu S, ka BSCK ir paralelograms (skat.im.y, A, K, M, S atrodas uz vienas
taisnes.
B B

C C
7. 2m. 8. Zm.

Tad OBAC + OBSC=[0BAC + [BKC =180". Tapec ai JABS+[ACS=180; no & seko, ka
sinOABS =sinJACS.

leverojam, ka L(ABM)=L(ACM) un L(SBM)=L(SCM) (trijstiri ar vieradiem pamatiem un
kopigiem augstumiem).apec L(ABS)=L(ACS).

legastam %AB [BSE;inDABS=%AC[CSE$inDACS, no kurienes seko ABS=ACCS. Bet

BS=KC un CS=KB, no kurienes seko vajayiis.

11.5. Vispirms pieadisim ipasbu: katram nat@amn a, =0 < a,,, =0. Tieam, jaa,=0, tad no dais
vienadibas seko, ka sagjc un tatad ar skaiftaji ir pretgji skaitli; no & sekoan.3=0. Jaa,+3=0, no
dofas vieradibas seko, ka skaiiji un tatad ar saugji ir pretgji skaitli; no & sekoa,=0.

Izmantojot Sapasbu, iedgistam:
jan>1, tadazz0 (jo azz20)
jan>0, tadagn+120 (jo ax220)
jan>0, tadagn+220 (jo a1:20).
Lidz ar to a) dala pieradita.
No dots vieradibas seko, ka
(an+3 - an+2)(an + an+1) = (an - an+1)(a'n+3 + an+2) :
pEc vienkarSosSanas igggtam
an+1an+3 = an an+2 (1)
Nemotn vieta n+1, iedistam
an+2an+4 = an+1an+3 (2)
Sareizinot (1) un (2), iggtam
an+1an+2an+3an+4 = anan+lan+2an+3 (3)
Taka a ,,a,,,a.,; # 0, no Sejienes selay.s=ap.

Tatad virkneir periodiska ar periodu, nelielaku ka 4.
a [,

a,

a +a, +..+ta, =251 +2° +4% +2) = 2501+ 2%)2 = (5(1+ 2"))2, no ki seko vajadigais.

Tapec ay=agz=1; a=ax,=2; ag=a11=4, a, = =2. No Sejienes

12.1. Jax — kogja sakne, tadx”® + a’x+b® = x* +b’x+a®, no kurienes(a® -b?) x = a® - b*. Jaazb,

b)* . 3b?
a’-b® a’+ab+b? a+§ +T
tad Xx=——— = = > 0. Bet skaidrs, ka dotajiem viagtojumiem nav
a“-b a+b atb

pozitivu saku.
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Ja turprat a=b, tad abi vieadojumi ir identiski viens otram. Vi@dojumam x> +a®x+a®> =0 ir
reala sakne tad un tikai tad, ja* -4a® >0 - a’(a-4)> .(0a ka a>0, tad tas ir gagumos, ja
a=b=0 vai a=b>4.

12.2. a) ja; pieneram, di\as pre€jas kuba virsotbs ieraksta ,-1”, bet cis ieraksta ,+1”.

b) né. Piememsim, ka to izdevies izdarTadvisu ierakstto skaitu reizirajums vierads ar prizmas
pamatu reizigjumu reizirgjumu; apec tas ir (-1)(-1)=1. No otras puses, tas ir piecns skalcu
reizinajumu reizirgijums @emot ik otro skaldni);apac tas ir (-1=-1 — pretruna.

12.3.

Ja y) ir sisemas atrisinjums, tad atrisijjumi ir an (-x}y), (X;-y), (-x;-y); tapec mekEsim
atrisimmjumu pie x>0, y>0. Ja Xy) ir sisemas atrisigjums, tad atrisisjums ir ar (y;x); tapec
mekEsim atrisimjumu piex<y.

Saskaitot abus viadojumus, iegstam

XCHyP=2 (1)
Atnemot abus vierdojumus, pc parveidojumiem iegstam
2sin® x— 2sin’ y = y? — x° (2)

No (1) seko, kaD< x< y<+/2 <g. Ta ka Sap apgabal funkcijas f (t) =sin*t un g(t) =t* abas

ir augo3as, tadsin® x<sin’y un y? > x*; tapec no (2) seko, ka=y. No (1) iedgistam x=y=1.
Parbaude paada, ka tas tiefn ir sisEmas atrisigjums.
Tatad sistmai ir 4 atrisiajumi (x;y): (1;1), (1;-1), (-1;1), (-1;-1).

12.4.

W1

No ievilktu lenku un krustleku ipagbam
OCAD=LCBD=LEBF=1EAF (@H)]
No ievilktu ¢etrstiru un ievilktu leku ipagbam
OACD=18C-UABD=LOABF=0AEF (2
No (1) un (2) seko, KAACD~AAEF.
No OACB=0ADB un JOAEB=LAFB seko, kaAACE~AADF. Tapec AC:AM=AD:AN (malas un
medianas attiethas 1dzigos trijstiros, titad
AC:AD=AM:AN (3)
Bez tam OCAM=[DAN (lepki starp atbilstoSam makm un medinam [idzigos trijstiros).
Atnemot no £s vieradibas abm pugm [IDAM, iegiastam
OCAD=0MAN (4)
No (3) un (4) sekdaCAD~AMAN, k.b.].
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12.5. Atbilde: a) ja, b) ne.
Risinajums. Apskatim vispirms gagumu ar gaigu daudzumu da. Pimemsim, ka & ddas ir A,
Az ..., Ay un dda A nesatur nevienu skt x; daudzl@rtni, i=1; 2; ..., n. Skaitlis
X =X, X, X, [I.Lx, pieder vienai noith ddam; piepemsim, kaxUA,. Tad no vieadibas

X=X XXy X X g X, )

seko pretruna ar p{mumul.
Tagad paadisim, ka bezgajja ddu daudzuma gapima uzdevum mincta situacija ir iesgEjama.
Kopa A; ieskaitsim vieninieku un visus pirmskéiss. Katrami, i>2, ko@ A; ieskaitsim tos
skaiflus, kas dals ar tieSi dazadiem pirmskaiiem.
Katram natuilami dda A nesatur nevienu daudukni skaitlim p, Cp, U..Cp, [p,,,, kur pa, p2,
pi, Pi+1 - dazdi pirmskaiti (izmantojam aritratikas pamatte@mu).
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