Is atrisinajumi L atvijas 58. matematikas olimpiade

9.1. Piempemsim predjo. Ta ka XY —1+¥ un X—+y:1+5, tad x dais ar y un y dak ar x; fipec x = .

X X y y
Bet tad MKD(X,y) = MKD(X,X) = X£ X + .

9.2. No dot sekoab? +a=c+1 un 2ab=c+1, tatad ab? +a= 2ab un ab-1)* =0. Tapec b = 1. Tagad no

vienadibas ab= %1 sekoa =l2b .

9.3. Apskatsim r.l. ievilktu regudru 12-stiri: AjA...A;p. Katra no trijstiriem AjAsAg, A2AsA10,
AzA7A11, A4AgA1, Ir vismaz divas baltas virsotneatad pavisam balto virspt ir vismaz astgas.
Tas sadals pa tts kvadatiem AjAzA7A 10, A2A5A8A 11, AsAsAA L. Ja katk kvadiata bitu augsikais
divas baltas virsotnes, tad ko nelitu vaiak par 6 — pretruna.

9.4. Apzimésim ar M un N malu AB un BC viduspunktus. Tad B

XM =%AB, YN=%BC (mediana pret hipotefizu) un

MN =%AC (vidusiinija). Tapec
X

XY £ XM +MN + NY S%AB +%CA +%BC:%(AB +BC+CA),
k.b.j.

9.5. Apzimésim lodSu daudzumu kagg attie@gi ar b,s,m. No nosgama par sarkano kasti seko, ka5
(pat seSwismazako numuru vidjais aritnetiskais ir (L1+2+3+4+5+6):6 :3% >3, un, pievienojot

lielakus numurus, tas augs). Skaidrs, kapeagieradibas
b+s+m=27
150+ F+18m=1+2+...+27=378
No Sejienes(5b + F+18m) — 3(b +s+m) =378-3[27=297, tapec 12b+15m =297 un4b+5m=99.
TieSas prbaudes da parliecinasimies, ka (b;m) var i (21;3), (16;7), (11;11), (6;15), (1;19);
atbilstods s \értibas ir attietgi 3;4;5;6;7, B ka s<5, divas gdejas iesgjas atkrt. Pieadisim, ka tis
pirmas tiedm pasiv:

baltap kast 5;6;...; 25 7;8;...;14; 16; 17; ...; 23 1Q;1.; 20
sarkangj kast 2:3:4 1:2:4:5 12345
melnah kast 1; 26; 27 3; 6; 15; 24; 25; 26; 27 6;7;8;9; 2%;27

10.1. No VA — VG nevieradibas 1+ab=>2vab; lidzigi 1+ac=2v/ac un 1+bc=2/bc. Sareizinot %
nevieradibas, iegstam vajadigo.

10.2. Apzimgjam 3 Edgjo ciparu veidoto skaitli ar y, betep nosvtroSanas palikuso skaitli ar a. Tad
0<y<1000un a® =100t +y. Tapec
1) a® =100, a* =1000 un a=32,
2) a® <100 +1000 un ga* ~1000<1000.
Pie a=32 Sis nevieadibas kreig puse ir poziva un augoSa argumenta a funkcija; vieglbaudt, ka
jau 33(332 —100@=33[89>1000, tatad a<33. Tatad 32<a<33; ta ka a — natudls skaitlis, tadvaretu
biit vierigi a=32. Parbaude @ nepiecieSama) pada, kaa=32 der, jo32° =32768.
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10.3. a) skaidrs, ka skaitli 1 pragja veida izteikt nevar, jo izteiksmesektiba nav maaka par 3.
b)pemotx =k, y=1, z=1, iedistam[x,y] +[y,z] +[z.x] =k +1+k =2k +1, kON.
Tatad var izteikt visus nepa skaitus, kas liedki par 1.
o) jan=[xy|+[y.z]+[zx], tad[2x2y] +[2y.22] + [222x] = 2x.y] + [y. 2] + [z, x])= 2n.
Tatad, ja var izteikt skaitli n, tad var izteiktiakaitli 2n. No Sejienes un no b) seko: var izteikus
para skaitus, kas nav divnieka pages.
d) pieiadisim, ka divnieka paidpes 2, k0N, ta izsaGt nevar. Tas ir amredzami piek =1 (skat. a)
punktu). Pi@aemsim, ka k=2, un no pretja piepemsim, ka
2" =[2a X, ,2" E/l]+[2b Oy, ,2° Ql]+[2° [E, ,2° D(l], kur azb>c, x,,y,,z, - nefra skaiti. Skaidrs, ka
k>a un k>b. Tad 2 =2%[x,,y,]+ 2°[y,.z,] + 2[z,.x,] un 2*° =2*°[x,,y,]+[y,.2,] + 2*°[z,.x,]. Ta
ir pretruna, jo kreisajvienadibas pus ir para skaitlis, bet labaj— nefra.

10.4. Ta ka OAYC =UAXC, tad A, Y, X, C ir uz vienasnka
[inijas. Tapec OYAX =0YCX un OXAC =0OXYC;
OCYN =0YCX un OAXM =0OYAX (iekZjie
Skerslenki). Tapec ONYX =0, +0, un af
ONMX =0, +0, (AAMX  argjais lepkis). No
ONYX =0ONMX seko vajadigais.

10.5. Ir pavisam 2 =4096 profesoru kopas;a$ var apvienot pa 2048agmem (A, A) (kopa un is
papildirajums). Ta ki 2048-1>2008, tad eksist tada profesoru kopa S, ka ne S, 8enav tuksa

kopa un ne S, revél nav padome.
Pienemsim, ka S nevar kalpot par jaundisimo padomi. Tad S nav kaga locelka ar kidu jau esosSu

padomi P. Tads satur padomi Pa&apakskopu,atad S ir kopigs loceklis ar katru jau eso$u padomi;
tatad par jauno padomi var kalpst

11.1. 6 Ka redzams ungjuma, pietiek ar 6 gjieniem. Ar 5
3 gajieniem tas nav izdams, jo @c 5. gjiena zirdzhS

5 bus uz balta laugla; ar <4 gajieniem nepietiek, jo
> 4 tajos kop zirdzipS his parvietojies pa labi un uz augsu
par <4[(3=12 vieribam, bet kogjam parvietojumam
1 jabut vismaz7+7=14.

11.2. ApzZimgjam a, =‘...|||x ~1-10-10°|~...=10"*|=10". Tad @, =F10*. NO 8,0, =[ayeq ~10°
seko, Ka |a,n =F107®+10°7. Ta ka -10°®+10°7<0, tad [|a,=10""+10"" un
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Qypps = F QO +10%) . Lidzgi turpinot (pretzs pieadijums ar indukciju), iegstam, ka
[x-1=10" +10% +...+10°*, no kurienesx, =11..1 un x, =-11..109.

2009 2007

11.3. Kvadrats nebeidzas ar ,2”,atad n® beidzas ar ,1". Ja priek8ggjais cipars btu 1, tad
n?=.11=.00+11 dotu atlikumu 3, dalot ar 4;at nevar ht, jo (2k)*=4k*> un

(2k +1)2=4E(k2+k)+1. Tapec priekSgdgjais cipars ir 2. Jan®=11..121, tad n®dals ar 11

nepskaits

saskaa ar daimibas pammi. Ja n®*=11..121, tad n?, dalot ar 11, dodatlu paSu atlikumu &

paaskaits

1-2+(1-1+1-1+..+1-1), t.i., atlikumu 10. Bet tas nevaitb
(1k)* =122 atl. 0
1k F1f =12k*F2%+1 atl. 1
1k F2) =12K*>F 44k +4 atl. 4
1k F3f =12k>F66k+9 atl. 9
(1k F4)° =12k*F88 +16 atl. 5
(1k ¥5)° =12k? F11k + 25 atl. 3

11.4. Novelkam ¥l perpendikulus CE un MF. Tad M ir taisnka trapeces DBECasu malas DC
viduspunkts, atad atrodas uz vidusiijas; apéc EF=FB. &tad AEMB ir vienadsanu (augstums
sakiit ar medinu), Gtad ME=MB. Atliek ie\&rot, ka ,simetrijas pc” ME=MA.

11.5. Pipemsim, ka i4 krasa sastopamax, rindipas un y, kolonras. Tad x, 0, 210. Tapgc
X; TY; 22 XiYi 22@22[3")6’ tatad X; Ty, 27. TﬁpéC (Xl +y1)+(X2 +y2)+'"+(X10 +y10)270'

Ja katra rinda un katra kolonna satwrne vaigk par 3 kiasam, tad Witu ne vaigk ka
3C{10+10)=60 ,gadijumu”, kad kida kiasa sastopamaabla rinda vai kolonrs — pretruna.

12.1. Pigemsim, kaadi skaifi eksist.
leverosim, kaiz— 1+£ :—b+C:—_—a:i, tatad a® =bc. Tatad bc>0, tatad b un c ir vai nu
a b ¢ bc bc bc
abi pozitvi, vai abi negavi. Tas pats attiecas uz a un atad a, b, c vai nu visi pon, vai visi

negalvi. Bet tad nevariit a+b+c=0 - pretruna.

12.2. Visu 4 krustpunktu koordites (x,y) apmierinagan nosagiumu x =y +y+b, gan y=x>+x +a,
tatad af nosagumu  x+y=(x> +y?)+(x +y)+(a+b) jeb x> +y> =—(a+b). Tatad visi 4 punkti
atrodas affuma /- (a+b) no koordirtu stkumpunkta, kasatad ir mekétas ripka linijas centrs.

12.3. Risinam vieradojumu x? + (x +1)° =(x +a)*, a>2, alN.
Tas prveidojas parx’ +(2- 2a)x +(1-a?)=0, no kurienesx =a-1+./2da-1) > 2@a-1).
Ta ka jabiit x <200, tad 2<a<101; bez tam 29a-1) jabat vesela skaia kvadatam. Sirojam

divus gadiumus:
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1) a — nefra skaitlis. Tad skdiem a un 2a-1) nav kopgu pirmreiziritaju (jo a un a-1
nekad nav kopgu pirmreizimtaju); tapec tiem abiemgbut kvadiatiem. Ka kandiditi der tikai a=9;
25; 49; 81. Rrbaude #da, ka der tikaa=9; tadx=20 uny=29.

2) a — pra skaitlis. Tad skdiem 2a un a-1 nav kopgu pirmreiziritaju; tapec gan 2a,
gan a-1 jabat kvadiatam. Ka kandiditi der tikai a=2; 8; 18; 32; 50; 72; 98arBaude #da, ka der
tikai a=2 un a=50. legistamx=3; y=4 unx=119; y=1609.

12.4.

Punkti O un H atrodadABC iekSpus, jo tas ir Saurlgku. Ja N ir AB viduspunkts, taON O AB .
Saskaa ar doto AEzéAB =AN. No ievilkta un centra l&a ipagbam CONOA =0UBCA, tapec
ONAO =90° - OBCA; af OEAH =90° - OBCA, tatad OONAO =JEAH. Tapéc AAON =AAHE (Iml).

Tatad AO=AH un AOAH ir vienadsanu; @atad OAOH =JAHO . No & un no ONOA =0OEHA seko
OPON=OQHE. Tapéc AOPN=AHQE (Iml); tapéc af OP=HQ, k.b.].

12.5. Ja, Andris to var pa#&kt. Vispirms pa&disim ka Andris var paakt, lai figaripa parbiditos par

atalumu % pa labi, 8kot ar gakotrgjo poZciju. Vispirms Andris nosauc skaith;}—z. Ja Maija Ida
2 2
figarinu pa labi, markis sasniegts. Ja Maijada figirinu pa kreisi, Andris nosauc skaitJZ%—l. Ja

Maija bida figarinu pa labi, narkis sasniegts, j(ﬁ—z—tj +% =2—%2. Ja Maija Ida figirinu pa kreisi,

Andris nosauc skaitli=, utt. Ja Maija n reizesidfjusi figiripu pa kreisi(n<11), bet (h+1)-a

10 ?

.1

2
. . o . 1 1 1 1 _ 1

reize bida to pa labi, tad ka@pa parbide pa labi ir BTl M el A el Rrenir Ja

Andris sasniedz So &ki vairak nekd 2008(2* reizes, figirina parbidijusies par affumu vaiak
neka 2008 pa labi.
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