Is atrisinajumi L atvijas 61. matematikas olimpiade

9.1. Apskatim vieradojumu, kuranmb=2011, t.i.,x* + ax+2011=0. Pec Vjeta teoémas, jax; unx; ir &
vienadojuma saknes, tag x, =2011un x, +X, =—a. Ta ka 2011 ir pirmskaitlis, jag unx ir veseli
skaifli, tad vai nux; unx, ir 1 un 2011 @tada=-2012), vaix; unx; ir -1 un -2011 @tada=2012). &
ka —2011< a< 2011, apskatmajam vieadojumam nav veselu salk ne pie Kdam pidaujamagm a
veértibam. Tapec nav iespjams, kavisiem dotajiem vieadojumiem saknes ir veseli skait

9.2. Piepemsim, kadC=9(C°, AC>BC (skat. 1.#m.). OCDA=9( (ievilkts lenkis, B
kas balsts uz diametru), atad CD ir AABC augstums un D
AABC[AACDIACBD. ApzZmesim AC=h, BC=a, AB=c, CD=h,
a® +b” =c”. Nevar lnt, ka BD=BC (tadACBD bitu vieradsinu ar taisnu

lenki pie pamata — nav iesjams) fipec AD=BC=a. NOAABC[AACD seko ¢ . A
AB BC AB _AC _c._b Q)
AC CD BC CD a )

1. 2m.
No AACDICACBD seko CD_ % h_a = h® = a(c-a). levietojot 30
BD CD <c-a h

Je? -a? \/(c a)(c+a) _
Jyac-a) a(c-a)

iegistam k =+vk +1= k* =k +1. legita vienadojuma saknes irliT\/g. Ta ka k>0, tad meldta

C =1+\/§

attiedba ir — =
2

sakarbu un vieadiba (1), iegistam €= \/ +1. ApzZimgjot 5— k,
a a

o)

9.3. Mekleto 81 skaitli varam atrast, piemnam, sekojos veida konstrigjot 9 grupas par 9 sk@igm katéa

grupa.
1.grupa | 2.grupa | ... | i-ta grupa .. | 9.grupa
111 212 i1 919
122 223 i2(i +1), jai<9, vaii2(i +1-9), jai>9 921
133 234 i3(+2), jai<8, vaii3(i+2-9), jai>8| |932
199 291 190 -1, jai>1, vai 199, ja=1 998

Viegli parbaudt, ka mirgetie skaiti apmierina uzdevuma nosaenus.

9.4. Cetrus atsvarus A, B, C, D parfem var sadal tris daidos veidos: AB un CD, AC un BD, AD un
BC. Tatad pavisam tika veiktasi¢rs\ersSanas.
Pienemsim, ka atsvaru masasaty>z>t. Tad divu s@rSanu rezuliti vienmer ir noteikti
viennoZmigi: x+y>z+t unx+z>y+t. TreSaj s\erSara ir iesgejami abi rezuliti.
1) Jax+t>y+z, tad atsvars ar maswienmner ir bijis uz smagka kausa, apec ir vissmagkais, bet
nevar noteikt visviegko atsvaru (visi @rgji ir 1 reizi bijusi uz smagka kausa un 2 reizes uz
vieglaka).
2) Jax+t<y+z, tad atsvars ar maswienmner ir bijis uz vieghka kausa, apec ir visviegkkais atsvars,
bet nevar noteikt vissmakp atsvaru (visi €ji ir 1 reizi bijusi uz viegika kausa un 2 reizes uz
smagka).
Tatad, saskaitot cik reizes katrs atsvars ir bijivieglaka kausa un cik reizes — uz smkag, var
atrast vai nu vissmago, vai visviegiko atsvaru — to kur$ visagdmeizes bijis uz smaka /
vieglaka kausa. T& abus divus atsvarus - gan smlayg gan viedgiko — vienlai@gi noteikt nevar.
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9.5. Pienemsim, ka s@étaji ap galdu pulksteraditaja virziera stZ segba A, B, C. Saskaisim cik kartas
katrs spléetajs ir ieguvis 3 punktus. Sietajam A So krtu skaitu apumésim ara, sgElétajam B — ar
b, sgletajam C — arc. Tad kogjais sglétaja A kopsumma iegato punktu skaits ir3a—2c-b,
spelétaja B punktu skaits iBo —2a—c, bet splétaja C punktu skaits iBc—2b—a. Pimemsim, ka
sielés beigis sgletajs A kopsumma ieguva 0O punktus (citos ggwuimos spriedumiitizigi). Tatad
3a-2c-b=0 jeb b=3a-2c. Tad spletaja B ieditu punktu kopsumma ir
3(Ba-2c)-2a-c=7(a—-c), bet spletaja C iedito punktu kopsumma i7(c—a .)Tatad [@rgjo
sielétaju iegiato punktu kopsumma ded ar 7, 3péc nevienam sfctajam nevar bt 48 punkti.
Speletaja B punktu summa varib49, ja, pierdram, A ir uzvagjis 7 kartas, B ir uzvagjis 21 lkarta,
bet C nav uzvafis neviera karta.

10.1. Aplakosim funkcijasf (x) = H|x - a| - z# —a‘ , kura — reals, pozitvs skaitlis, grafiku (skat. 2im.).

2. 2m.

Viegli ieverot, ka, lai atrisiatu doto vieadojumu, nepiecieSams atrast divadd funkciju (pie
a=2011 una=1201) grafiku krustpunktus (skat. 3oz).

2011 -1201 |0 1201011 3603 6033
3. Zm.

Siem grafikiem ietri krustpunkti, kas adot vieradojuma atrisigjumi:

: —2011+2 (1209 _ ) c06 %, =%2011= 1606,
X3 — 20%3603= 2807' X4 = %GO&BZ 4818-

10.2. Trijstart NBC taisne BX ir gan bisektrise, gan augstumst(ska
4. Zm.). Tapec NB = BC un NX = XC. K
Trijstart NMC taisne MX ir gan medna, gan augstums.
Tapeéc NM = MC.

ANBC ~ ANOA, tapéc OA = ON; ANMC ~ ANOK, tadg]
OK =ON.
AO =0OK =ON, k.b.j.

10.3. a) Atbilde: nevar.
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Katra rinda un katé kolonra jabut vismaz vienai aizkisotai ntipai (ja &das rindas
vai kolonnas neiitu, tad no s vagtu izgriezt figiru 1x5 ftinas). T ka ir tieSi seSas
aizkrasotas #itinas, tad kafr rinda un katé kolonra ir tieSi viena aizkisota fitina.
Aplikosim to kolonnu, kur aizkrso& ritina atrodas pirmajrinda. Saji kolonra
vieniga aizkr@asof ratina atrodas pirmajrinda, lidz ar to 2.-6.rindasitinas veido 5. zm.
neaizkasotu ftinu taisnsiiri ar izmeru 1x5 aGtinas.

b) Atbilde: var, skat., piem., 51m.

10.4. Ja f(x)=a,x" +...+ ax+a, ir polinoms, tad f(x)- f(y)=a,(x" - y") +...+a(x-y)i(x-y). Ta
ka f(2013)- f(11)=-900 nedaiis ar 2011-11= 2000, polinoms nevar pigemt $idas rtibas.

10.5. Ta ka vajag izveidot divus trijsirus bez kofgam virsotrem, tad s vajadzgi
vismaz seSi punkti. 6.i1m. pagadits piengrs ar 6 punktiem, no kuriem neva
izveidot divus platleka trijstirus bez kopgam virsotrem. Punkts O ir rika
E
ABcD
6. 2m.

Iinijas centrs un punkti A, B, C, D, E atrodas ukai linijas, pie tanzAOE ir

Saurs. & ka ir tikai seSi punkti unajzveido divi trijstiri, tad katram punktanmilpit kada trijstira
virsotnei. Bet jebkur$ no trijgtiem, kura viena virsotne ir O, ir Saugla. Tatadn>7.
Pieladisim, ka ar sepgiem punktiem vienrgr pietiek.
Lemma 1. Ja izliektscetrstiris nav taisnsiris, tad kidas tfis no & virsotrem veido platleia
trijstari.
Pieadijums. Izliekta ¢etrstira iekEjo lenku summa ir 360°,atad, ja ne visia lenki ir 90°, tad
kads no lakiem his lielaks par 90° —B®virsotne un divasas blakus virsotnes veido plailea
trijstari.

Lemma 2. Ja dots trijstris ABC un punkts DatiekSpus, tad vismaz A
divi no trijstzriem ABD, BCD, CAD ir platlgka. 5
Pieadijums. Aplikosim lenkus ADB, BDC, CDA (skat. 7.1m.). So
B
c 7. ZAm.

lenku summa ir 360° un katrs no tiem ir rakg nek 180°, itad vismaz
divi no Siem lekiem ir lielaki par 90°.
Apskatsim divus gagumus, k dotie 7 punkti var it izvietoti.
1) Tie veido izliektu sepistiri, skat. 8. .

Izliekta septistira iekEjie lepki ir mazaki par 180° un to summa ir

18C¢° [ (7 - 2). Pimmemsim, ka Sauro vai taisnaplgu skaits ir vismaz 4, tad So

cetru lepku summa negpysniedz 360° un 3€jo tris lepku summa ir maaka B
par 3180°, titad visu septiu lepku summa ir maaka par £180° - pretruna. g c

Tatad Sauro vai taisno ie§® lenku skaits nav lieglkks par 3.

Apltkosim virsohu parus (A, D), (D, G), (G, C), (C, F), (F, B), (B, E), D g sm.
(E, A). Ta ka no legkiem ar virsoté@m punktos A, B, C, D, E, F, G ne valir
ka tris lepki nav plati un katrs no t&iem paros pafidas tieSi divas reizes,
tad kada no mEriem ks divi plati lexki. Sie divi punkti kog ar blakus virsottm veido divus
platlenka trijstirus bez kofgiem punktiem.

2) Dotie septiii punkti neveido izliektu sepistiri.
Tatad varam izeleties cetrus punktus un apmnét tos &, ka A, B, C veido trijgtri un D atrodasat
iekSpus; pargjos punktus apgmeésim ar E, F, G. No Lemmas 2 seko, ka vismaz divirijstiriem
ABD, BCD, CAD ir platlemka; varam pigemt, ka tie irAABD un ABCD. Ja punkti E, F, G, C
neveido taisngti, tad no tiem var izveidot platiga trijstiri (saskaa ar Lemnam 1 un 2), un A, B,
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D veido otru platleka trijstari. Ja E, F, G, C veido taisast, tad E, F, G, A neveido taismst
(citadi A un C atrastos vienpunk&), un no tiem var izveidot platiga trijstiri, otru platleka
trijstari veido punkti B, C, D.

11.1. Apskatsim vektorus ar koorditem (a;b;c) un (m;n; p). Tad no dot@m sakaibam seko, ka So
vektoru garums ir 1. Savak izteiksmeam+ bn+cp izsaka So vektoru skab reizirgjumu. Ta ka

O O
Xy =[x/ Y] mo{x, yj un —-1< co{i, yj <1,tad-1< X[y =am+bn+cp< 1 k.b.j.

11.2. Uz malas AD var atrasidu iek&ju punktu E, ka AE=AB un A B
ED=CD (skat. 9.um.).
DBEC:180°—(1800 —ZDEAB+18O° —ZDEDCj: E

_ OEAB+OEDC

=90°, tatad trijstirim BEC apvilkas rinka

linijas centrs atrodas hipotezas BC viduspunkt F un
EF=BF=CF. Apiikosim trijstirus ABF un AEF. AF kofga
mala, AB=AE un BF=EF,apéc AABF=AAEF (mmn), un AF
ir OBAD bisektrise. hdzgi pierada, ka DF ir OADC
bisektrise. &tad F ir So bisektriSu krustpunkts, k.b.j.

11.3. Atbilde: p = 3.
Parbaudim, ka p= 2 neder, betp= 3der. Jap> 3 &kirosim gadjumus: 1) p=3k+ 1lun 2)
p=3k+2.

1) Jap=3k+ 1tad p" katramn dod atlikumu 1, dalot ar 3jtad p” ° +2 dahs ar 3.

2) Ja p>3 tad p ir nemra skaitis un p*- 5 ir para skaitlis. Tad
p2™ = (3k +2)2" = (9k2 +6k +3+1)m = (3t +1)" dod atlikumu 1, dalot ar 3.afad arf $aji gadjuma
p”° +2 dahs ar 3.

Ta ka ppz‘5 +2>3 un daks ar 3, tas nav pirmskaitlis.

11.4. Katru punktu nosati sadaisim divas ddas: taj, kas atrodas lokaakuma un taj, kas atrodas loka
beigas. Pimemsim, ka uz katra loka uzrakats skaitlis ir & sskuma un beiggpuspunktisumma. Ar
Zs apAZmesim zda sakumapuspunktavertibu, ar z, — zda beigu puspunktavertibu, ars; — sarkaa
sakuma puspunktavertibu un ars, — sarkad beigu puspunktavertibu. ledgistam vieadojumu

sisemu:
z,+s =1
z,+z, =2
s, +s,=3"
s;tz, =4

kuras atrisiajums irz=0, z,=2, 5=2, ,=1.

Katrs punkts ir viena lokaakums un viena loka beigasitad mekéjamap sumna katra punkta
vertiba tiek ieskaitta tieSi vienu reizi. idz ar to visu uz lokiem uzrakgi skaitu summa ir
707(s, +s,) +1304z, + 7)) = 707[B+1304[2 = 4729.
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11.5.

No visiem trijstiriem ar virsot@m dotajos punktos i2lamies trijstiri ABC ar visliebko laukumu
(vai vienu no 8diem trijstiriem. ja to ir vaiak). Caur katru trijgira ABC virsotni novilksim taisni,
kas ir paralla trijstira pretjai malai. Ss taisnes krustojas
punktos K, L, M (skat. 10.1m.).

Aplikosim taisni KL Ta dala plakni dids pusplakas.
Pieadisim, ka visi dotie punkti atrodas aapusplake, kura
atrodas trijgiris ABC. Tie&m, ja kads no dotajiem punktiem
P atrastos préja pu<, tad trijstira ABP laukums Iatu lielaks
par trijstira ABC laukumu (Siem trijgtriem ir vieradi pamati,
bet trijstira ABP augstums ir ligks par trijsira ABC
augstumu). idzgi, aphbikojot taisnes ML un MK, s
secirim, ka visi dotie punkti pieder trigtim MKL. Ta ka S, =4[8,,. < 4m*, tad praitais

apgalvojums piedits.

1C. zZim.

12.1. Atverot iekavas un savelkatligos locekus nevieadiba

(53-2f + <2 +[3-1f »o.
iegistam 23/9 + 28/4 + 43/2 - 2%/6 - 2%12-4>0,
no kurienes savulkt sekoi/§+‘°x’/2—2>i/§+‘°x’/l_2—2‘°x’/§.

12.2.

AAPX =AMPR, jo AX|[RM un AP=PM (skat.

11. Zm.). Tads] AX =RM. Savulirt RM ir AXBC
vidusiinija, apec XC = 2RM.

legustam, ka2AX = XCjeb 2AX = XY + YC (1).

Lidzgi iegastam, ka2YC = AX + XY (2).

No (1) ahemot (2), iegstam AX = YC. levietojot to (1),
iegistam 2AX =XY +AX jeb AX =XY, fatad
AX =XY =YC, k.bj.

12.3.

Piepemsim pretjo, ka &di skaifi m un n eksise. m*=(2nf"-1= ((Zn)n —1)((2n)n +1). Ta ka
(2n)" -1 un (2n)" +1 ir savstarpji pirmskaiti, tad

(2n)' -1=2a%, (2n)" +1=1b°.
legistam pretrunu2 =b° - a° = (b - a)(p? + ab+a?), jo b* +ab+a? > 2.

12.4.

Piepemsim, ka kdam x g(x) >x. Tad g(g(x)) >g &), jo funkcija ir stingri augoSa un
a(g(x)) + g(x) > x+ x = 2x — pretruna.

Gadjuma, ja g(x) <x, tad g(g(x)) <g &), jo funkcija augoSa, umg(g(x)) + g(x) < X+ x=2x —
pretruna.

Atliek vienigi gadjums, kadg(x) = x. Parbaude liecina, ka Sis atrigijnms der.
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12.5. Ar indukciju pieadisim visgrigaku apgalvojumu.
Virkni, kas sasgiv no cipariem ¢ ¢, ..., G Sauc par univei@u, ja no #s, izsvtrojot daZzus ciparus,
var iegit jebkuru virkni, ku@ katrs no cipariem ¢ ¢, ..., & ir tieSi vienu reizi. Tad univeias

virknes garums nevarib maziks par K(k +1) :
N _ k(k+1) _ o :
Indukcijas laze Jak=1, tadT =1 un netuks virkng ir vismaz 1 simbols.

Tagad piaemsim, ka apgalvojums ir pigfits k cipariem un pieadisim tok+1 ciparam. Pigemsim,
ka ir universila virkne garumda S. Pec Dirihlé principa vismaz viens no cipariemnav starp
pirmajiemk universilas virknes cipariem. 1zgtrosim visus ciparus un visus ciparus, kas ir pirms
pirma ciparac. Atlikusas virknes garumsiis ne vaiik ka S—k —1, jo tika izs\trots vismaz viens
un vismaz cipari pirms pirm c.

Atlikust virkne ir universila, jo, ja virkni caa,...a varja iedgit no sikotngjas virknes, tad is
virknes dda aja,...a¢ atradis fec pirma c, un &pec neviens noas cipariem netika izgtrots. Tapec

pec indukiva piegémumas—k—lzw = Szwﬂk +1) :wgﬁz).

2
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