Is atrisinajumi L atvijas 62. matematikas olimpiade

9.1. a) No pieciem pc kartasnpemtiem natuiliem skaitiem viens dals ar 5. htad ar to reizirgjums
daks ar 5, bet 20112012 ar 5 nextal
b) No cetriem [gc kartaspemtiem natutliem skaitiem ir divi para skaiti, no kuriem viens dask ar 4.
Tatad to reiziajums dads ar 8, bet 20112012 ar 8 nexal

9.2. Piepemsim, ka &du trijstiri iesgejams izveidot. Pigemsim, ka Strijstara laukums irS tad & malu

.. 28 2S 2S . _ et o
garumi ir—, — un — . Divu 1sako malu garumu summaihjat lielakai par tre8s malas garumu.
Bet 25 +§ = £28 = ﬁ28 < E28 _2S . pretruna.ditad &idu trijstiri izveidot nav iesgjams.
7 10 7C 14C 14C 4

9.3. Atbilde: g, =0.
Pec Vjeta teoémas g, =ab, g, =bc, g, =ac. Tatad ab<bc <ac< 0. Ja neviens no skdgm a, b,
¢ nav nulle, tad divi no tiem ir vai nu abi paxit vai abi negavi, tapec to reizirgjums ir lielaks neka
nulle. Tatad vismaz viens no skhém a, b, cir 0. Tad g, =ac= Q tatad a vai c ir 0. Jac=0, tad
g, =bc=0. Jaa=0, c#0, tadq, =ab =0 un no nevieadibas0< g, < 0 seko, kag, =0.

A
9.4. Atradisim AE un BC krustpunktuD un piememsim, kazADB=0<90°.
F
Novilksim perpendikulu8F un CG pretAD (skat. 1. mm.). b
Pielietojot Pitagora te@mu taisnl@ka trijstiros ABF, BEF, ACG un B VC
ECG, iegistam: L G
.am

AB? —-BE? = (AF? +BF?)-(BF?+EF?) = AF*-EF? =
= (AF - EF)(AF + EF) = AE(AF + EF)

AC? - EC? = (AG? +CG?) - (EG? +CG?) = AG* - EG* =
= (AG - EG)(AG + EG) = AE(AG + EG)

Pec dofi AB? —BE® = AC*—EC? jeb AF + EF = AG + EG . Pieskaitot afm pugm AE, iegistam
AE + AF + EF = AE + AG + EG jeb 2AF = 2AG . Tatad punktiF un G sakit ar ADIBC.

9.5. Izkrasosim doto figru Saha galdia veidi, skat. 2. .

a
ala b|b
d b
d|d c
dlc|c
2. 2m. 3.1m.

Katra izgriezara figaripa aizem tieSi divas baltas un divas melnasinas. Ta ka ir devinas baltas
ratinas, tad var izgriezt ne vak ka cetras figirinas. To, ka&etras fidirinas var izgriezt, skat., piem.,
3. 2m. (vienas figrinas Gtinas apamétas ar vieadiem burtiem).

10.1. Atbilde: a= 3.
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Is atrisinajumi L atvijas 62. matematikas olimpiade
Kapinot pirmo vieadojumu kvadita un ahemot otro, iegst 2xy=4-a jeb xy= 2—%. Tad
Xy’ = (x+y)(¢ -y +x’) =2a-2+7) =3a-4=a+2 jeba=3.

levietojot dotaj sisema a=3, un atrisinot to, iegstam atrisipjumus x =1+ \E , y=1% \/% .

10.2. Aprekinasim Sasc, (skat. 4. m.).

Sapc, = Sasc ~Sasc ~ Sasc, ~ Sape,- AABIC augstums  pret
1
malu AC ir ?% no AABC augstuma pret maluBC.

6 _ 6 e _
AC= 2 BC. Tatad  Sppc = T Shsc - Lidzgi an
6 _ 31
SABlcl = SAllaol = E SABC . Tatad SA181C1 = E SABC :

Lidzgi var apekinat S,z = Spc ~Sasc = Sasc, ~ Sasc,

AAB,C augstums pret mal&,C ir % no AABC augstuma pret

malu BC. A,C :gBC. Tatad S,z :i_gSABC' Lidzgi, af
10 _ 19

SABZC2 = SAZBCZ = 4_9 Spec - Tatad SA25202 = 4_9 Spec un C

S +S = @SABC > Spec -

ABC AB,C, 49

10.3. JaN =666..6, tad
\_Y_J

n"e"

N? =66..666..6=66011..101..1=40011..101..1=44..4[99..9=
= === —— = —— 0 D =

n"e" n"e" n"1" n"1" n"1" n"1" n"4" n"g"
=44..400100..0-1) =44..400..0-44..4 = 44 .. 4H5..56.

10.4. Aplukosim piecsiri AAAAA.. leverosim, ka kauli var tikt parvietoti tikai pa ciklu
AAAAAA , nemainot sabu. Tatad kaulhi B un C nevar samadities vieam.

10.5. Pimemsim, ka laukums ir izksots Saha galgla veidi. Jebkuram &li krasotam kvaditam pienit
centéla simetrija. le¥rosim, ka, Saha zirdgu novietojot uz vienas ksas laugia, tas apdraud prgas
krasas lauaius.

a) Uzvar otrais sglétajs. Neatkaigi no #, kads ir pirna sgElétaja pirmais gjiens, otrais sgléetajs var
izdaiit gajienu, kas simetrisks attigsa pret laukuma centru — Sis lagsiir tada pa$ krasa, ka laucipS,
uz kura tikko uzlikts Saha zird®, itad tikko izdaftais gijiens neapdraud So lawci. Lidz ar to, ja
pirmais splétajs vags izdart gajienu, tad ar otrajam splétajam kis iesgjams izdait simetrisko

gajienu.

b) Uzvar pirmais sglétajs. Pirmaj gajiena zirdzinS janovieto laukuma cerity un [gc tam aspele
simetriski ota spElétaja gajieniem ka apraksits a) punki.
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Is atrisinajumi L atvijas 62. matematikas olimpiade

11.1. Izvelesimiesa = 4k*. Tad n* + 4k* = (n2 - 2nk + 2k2)(n2 +2nk + 2k2) ir salikts skaitlis. T ka par
k var iz\elcties jebkuru natatu skaitli, tad ir bezgadi daudz atbilstoSa vértibu.

11.2. Nezaudjot visparigumu, varam pigemt, ka tabul pa reizei ierak®i skaifi no 1 dz 9.

1) Pieadisim, ka iek@soto ftinu skaits nefrsniedz 7. Nekad nevarub iekrasota fitina, kuf
ierakstts 1 (jo katd no virzieniem Kda ratina bas ieraksits lielaks skaitlis). Ja nav ieksota fitina ar
2, tad jau divasittinas ir neiekisotas un kogais iekiasoto ftinu skaits nefirsniedz 7. Jaitina ar 2 ir
iekrasota, tad tas ies@ams tikai tad, ja 1 un 2 abi atrodas @gs” diagoriles (skat. 5.m.).
Apltkosim tabulas ata ritinas (skat. 6.1m.). Ritina ar mazko no Siemcetriem skaiiem nelis
iekrasota, jo visos virzienos irakla fitina, ku@ ierakstts lielaks skaitlis. Btad \&l vismaz vienaitina
ir neiek@sota un kopjais iek@asoto ntinu skaits nefrsniedz 7.

X X
1 1
2 X|2]|X
5. Zzm. 6. Zim. 9. Zzm. 10. 2m.

2) pieiadisim, ka iekdsotas ir vismaz Sitinas.

Aplikosim ¢etras fitinas, kas atrodas tabulaasa malu vidi (skat. 7. am. iek@asots fitinas). Tas pa
pariem veidocetrasisas diagoales. Tatad vismaz divas namn ir iekrasotas. Aplkosim visus ftis
iesfEjamos variantus:

a) visastetras vidusitinas ir iekasotas (skat. 7.1m.). Bet tad jbut iekrasotai vismaz & vienai
ratipai uz gaiis diagoales. Lidz ar to kopjais iekiasoto mtinu skaits ir vismaz 5.

b) iekrasotas fis vidus fitinas (skat. 8.1m.). Aplikosim fitinas, kas atmétas ar ,x”. Katém
divam ,x” ratinam ir kopigs viens itinu virziens (aug§a rinda, abas gas diagonles). Katé no Siem
virzieniem pbat kadai iekasotai ntinai. Ar vienas #itinas iekisoSanu nevar ,nosegt’ visusistr
virzienus uzreiz. atad kogjais iekiasoto atinu skaits ir vismaz 3+2=5.

c) iekrasotas ir divas viduditinas (skat. 9.1m.). Ta ka tas ,nosedz” visasetrasisas diagoales,
tad &m jabut kadas rindas vai kolonnas p&gm ratinam. Ta ka vairak neviena 3nu malu vidusittina
nav iekésota, tad vidja kolonra jabut iekrasotai cenfalajai ritinai (skat. 10. un.). Tas noung, ka \&l
pa vienai iekisotai ftinai jabat tabulas audg$a un apak§a rinda un koggjais iekiasoto fitinu skaits ir
vismaz 5.

Tatad iekasoto atinu skaits irvismaz 5 un ne vairak par 7. 11., 12. un 13.1m. skat. pierérus
katram no gagumiem.

11.3. Izvelésimies vienu trijgira malu (piem.,BC) un caur mednu AD, BE un CF krustpunktuM
novilksim tai paradlu taisni, kas maladB un AC krusto attietgi punktosG unH (skat. 14. #n.).
A
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Trijstira AGH laukums irg no trijstira ABC laukuma (seko no Talesa teoras un mednuipagbas).

Tatad cetrstira BGHC un trijstira AGH laukumu attietba ir 5:4. Pierdisim, ka § af ir lielaka
iesgEjama trijstira ddu laukumu attieba. Aplikosim, kas notiek, ja taistdH pagriez ap punktiy,

legustot taisniJK. Tad Sak = Sacn — Skmn + Sema- NovelkamHL ||AB (L O JK). £ZKHL=£BAC, tapec
S>>0, Svp=Sun pec paimes (ml): GM=MH (AM ir AGAH medina), £GMJ=£ZLMH un

£MGJ=£MHL. Tatad, neatkagi no punktald izvéles, Soms> Sukn. Aplukosim cetrstira BJKC un

trijstara AJK laukumu attigbu:

See - Seerc ~ Sems + Swk < Seerc - § .

SA.]K SAGH + SGM.] - SMKH SAGH 4
Bridi, kad J punkts ,sasniegsB (vai K ,sasniegs”C), abu d& laukumi liis vieradi (medina dala
trijstari vienlielas ddas), t.i., So laukumu attiglza ks 1.

+ —
Analogi pieada, kaSsyw > Sekw, tapec Saxc — Seec * Sam =S, Seec =1. Tatad1< Saxc < §
SA.]K SABE - SBJM.] + SEKM ABE AJK 4

11.4. leverosim, kaa, ir augosa skadi virkne un visi s loceli ir lielaki vai vieradi ar 5.
a, =aa,.a,_ +4
(@)’ =aa,..a, a, +4a
(@)’ -4a +4=aa,.a _,a +4
(an - 2)2 =y
Taka a, —2> 0 visam n vertibam, varam vilkt kvaditsakni no abm vieradojuma pusm.
a,-2=./a,, jeba, -./a,, =2 visiemn>1.
Atliek parbaudt gadjumu, kan=1:a;=5,a=5+4=9,a, —\/a_2 =5-4/9=2. Tatad sakaba ir
speka visiemn> 1.

11.5. Otrais splétajs vienner var uzvagt. Lai to paaktu, pec katra pirna sgelétaja gajiena vinsS nogriez
sev sektoru, kas ir simetrisks tikko nogrieztajanmmp sgelctaja sektoram atti@ba pret ripka centru.
Tada veida otrais splétajs vienner vars veikt gjienu, jo, ja pirmais spetajs sev vakja nogriezt
kadu sektoru, tad pirms ya dhjiena Sis sektors @ nebija nogriezts un attiggi tam simetriskais

sektors arnebija nogriezts (i&rojam, ka sektora laukums nav iik$ par%, tapec simetriski sektori
nerarklajas). Atliek iewrot tikai to, ka sple noteikti beigsies, jo ar katrwajgenu ripka pieejamais

L 1 o o
laukums samaziis vismaz parlﬁ no pilra rinka laukuma ertibas.
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12.1. Der, piemdram, virknesa, =i+ 2013inb =i.
a, =a =i+2013 b, =b,,,, =1+2013, & —b =2013>2012.

12.2. Apzimesim UOACD =0BCD =a un UABD =0DBX = (skat. 15. A
zim.). Tad JABC =180 - 2.3, D
OBAC =180¢° - UABC -ACB =26 -2a =2(8-a) un
OBDC =180° -IDBA-UABC -[O0DCB =180 - 8- (180°-203) —a =
=f-a. B\ a
Aplikosim divas nika linijas, kas apvilktas attigg trijstariem BDC un X B C
ABC. Abas satur hord8C. Trijstarim BDC apvilktag rinka linija uz 3s 15. 2m.
hordas balss ievilktais lekis BDC. Tatad atbilstod centra leka
lielumam pbat divreiz liekkam parOBDC jeb pbat vieradam ar2(S —a) = UBAC, kas sakit ar ap

trijstarim ABC apvilkias ripka linijas ievilkt lenka, kas balas uz hordBC, lielumu.
Tatad ap trijsiiri BDC apvilkias rinka linijas centrs atradies uz ap trijsiri ABC apvilkias rinka linijas.

12.3. Acimredzot ¥rtibasn = 1 unn =2 neder par vi@agojuma sakém, apéc apskatm gadjumu kad

n> 3. Vieradojuma labg&j pus ir n— 1 saskadimie, kuri visi nav maaki par 1 {%} =0 katram
n+i

i=1, 2, ..., 2012)apec Saj gadjuma

BHQ}._Z[g}““...ﬂ:[g}n_z.

Tapec n= B} +n-2,jeb 2> E} No pedejas nevieadibas seko, kag <3 un @pec n < 5. Tapec

3<n<5. Aarbaude #da, ka der &rtibasn = 4 unn = 5.

12.4. a) nav iespjams.
Apltkosim laukuma apakgis malasitinas (skat. 16.1m.)

Al n2|n4 C | n7

nl|n3| B ns | n6

16. 2m. 17nz.
leverosim, ka neviena sta ritina nevar bt iekrasota (jo katrai noam ir tikai divas kaimau ritinas).
Pienemsim, kaittinas nl iekiso& kaiminu ratina ir A (ja iz\lctos apak§as rindas blakusitinu, tad
talakie spriedumi btu simetriski jattiecina uz kreiso malu). A ir tikaitsr kaimiu ritinas — tad &s
visas ir neiekisotas un arn2 ir neiekiasota (itad A ir n2 iekdso& kaimipu ratipa un n3 ir
neiekasota). Viefiga n3 kaimiu ritina, kas var it iekrasota, ir B un, atad, neiekisotas ir arn4 un
n5. n6 nevar iit iekrasota, jo tad n51idu divi iekrasoti kaimhi. N6 iekasol kaiminu ritina var kit
tikai C. n7 nevar it iekrasota, jo tai ir tikai Gis kaimii, no kuriem vienaittina jau ir iekasota. lidz
ar to esam ieguvusi siciju, ka apak§a laba stira fitina nevar bt nedz iekfisota (tad n6 iitu divi
iekrasoti kaimii), nedz neiekasota (jo tad tai nav ieksota kaimiu ritina). Tatad &ds kiasojums nav
iesfEjams.
b) ir ies@jams. Pieraram, skat., 17.1m.

http://nms.lu.lv 5 2012. gada 8. marts



Is atrisinajumi L atvijas 62. matematikas olimpiade

12.5. Novilksim dotajam mkim pieskari un projegsim uz &S uzZméto rinku
diametrus, kas pawi novilktajai piekarei (piem., skat., 18ima.). So diametru
projekciju garumi ir vieadi ar attieggo diametru garumiem. Visu unzeto rinku
diametru projekcijas atrodas nogmezAB iekSpus. Ta ka nogrieaa AB garums
ir 1, bet visu uzimeto ripku diametru kopjais garums (unatad ar projekciju i\
kopejais garums) liedks nek 8, tad uz nogriaia AB his kads punkts, kas pieder: i™\& .
vairak neka 8, t.i., vismaz 9, niku diametru projekcim (pre€ja gadjuma katrs A B
nogriezaa AB punkts pieder ne vak ka 8 diametru projekcim, tatad to kopgjais 18. 2m.
garums nefrsniedz 8). Caur So punktu velkot taisni perpenidikuAB, ta krustos vismaz dewus
uzZimgtos rinkus.
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