Isi atrisinajumi Latvijas 63. matematikas olimpiade 3. posms

9.1.

Viegli pamanit, ka a = 1. Lai summas simtu cipars bttu 0, tad b =9 vai b = 8. b = 9 neder, jo tad
summa veidotos parnesums no desmitu pozicijas un simtu pozicija biitu cipars, kas lielaks neka 0.
Tatad b = 8.

18cd +18c+18+1=2013 jeb 1800+10c+d +180+c+18+1=2013 = 1999+11c+d = 2013
= 1lc+d =14, tatadc=1und =3, jeb abcd =1813.

9.2.

Ievérosim, ka ZBOC = ~ZBOD +60° =60°+ £ZAOC
(skat. 1. zim.). Tapeéc «BOD = ~/ZAOC. Lidz ar to
ABOD =AAOC péc pazimes mim: BO=AQO,
/BOD = ZAOC un DO =CO. Bet tad BD = AC, jo
vienados trijstiros pret vienadiem lenkiem atrodas
vienadas malas. Lidzigi secinam, ka ari DF =CE un
FB = EA, tapeéc AACE = ABDF pé&c pazimes mmm.

9.3.

2-1+1

Aplukojam virknes pirmos loceklus: a, =1, a, =1, a, = [

a. :|:2-7+5}+4:10' a, =[2'10+7:l+4:13’ a, :{M}+4=16
3 3 3

Var ieverot, ka visiem i >4 a,=3i —5. Pieradisim to ar matematisko indukciju.

Baze. a, =3-4-5=7 un a, =3-5-5=10.

Induktivais pienémums. Pienemsim, ka visiem k < n ir speka a, =3k —5.

Induktiva pareja. Pieradisim, ka art a,=3n-5.

2 :{Z-an_l +an_2}r4:{2~(3(n—1)—5)+3(n—2)—5}r4:{2-(3n—8)+3n—11}r4:

}+4=5, a, =

3 3

={9”_27}+4=3n—9+4=3n—5

Apgalvojums pieradits.
Tatad a,,,; =3-2013—-5=6034.

9.4.

Ja pienemam, ka komanda—zaudg@taja izcinijusi a uzvaras, tad komanda—uzvarétaja izcinijusi a + 1
uzvaru. Kopgjais punktu skaits komandai-zaudétajai ir a(n+3)+(a+1)n=2an+3a+n, bet
komandai—uzvarétajai (a+1)(n+3)+an=2an+3a+n+3.

Pieradisim, ka komanda—uzvarétaja nevar&ja izcinit 92 punktus. Ja ta tomér batu bijis, tad

89-3a ir naturals skaitlis. Ta ka
2a+1

n>1, tad pielaujamas a veribas ir 1 <a < 17. Aplikosim skaititdja un saucg€ja vertibu katrai no
Stm vertibam:

2an+3a+n+3=92 jeb eksiste tads naturals skaitlis a, ka n =
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Isi atrisinajumi Latvijas 63. matematikas olimpiade 3. posms
a 112 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10]11|12/13|14|15|16|17
89-3a |86 |83|80|77|74|71|68|65|62|59|56|53|50|47|44|41|38
2a+l |3 |5 |7 |9 [11]13|15|17|19|21|23|25|27|29|31|33|35
Ka redzams, nevienai no pielaujamajam a veértibam dalas vértiba nav naturals skaitlis. Tatad
komanda—uzvarétaja nevar bt ieguvusi 92 punktus.
Parbaudisim, vai komanda—zaud@taja vargja iegit 92 punktus. Tad 2an+3a+n=92 un

92-3a
n=

2a+1
punktus.
Ta ka komanda-uzvarétaja ieguva par 3 punktiem neka komandu-zaudétaja, tad otra komanda
(uzvarétaja) ieguva 95 punktus.

.Jaa=5tadn=7,vai, jaa=8, tad n = 4, tatad, komanda—zaudétaja vargja iegut 92

9.5. a) Atbilde: 8, skat., piem&ram, 2. zZim.
b) Atbilde: 9, skat., pieméram, 3. zZim.

2. Zim. 3. Zim. 4. zim.
Pieradisim, ka nav iesp&jams izvietot 10 figlrinas. Izkrasosim parklajamo figlru ka paradits
4. zim. Tad, lai arT ka tiktu ievietota figiirina, ta parklas tiesi vienu iekrasoto rutinu. Tatad, ja
varétu izgriezt 10 figiirinas, tas parklatu 10 iekrasotas riitinas, bet ir tikai 9 — pretruna.

10.1. Parveidosim doto vienadojumu:

a+b 1 1 1 ab—2(a+hb) 2 L2
+ === = = (a” +b”)(ab—2(a+b)) = 2ab.
ab a’+b® 2 a’ +b? 2ab ( X ( )
Lai vienadojumam biitu atrisinajums naturalos skaitlos, nepiecieSams, lai ab—2(a+b)>1. Tad
a’+b? <2ab un (a—b)> <0. Tas iesp&jams tikai tad, ja a=Db. Tada gadijuma §+ 212 = %,
a

- - .2 2 1 2121 _ _ . _ . N
tapec a=>5. Bet tada gadijjuma —+— <—+—_—=—<_, tapéc vienadojumam atrisinajuma
a 2a° 5 50 50 2

naturalos skaitlos nav.

10.2. Apzimésim /BAE =«, tad ari Z/BDC =« (ka ievilkti lenki, B
kas balstas uz vienu loku BC) (skat. 5. zim.). Taisnlenka trijStiira
ABE hipotentizas viduspunkts vienlaikus ir §im trijstirim apvilktas
rinka linijas centrs. Tapéc AAFE ir vienadsanu un ZAEF =« .
Z/CEG = ZAEF =« ka krustlenki. No taisnlenka trisstira DEC c EOC A
seko, ka ZDCE =90°—¢. Savukart trijstari CGE
ZCGE =180°- £ZGCE —a =180°-(90° — ) —a =90°, k.b.j. G

5 zim.

10.3. f(x) = (x* = X)(x* —x—110) = ((x? — x—55) +55)(x* — X —55) —55) = (x? — x—55) —3025.
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Isi atrisinajumi Latvijas 63. matematikas olimpiade 3. posms

Visam x vertibam (x* —x-55) >0, tatad f(x)>-3025. Ta ka kvadratvienadojuma
x*> —x—55=0 diskriminats D = (-1)* —4-1-(-55) = 221> 0, tad eksisté tada reala X vértiba, ka
(x2 —x—55)° = x? —x—55=0, tatad mazaka iespegjama f(x) vertiba ir -3025.

10.4. Apskatisim Fibonaci virknes loceklu atlikumus, dalot ar 3. Tad iegtistam virkni
1,1,2,0,2,2,1,0,1,1, 2, ...
Atlikumu virkne ir periodiska (periods ir pasvitrots). Tatad virkné ir bezgaligi daudz skaitlu, kas
ir dod atlikumu 2, dalot ar 3.
Tacu naturala skait]a kvadrats, dalot ar 3, var dot atlikumu tikai O vai 1:
jan=3k =>n*=9%*=3-3k*+0
jan=3k+1=n*>=9k*+6k+1=3-(3k*+2k)+1
jan=3k+2=n%=9k*+12k +4=3-(3k* +4k +1) +1
Tatad Fibonaci virkng ir bezgaligi daudz skaitlu (tie, kas dod atlikumu 2, dalot ar 3), kas nav
naturala skait]a kvadrats.

10.5. Skirosim divus gadijumus:
1) Skaitli n un m abi ir nepara. Saja gadijuma 2. spélétajs vienmér var veikt griezumu, kas ir
simetrisks 1. sp€létaja pedéjam griezumam attieciba pret lapas centru (skat., piem., 6. zim.).
Tapec Saja gadijuma uzvar 2. spéléta;s.
1. 1.

2.

6. Zim. 7. Zim.
2) Vismaz viens no skaitliem n un m ir para. Tad 1. spélétajs sakuma veic visgarako iesp&jamo
griezumu pa vidu mala ar para garumu (skat. 7. zim.). Talak 1. sp&létajs var pielietot 1) punkta 2.
spelétaja simetrisko strat€giju. Tapéc $aja gadijuma uzvar 1. spelétajs.

11.1. Piepemsim pret§jo, ka $ada n vértiba tomér eksiste. Tad n’+4n+16=36k jeb
(n+2)* +12=36k . Ta ka vienadibas laba puse dalas ar 12 un 12 dalas ar 12, tad ari (n+2)?

jadalas ar 12. Lai (n+2)? dalitos ar 12, skaitlim (n + 2) ir jadalas ar 6. Savukart, ja (n + 2) dalas
ar 6, tad (n+2)? dalas ar 36. Tatad ieglistam sakaribu 36m+12 =36k, kur k un m ir naturali
skaitli. Tadu tadas k un m vértibas neeksisté, tatad nav tadu n vértibu, ka n® +4n+16 dalas ar 36.

112. Ta ka ABC ir vienadsanu trijstaris, tad A
ZACB = ZABC =40° (skat. 8. zim.). Ta ka BD ir
bisektrise, tad ZABD =20° un LADB =60°.

Atliksim punktu F, kas simetrisks punktam A pret taisni
BD. Tad trijstari ABD un FBD ir vienadi (simetriski pret
taisni BD), tapec to atbilstosie elementi ir vienadi: :
AD=DF, /BDA = /BDF =60°, B g am.  F C
/BAD = /BFD =100°. T

/FDC =180° - ZADB — /BDF =60° un «DFC =180°—- /BFD =80°.
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Konstrugsim trijstarim DFC simetrisku trijstiri DEC pret taisni DC. So trijstiri atbilstosie
elementi ir vienadi: ZCDE = ZCDF =60°, «DEC =/DFC =80°, £ECD = /FCD =40°,
DE=DF. Ta ka /BDE = #/BDF + ZFDC + ZCDE =180°, tad punkti B, D un E atrodas uz
vienas taisnes. Ta ka /BEC = Z/BCE =80°, tad trijstiiris BEC ir vienadsanu un BE=BC. Bet
BC=BE=BD+DE=BD+DF=BD+AD, k.b.j.

11.3. Apzim@sim taisnstiira paral€lskaldna Skautnu garumus ar a, b, un ¢ (tas ir art dota vienadojuma

saknes). Tad doto vienadojumu var parrakstit forma (x—a)(x—b)(x—c)=0. Atverot iekavas,
iegiistam (X —a)(x—b)(x—c) = x*> —x*(a+b+c) + x(ab+ac+bc) —abc.
Ievérosim, ka dotaja vienadojuma koeficients pie x ir vienads ar pusi no taisnstiira paral€lskaldna
pilnas virsmas laukuma, tatad pilnas virsmas laukums ir 2-623=1246 cm®. Savukart taisnstiira
paral€lskaldna tilpums ir vienads ar abc, kas ir vienadojuma brivais loceklis ar pretéjo zimi, tatad
paralélskaldna tilpums ir 2860 cm?.

11.4. a) Atbilde: ja, noteikti. Ta ka abiem kvadratiem ir centrs sakrft, F
tiem abiem ir kopigs tajos ievilktais rinkis, kura radiusa garums 4 L — \ g
ir 20 cm (skat. 9. zim.). Rinka laukums ir
4007 cm? > 400-314 cm? = =1256cm?* >1250cm?. ECS
b) Atbilde: ja, noteikti. Ja kvadrati nesakrit, tad arpus kopigas \L
dalas veidojas astoni vienadi taisnlepka trijsturi AJS, JFK, BKL,
LMG, CMN, PHN, DPR un ERS. Kvadratu kopiga dala bus
mazaka iesp€ama, ja So trijstiru laukums bis lielakais
iespgjamais. Apzimgjot AJ=JF=x un FK=KB=Y, \
ieglistam, ka N
AB:40:x+y+m = 40—(x+y):m = H 9. zZIm.

20—x

40—x

1600—80(x + y) + x> +2xy + y* = x? + y*> = y = 40.

N _ . . X - -
Tatad, nepiecieSams atrast tadu X vertibu, lai Xy = 40X - vertiba biitu maksimala. Ne X, ne y

vertiba nevar parsniegt pusi no kvadrata malas garuma, t.i., 20 cm.

40x 20~ x =40 x+20+ 800 = 40{60+ X—40+ 800 j =2400+40 x-40+ 800 .
_ —40 -40 x—40
Apzimgjot Xx—40=—p (p>0), no sakaribam starp aritm&tisko un geometrisko vidgjo iegust
a a
P+ =2 (-p)—~ =+a.
(=p) (=p)

Izmantojot So sakaribu, iegiistam, ka maksimala Xy vértiba ir tad, ja 40—x=+/800 jeb

x=40-20v2. Tatad mazakais iespgjamais  kvadratu kopigas dalas laukums ir
1600— 2xy =1600— 2(2400—80- 20+/2) = 3200v/2 — 3200 = 3200(~/2 —1) > 3200- (1,41-1) =
=3200-0,41=1312>1300(cm?).

11.5. a) Ar matematisko indukciju pamatosim, ka ir vismaz divas pilsétas, no kuram no katras iziet
tiesi viens cels.
Ja n=2, tad apgalvojums ir acimredzami patiess (starp divam pils€tam var biit uzbuvets tikai
viens cels, kas savieno §s pilsétas).
Pienemsim, ka vajadzigais ir pamatots pie n < K pilsétam un pamatosim to ari K pilsétu gadijuma,
k> 3. Patvaligi izv€l€simies vienu celu, pienemsim, ka tas savieno pilsétas A un B. ,,Nodzgsisim”
(pienemsim, ka tas vairs nav izbraucams) celu AB, un visas pils€tas sadalisim divas grupas —
grupa Vi (pils€tas, uz kuram iesp&jams noklit no pilsétas A, ieskaitot pasu A), un grupa Vs
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Isi atrisinajumi Latvijas 63. matematikas olimpiade 3. posms
(pils€tas, uz kuram iesp&jams noklut no B, ieskaitot pasu B). Ievérosim, ka katra pilséta ietilpst
tiesi viena no grupam: ja biitu tada pilséta C, kura iesp&jams nokliit gan no A, gan B, tad sakotngji
valsti Alfa no pilsétas A uz B varétu noklat vairak neka viena veida (uz B no A varétu noklat gan
pa celu AB, gan pa celiem, kas savieno A ar C un C ar B) — pretruna. Vismaz viena no grupam
(pienemsim, ka ta ir Vi) ir vismaz divas pilsétas; tas nozimé, ka, saskana ar induktivo hipotézi,
taja ir vismaz divas pilsétas, no kuram no katras iziet tiesi viens celS. Ja neviena no $Im pilsétam
nav A, tad vajadzigais ir pamatots (arT sakotn&ji no katras STm pilsétam iziet tikai viens cels).
Apskatam gadijumu, kad viena no $im pilsétam ir A (otru pilsétu apzimésim ar X). Ir divas

iespéjas:
e Grupa V; ietilpst tikai pilséta B. Tad sakotngji no pilsétam X un B no katras izgaja tiesi viens
cels.

e Grupa V; ietilpst vismaz divas pils€tas. Tad, saskana ar induktivo hipotézi, grupa V, var atrast
divas pilsétas, no kuram no katras iziet tiesi viens celS. Viena no §tm pilsétam, apzimesim to ar
Y, nav B. Tad sakotngji no pilsétam X un Y no katras izgaja tiesi viens cels.
Lidz ar to ir pamatota induktiva pareja un apgalvojums ir pieradits.
b) Ar matematisko indukciju paradisim, ka katrai no pilsétam var pieskirt vértibu -1 vai 1 ta, lai
jebkuru divu pilsétu, kuras ir savienotas ar celu, vértibas buitu pret&jas. Ja n = 2, tad apgalvojums
acimredzami ir patiess. Pienemsim, ka vajadzigais ir pieradits, ja n =k un pamatosim, ka tas ir
patiess ari, ja n = k + 1. Izvélamies jebkuru pils€tu A, no kuras iziet tiesi viens cel$ (pienemsim, ka
Sis cel§ iet uz pilsétu B). Aplikosim visu pilsétu (neskaitot A) un visu celu (neskaitot celu AB)
veidoto sisttmu. Saskana ar induktivo hipotézi, §Tm Kk pilsétam var pieskirt vértibas 1 un -1
vajadzigaja veida. Tad pilsétai A pieskir vértibu —v, kur v ir pilsétas B vértiba. Induktiva pareja
izdarfta.
Ja pilsétam ir pieskirtas vertibas aprakstitaja veida, tad apzimesim ar m to pilsétu skaitu, kuram
vértiba ir 1, bet ar | — to pilsétu skaitu, kuram vértiba ir -1. Ja m <, tad visam pilsétam, kuram
vertiba ir 1, piekarto para numurus; ja | <m, tad para numurus piekarto pilsétam, kuru vértiba ir
-1. Pargjam pilsétam atlikuSos numurus piekarto patvaligi.
Ta ka katram divam ar celu savienotam pilsétam ir pretgjas vertibas, tad no jebkuram divam ar
celu savienotam pilsétam vismaz vienai ir piekartots para numurs. Tacu tad So pilsétu numuru
reizindjums ir para skaitlis.

12.1. Apzimésim NM krustpunktus ar malam AB un AC
attiecigi ar K un L (skat. 10. zim.).
Ta ka N un M ir attiecigo loku viduspunkti, tad lenki, kas
balstas uz vienadiem lokiem, ir vienadi:
ZABN = ZCBN = ZCMN =« un
ZACM = /BCM = /BNM = S3.
Trijstira BKN virsotnes K argjais lenkis ir
ZAKL = ZKBN + ZKNB = a + /3, bet trijstiira CLN
virsotnes L argjais lenkis
/ALK = ZCML + ZLCM = a + S . Tatad trijstar1 AKL divi
lenki ir vienadi, tap&c trijstiris AKL ir vienadsanu. P&c
konstrukcijas AD ir trijstaru ABC un AKL bisektrise (D ir
bisektrisu CM un BN krustpunkts). Bet vienadsanu trijsttira
bisektrise, kas vilkta pret pamatu, vienlaikus ir arT augstums.
Tatad AD_LKL jeb ADLMN, k.b.j.
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12.2. Sareizinot abus vienadojumus, iegastam sinxsiny +sin xcosx+cosysiny+cosycosx:%.
e : A 1. 1. 9
Parveidojot iegiita vienadojuma kreiso pusi iegtstam cos(X —y) + Esm 2X +§sm 2y = r

Acimredzami, ka pedgja vienadojuma kreisa puse neparsniedz 1+%+%:2, tapec Sim

vienadojumam un Iidz ar to arT sakotn&jai sist€mai atrisinajuma nav.

12.3. leverosim, ka nevienam veselam n >0 nevar bat, ka f(n) =0 — pretgja gadijuma no vienadibas
0=f(n)-(f(n+1)—2)=4n”> -1 sekotu, ka 4n®> =1, tatu veseliem n $ada vienadiba nevar

izpildities.
Tad doto sakaribu drikstam parveidot forma
4n® -1
fn+) =2+ 1
() =2+ ®

levietojot n = 0, iegtstam vienadibu f (1) = 2—%. Ta ka gan f(0), gan f(2) ir veseli skaitli,
tad f(0) var bat vai nu 1, vai -1, citu iespgju nav.
Apskatisim abos gadijumus.

1) Ja f(0)=-1, tad iegistam f (1) =2 _il = 3. Izmantojot (1), varam pakapeniski aprékinat

f(2)=2+%_1=2+1=3; f@=2+247L 5. 5.7
f(4)=2+4'9_1:2+5=7; f(5):2+4'16_1:2+9=11;
f(6)=2+4'25_1=2+9=11; f(7)=2+4'36_1=2+13:15.

Rodas hipotéze, ka saja gadijuma

£(n) ={ LM () =20+ (D)™

2n+1,n=2m+1 : '
Ar matematisko indukciju pieradisim, ka patiesam visiem naturaliem n f(n) =2n+(-1)"".
Indukcijas baze jau ir pamatota.
Pienemsim, ka f (k) = 2k + (=1)**'. Tada gadijuma, atbilstosi vienadibai (1),
4k* -1 _oy (2K + (=DM (2k — (=D ™)
f (k) 2k + (1)

Induktiva pareja izdarita.

f(k+)=2+ =2+ 2k — (-1)** = 2(K +1) + (-1 o

2)Ja f(0) =1, tad ieglistam f (1) =2 —% =1. Izmantojot (1), varam pakapeniski aprékinat

f(2)=2+%‘1:2+3:5; f@)=2+2471 5,3 5.
fay=2+2971 5.7 9. fE) =2+ 21571 5. 7 0.
f(6):2+4'25_1:2+11:13; f(7)=2+4'36_1:2+11:13.

Rodas hipotéze, ka Saja gadijuma

=t ML= )= 2n+ (1)
= =2n+(-1)".
2n—1,n:2m+1J
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Lidzigi ka ieprieks€ja gadijuma, ar matematisko indukciju pieradisim, ka patiesam visiem
naturaliem n f(n) =2n+(-1)".

Indukcijas baze jau ir pamatota.
Pienemsim, ka f (k) = 2k + (=1)*. Tada gadijuma, atbilstosi vienadibai (1),
4k? -1 94 (2k + (D)) (2k - (-D*)
f (k) 2k + (-1)"

Induktiva pareja izdarita.

Tatad vienigas funkcijas, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir f(n)=2n+(-1)"" un

f(n)=2n+(-1".

f(k+)=2+ =2+2K — (-D* = 2(k +1) + (-1)***

2
12.4. Parveidosim doto vienadibu forma d? +d; = ( j .Taka ir naturals skaitlis, tas arT ir

34y 3Yy

skaitla n dalitajs. Apliikojot vienadojumu Xx* +y? = z2x* + y* = z* péc modula 3, ieglistam, ka
viens no skaitliem X, y, z dalas ar 3 (naturala skaitla kvadrats péc modula 3 var bt kongruents
tikai ar 0 vai 1). Aplikojot vienadojumu Xx* +y* =z* péc modula 8, redzam, ka viens no
skaitliem X, Yy, z dalas ar 4 (naturala skaitla kvadrats p&c modula 8 var biit kongruents tikai ar 0, 1
vai 4).

Tatad skaitlim n mazakie dalitaji ir 1, 2, 3 un 4, ti, d, =1, d, =2, d, =3, d, =4 un

n? =d,’d,>(d2 +d2)=32.4%(32 +4?) =32 .4% .52 = (3-4.5)2 =60° = n = 60.

12.5. a) Atbilde: nevar.

Aizstajam burtu a ar ciparu 1, burtu b — ar ciparu 2, burtu ¢ — ar ciparu 3. Tatad sakotngji uz
tafeles uzrakstita virkne atbilst skaitlim 1221 un jaiegust skaitli 121. Iev€rosim, ka atlautas
darbibas atbilst $adam darbibam ar skaitliem:

a) uz tafeles uzrakstitaja skaitli var patvaligi mainit ciparu kartibu;

b) ja skaitla pedgjie divi cipari ir 12, tad tos var nodzgst;

C) ciparus 21 var aizstat ar 112233;

d) ciparus 223 var aizstat ar 1;

e) drikst izsvitrot tris vienadus p&c kartas uzrakstitus ciparus.
Ieverosim, ka uz tafeles uzrakstita skaitla ciparu summa, veicot $0S gajienus,

a) nemainas;

b) samazinas par 3;

C) palielinas par 9;

d) samazinas par 6;

e) samazinas par 3 (ja nodz€sti tris vieninieki), 6 (ja nodzgsti tris divnieki) vai 9 (ja nodzesti
tris trijnieki).
Sakotngji uz tafeles uzrakstits skaitlis 1221, kur§ dalas ar 3 un kura ciparu summa dalas ar 3.
Veicot aprakstitos gajienus, ieglita skaitla ciparu summa vienmér dalisies ar tris, kas nozimé, ka
gajienu rezultata var iegut tikai skaitlus, kuri dalas ar 3. Tacu skaitlis 121 nedalas ar 3, tatad ar
aprakstitajiem gajieniem t0 nevar iegiit no skaitla 1221. Tatad arT virkni aba nevar iegiit no
virknes abba ar aprakstito gajienu palidzibu.
b) Atbilde: var, pieméram, aabbcabaab — aaaaabbbbc — aabbbbc — aabba — abaab — aba.
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