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Latvijas 69. matematikas olimpiades 2. posma uzdevumi un atrisinajumi
9.-12. klase

b? - _. 4a?+7b?
= 12. Kada var bt — *

Atrisinajums. Parveidojot doto izteiksmi, ieglistam
4a? — 7b%* = 12ab
4a? — 12ab + 9b? = 16b?
(2a — 3b)? = (4b)?
2a—3b = =14b

- . . - 4a?- —
9.1. Realus skaitJus a un b saista sakariba 2 vértiba?

Apskatam katru gadijumu.
1. Ja2a—3b=4bjeb2a=7buna =%b,tad

4a® +7b* (7b)*+7-b> 49b* + 7b?
ab 7. T 7.,
fb b 7b

=56 2—8 2=16
= - = =

2. Ja2a—3b =—4bjebb = —2a,tad

4a* +7b* 4a®+7(-2a)’> 4a®+28a® 32
ab —2a? - =222 -2

_ L 4a?+7b?
Tatad izteiksmes

vértiba irvainu 16 (jaa = 72—b), vai —16 (jab = —2a).
Piezime. Sakaribu starp a un b var iegt ari, dotas vienadibas kreisas puses izteiksmes skaititaja katru saskaitamo
izdalot ar ab, apszéjot% = X un atrisinot ieglto vienadojumu 4% — 73 =12 jeb4x — % =12.

9.2. Uz trijstira ABC malam AC un BC attiecigi atlikti punkti M un N. Nogriezni AN un BM krustojas punkta P.
Aprékinat trijstira ABC laukumu, ja S(AMP) = S(BNP) =8 un S(NMP) = 4.
Atrisinajums. levérojam, ka S(MAN) = S(NBM) = 8 + 4 = 12 (skat. 1. att.) un Siem trijstGriem ir kopiga mala
MN, tapéc augstumi, kas no virsotném A un B novilkti pret o malu MN, ir vienadi jeb punkti A un B atrodas
vienada attaluma no nogriezna MN. Tatad MN||AB. Apskatam attiecibu

1
S(MNP) 7 MP-hyp

PNB) 1

MN _MP 4 1
levérojot, ka hyp = hgp, ieglstam Fo 33

Trijstlri MPN un BPA ir lidzigi péc pazimes ¢4, jO <IMPN = IBPA ka krustlenki
IMNA = «NAB ka iekséjie Skérslenki pie paralélam taisnéem MN un AB. Tad

2
SMPN) _ (E) = l, no k3 izriet, ka S(BPA) = 4 -4 = 16. Esam ieguvusi, ka
S(BPA) BP 4

S(AMNB) =4 +8-2 + 16 = 36.

2 2
Ta ki MN|[AB, tad AMCN~AACB un SHCD = (MN)" = (3)7 jep
S(ACB) AB
S(ACB)-36
S(ACB)

= i. Izsakam trijstira ACB laukumu:
4-S(ACB) —4-36 = S(ACB)
3-S(ACB) =4-36
S(ACB) = 48
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9.3.

9.4.

9.5.

Vai naturala skaitla kvadrata ciparu summa var bat a) 19, b) 2019?

Atrisinajums. a) Ja, var, pieméram, 172 = 289 un2 + 8 + 9 = 19.

Piezime. Ta ka 19 = 1 (mod 9), tad jameklé skaitli, kuru kvadrats ir kongruents ar 1 (mod 9), tatad pasi skaitli
ir +1 (mod 9). Der ari skaitli 26, 28, 37, 44, 53, 62, 64, 73, 82, 89, 91, utt.

b) N&, nevar. Naturala skaitla n kvadrata ciparu summa 2019 dalas ar 3, tatad ari n? dalas ar 3. Ta ka naturala
skaitla kvadrats dalas ar 3, tad ari pats skaitlis n dalas ar 3, bet tada gadijuma n? ir jadalas ar 9. Bet skaitla n?
ciparu summa ir 2019, kas nedalas ar 9 nedalas, tatad 2019 nevar bt naturala skaitla kvadrata ciparu summa.
Sakotnéji katra kvadrata 5 X 5 r{itina atradas tiesi viena skudra. Tad katra skudra parvietojas uz kadu blakus
ratinu (tas ir, uz ratinu, kam ar eso3o ir kopiga mala). Kads tagad ir a) mazakais; b) lielakais iespéjamais tukso
ratinu skaits?

Atrisinajums. a) Mazakais iesp&jamais tukso ritinu skaits ir 1. lekrasojam doto kvadratu ka Saha galdinu (skat.
2.att.). Tad ir 13 melnas un 12 baltas ratinas. Tas 13 skudras, kas atrodas 13 melnajas ratinas, ir parvietojusas
uz baltajam ratinam. Ta ka balto rdtinu skaits ir 12, tad vismaz viena ratina nonaks vairak neka viena skudra.
Tatad vismaz viena ritina paliks tuksa. Skat., pieméram, 2.att., kur skudra no augséjas kreisas ratinas parvietojas
bultinas noraditaja virziena, bet paréjas skudras ar biezaku liniju izceltajos divu rdtinu laukumos samainas
vietam.

b) Lielakais iesp&jamais tukso ratinu skaits ir 16. Viens no sadiem parvietojumiem paradits 4. att.

Pamatosim, ka 16 ir lielakais iesp&jamais tukso ratinu skaits. Skudras, kas atrodas 3. att. iekrasotajas ritinas péc
parvietoSanas uz blakus ratinam atkal kopa aiznems 9 ritinas, jo nekadas divas no Sim skudram nevar nonakt
viena un taja pasa ritina. Tatad var palikt ne vairak ka 25 — 9 = 16 tuksas ratinas.

- ook
ﬁ;
-
=

¢
>l

Ld AJ Ed AJ +A
| M _#V%

2.att. 3. att. 4. att.

Hokeja turnira piedalijas 16 komandas. Katra komanda ar katru citu spéléja tieSi vienu reizi; neizskirtu nav.
Apzimésim katras komandas uzvaru un zaudéjumu skaitu attiecigi ar x; uny; ,i = 1; 2; ...; 16. Pieradt, ka
x? 4 x3+.. . +xio = yi+yit...tyd
Atrisinajums. Ta ka turnira piedalijas 16 komandas un katra komanda spél&ja ar katru citu, tad katra komanda
ir piedalijusies tieSi 15 spélés.
Ta ka komanda jebkura spélé vai nu uzvaréja, vai zaudéja (neizskirtu nav), tad skaidrs, ka i-tas komandas uzvaru
skaitu var izteikt ar zaudéjumu skaitu, tas ir, x; = 15 — y;. Tad
xP x5+ x5 = (A5 —y)* + (15— y)2 + -+ (15— y16)* =

= (225 — 30y, + y2) + -+ (225 — 30y,6 + y5) =

=16-225-30" (1 +y2 + -+ ¥16) + OF +¥i+... +¥is)
Pavisam kopa tika izspélétas %15 = 120 spéles, tapéc zaudéjumu kopskaits y; + y, + -+ + y14 = 120. Lidz ar
to 16:-225—-30-(y; +y, + -+ y16) =16-225—-30-120=0, no ka izriet prasitais, tas ir,
X%+ x5+... +xi = yE +yi+.. +yh

10.1.

Pieradit, ka visus naturalos skait|us, kas lielaki neka 100, var izteikt ka pirmskaitla un salikta skaitla summul!
Atrisinajums. Visus para skait|us, kas lielaki neka 100, var izteikt ka summu (2 + p), kur p ir para skaitlis, kas

lielaks neka 100, tatad p ir salikts skaitlis. Visus nepara skait]us, kas lielaki neka 100, var izteikt ka summu
(3 + p), kur p ir para skaitlis, kas lielaks neka 98, tatad p ir salikts skaitlis. Saskaitamie 2 un attiecigi 3 ir
pirmskaitli.

Piezime. Minéta 1pasiba ir spéka visiem naturaliem skaitliem, kas lielaki neka 5.
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10.2.

10.3.

Izliekta Cetrstira ABCD diagonale AC ir lenka A bisektrise, AC = AD un «B = 90°. Trijstari ADC novilkts
augstums DH. Pieradit, ka taisne BH sadala nogriezni CD uz pusém!
Atrisinajums. Taisnes BH krustpunktu ar CD apziméjam ar P (skat. 5. att.). Tatad japierada, ka CP = PD.
Apziméjam <BAC = «CAD = 2a (jo AC ir lenka A bisektrise). Ta ka trijstaris AHD ir taisnlenka, tad

<ADH = 90° — 2«
Ta ka péc dota AC = AD, tad trijstaris CAD ir vienadsanu un

180° — 2«
JACD = <ADC = — = 90° — «a
Aprékinam
XHDP = ¥ADC — <ADH =90° —a — (90° — 2a) = «

Taisnlenka trijstiri ABC un AHD ir vienadi péc pazimes hf, jo AC = AD un ¥BAC = ¥HAD. Tatad AB = AH

ka atbilstosas malas vienados trijsturos. Lidz ar to trijstlris BAH ir vienadsanu un

180° — 2a
<ABH = ¥BHA = — = 90° —

levérojam, ka «CHP = «BHA = 90° — «a (krustlenki) un <PHD = 90° — <CHP = 90° — (90° — a) = «.

Ta ka «HDP = «PHD = a, tad trijstlris HPD ir vienadsanu un HP = PD. Ta ka <ACD = <BHA = 90° — «a,
tad trijstlris HPC ir vienadsanu un HP = CP. Lidz ar to CP = PD.

5. att.

Pieradit, ka nevienai naturalai n vértibai izteiksmes 13™ + 7™ 4+ 2019 vértiba nav naturala skaitla kvadrats!
Atrisinajums. levérojam, ka naturalu skaitlin, dalot ar 3, var iegtt atlikumu 0, 1 vai 2, un atrodam, kadu atlikumu
var iegit, ja n? dala ar 3:

e jan =0 (mod 3),tad n? = 02 = 0 (mod 3);

e jan =1 (mod3),tadn? = 12 = 1 (mod 3);

e jan =2 (mod3),tadn? =22 =4=1(mod 3).
Tatad naturala skait)a kvadratu, dalot ar 3, var iegit atlikumu 0 vai 1.
Apskatot doto izteiksmi péc modula 3, iegistam 13" + 7" + 2019 =1"+ 1"+ 0 =1+ 1 = 2 (mod 3). Tatad
dota izteiksme, dalot ar 3, dod atlikumu 2, tatad ta nevar bt naturala skaitla kvadrats.
Piezime. Uzdevumu var atrisinat art aplikojot izteiksmi péc jebkura skaitla 3 daudzkartna modula, tas ir,
6,9, 12 utt.
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10.4. Komisijair 7 cilvéki. lerodoties uz sédi, dazi no viniem sarokojas. Kads ir mazakais iesp&jamais sarokosanos skaits,
lai no katriem trim komisijas locekliem varétu atrast divus, kas sava starpa sarokojusies?

Atrisinajums. Mazakais iespéjamais sarokosanos skaits ir 9, skat., pieméram, 6. att. kur komisijas locekl|i ir
attéloti ar punktiem, bet sarokosanas — ar liniju starp atbilstoSajiem punktiem. TieSam, no jebkuriem 3 punktiem
divi atrodas viena dala, un tie ir sava starpa savienoti.

A

N e e

6. att. 7. att.

Pieradisim, ka mazak sarokosanos (jeb lniju) nevar bat. Pienemsim, ka ir novilktas 8 lnijas. Tad ir 16 Iniju gali.
Taka7-3 = 21> 16, tad irtads punkts A, no kura iziet ne vairak ka 2 linijas. Apskatam iesp&jamos gadijumus.

1)

2)

No punkta A neiziet neviena linija. Tad, lai no katriem trim punktiem vismaz divi bltu savienoti, visiem
citiem punktiem jab{t pa pariem savienotiem, bet tada gadijuma liniju skaitsir 6 - 5 : 2 = 15 (pretruna).
Punkts A ir savienots ar tieSi vienu citu punktu B. Tad, lai no katriem trim punktiem vismaz divi bGtu
savienoti, paréjiem pieciem punktiem jabit pa pariem savienotiem — citadi, izvéloties, pieméram, punktu
A un divus citus nesavienotos punktus, ieglisim tris punktus, no kuriem nekadi divi nav savienoti. Tacu tada
gadijuma Iiniju skaitsir 1 +5-4 : 2 = 11 (pretruna).

Punkts A ir savienots ar tiesi diviem citiem punktiem B un C, tas, ir no A iziet divas linijas (skat. 7. att.). Bet
tad A nav savienots ar 4 atlikusajiem punktiem. Visiem Siem punktiem jabGt pa pariem savienotiem — citadi,
izvéloties punktu A un divus citus nesavienotos punktus, ieglsim tris punktus, no kuriem nekadi divi nav
savienoti. Tacu tad jau kopa ir novilktas 2 + 4 - 3 : 2 = 8 [inijas, tatad citu liniju vairs nav. Saja gadijuma var
atrast tris tadus punktus, ka nekadi divi no tiem nav savienoti, pieméram, izvéloties punktus B, C un vél
kadu citu punktu (ne A).

10.5. Dots, ka 0 <a; <a; << a9 UN aq +az + -+ aqgeo = 1. Pieradit, ja n ir naturals skaitlis un

1<n<1000,tad

a1+a2+"'+an < 1
— 1000°

Atrisinajums. Pieradisim, ka pien = 1; 2; ...; 999 ir spéka nevienadiba

a1+a2+~--+an<a1+a2+---+an+an+1

n n+1

Reizinot abas nevienadibas puses ar n(n + 1) > 0 un veicot ekvivalentus parveidojumus, ieglstam

m+1D(a; +a; +--+ay) <n((a; +a; +--+ay) +ansq)
n(a;+a,+-+ay)+ (@ +a,++ay,) <n(a; +a; +--+ay) +n-ay4q
a,+a,+-+a, <n-ap4q

Pédeja nevienadiba ir patiesa, jo 0 < a; < a; < -+ < Aqp90-

- = QG taz+ta
Ta ka 1 2 1000

= , tad ieglstam, ka
1000 1000
a1+a2+---+an<a1+a2+---+an+an+1 1

n n+1 — 1000

11.1.

Kada valsti ir 100 pilsétas. Starp dazam no tam organizéti avioreisi. Starp katram divam pilsétam ir augstakais
viens reiss. Katrs reiss savieno tikai 2 pilsétas, pa celam nenolaiZoties citas. Katrs reiss ,darbojas” abos virzienos.

Reisus organizé 90 aviokompanijas, katra aviokompanija organizé tiesi 30 reisus. Ja kompanija organizé reisu
starp kadam divam pilsétam (apzimésim tas ar A un B), tad tai ir biroji gan pilséta A, gan pilséta B. Pieradtt, ka ir
tada pilséta, kura ir vismaz 9 biroji!

Atrisinajums. Pamatosim, ka katrai aviokompanijai ir vismaz 9 biroji. Ja kadai kompanijai bltu ne vairak ka 8
biroji, tad ta varétu noorganizét ne vairak ka 28 reisus, jo no 8 elementiem var izveidot ne vairak ka
8 -7 :2 = 28 parus. Tatad katrai kompanijai ir vismaz 9 biroji, un biroju kopskaits ir vismaz 9 - 90 = 810. Ja
katra no 100 pilsétam batu ne vairak ka 8 biroji, tad kopa butu ne vairak ka 8- 100 = 800 biroji, bet biroju
kopskaits ir vismaz 810. Tatad ir tada pilséta, kura ir vismaz 9 biroji.

Piezime. Risinajuma izmantots Dirihlé princips.
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11.2.

11.3.

Ap Cetrstiri ABCD apvilkta rinka linija. Taisne, kas ir paraléla BC un iet caur D, krusto nogriezni AC punkta M.
Taisne, kas ir paraléla AB un iet caur punktu D, krusto nogriezni AC punkta N. Pieradit, ka rinka linijas, kas
apvilktas ap trijstiriem AMD un DNC, pieskaras viena otrai!

Atrisinajums. Novelkam nogriezni BD (skat. 8. att.). levérojam, ka <DAC = «<DBC ka ievilktie lenki, kas balstas
uz viena un ta pasa loka. Ta ka DE||BC, tad «DBC = <BDM ka ieksg&jie skérslenki pie paralélam taisném. Lidz
arto <DAC = <BDM.

Pamatosim, ka ap AMD apvilkta rinka lTnija pieskaras taisnei BD. Ar O apzimé&jam trijstirim AMD apvilktas rinka
[inijas centru (skat. 9. att.). Ja «DAC = ¥BDM = «, tad <MOD = 2a ka atbilstoSais centra lenkis. Ta ka

trijstaris MOD ir vienadsanu, tad <0DM = 222 — 90° — . Lidz ar to <ODB = 90° — a + a = 90°. T4 ka
radiuss OD ir perpendikulars taisnei BD, tad BD ir pieskare.

Lidzigi ieglistam, ka ap trijstari DNC apvilkta rinka linija pieskaras taisnei BD. Tatad esam pieradijusi, ka abas
rinka linijas pieskaras viena otrai punkta D.

8. att.

Pieradit, ka nevienai naturalai n vértibai izteiksmes 13™ + 10™ + 7™ 4+ 3™ vértiba nav naturala skaitla kvadrats!
Atrisinajums. levérojam, ka naturalu skaitli n, dalot ar 4, var iegit atlikumu 0, 1, 2 vai 3, un atrodam, kadu
atlikumu var iegit, ja n? dala ar 4:

o jan =0 (mod4),tadn? =02 = 0 (mod 4);

o jan=1(mod4),tadn? =12 =1 (mod 4);

o jan =2 (mod4),tadn? =22 =4 =0 (mod 4);

o jan =3 (mod4), tadn? =32 =9 =1 (mod4).
Tatad naturala skait)a kvadratu, dalot ar 4, var iegit atlikumu 0 vai 1.
Apskatot doto izteiksmi péc modula 4, ieglstam 13" + 10" + 7" + 3" = 1" + 2" + (—1)" + (—1)" (mod 4).
Jan=1, tad 134+ 10+ 7+ 3 =33, kas nav naturala skaitla kvadrats. Ja n ir lielaks neka 1, tad
2™ = 0 (mod 4), un $kirojam divus gadijumus:

o jairparaskaitlis,tad 1" + 2" + (=1)"+ (-1)" =140+ 1+ 1 = 3 (mod 4);

o janirneparaskaitlis, tad 1" + 2"+ (-1)"+ (-1)" =14+0—-1—-1= —1 = 3 (mod 4).
Tatad dota izteiksme, dalot ar 4, dod atlikumu 3, tatad ta nevar bat naturala skaitla kvadrats.
Piezime. legut pretrunu var arl apskatot doto izteiksmi péc modula 9. Jan = 1, tad atlikums, dalot ar 9, ir 6, ja
nir lielaks neka 1, tad atlikums, dalot ar 9, ir 3, bet naturalu skait|u kvadratu vértibas péc modula 9 var bat tikai
0,1,4vai7.
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11.4.

11.5.

Naturalu skaitlu virknes pirmie divi locek|i ir a; un a,, turklat a, > a,. Katru nakamo virknes locekli, sakot ar
treSo, aprékina péc formulas a; = a;_4 + a;_,. Kadai lielakajai indeksa i vertibai a; var bat vienads ar 100a,?
Atrisinajums. Pamatosim, ka lielaka iespéjama indeksa i vértiba ir 11.
Apziméjam a, = a4 + p, kur p > 0. Vispariga veida izteiksim dazus nakamos virknes locek|us:
az=a,+a; =2a,+p
a,=az+a,=2a;+p+a,+p=3a; +2p

as =5a; +3p
as = 8a, + 5p
a; = 13a; + 8p

ag = 2la, + 13p
aq9 = 34a, + 21p
aio = 55a, + 34p
a;1 = 89a, + 55p
aqp; = 144a, + 89p
levérojam, ka a;; > 100a,. Tatadi < 11.Jaa; = 5una, = 6, tad
a;; = 89a, +55p =895+ 55 =4454+55 =500 = 100a,
Piezime. Lai atrastu a, un a, vértibas, jaatrisina vienadojums 89a; + 55p = 100a;.
Koordinatu plakné doti a) 8; b) 9 punkti, katram no tiem koordinatas ir veseli skaitli. Zinams, ka nekadi tris punkti
neatrodas uz vienas taisnes. Vai noteikti var atrast tadus tris punktus, ka trijstrim ar virsotném Sajos punktos
medianu krustpunkta koordinatas ari ir veseli skait/i?
Atrisinajums. Pamatosim, ka trijstra ar virsotném A(x,, v4), B(xg, yg) un C(x¢,yc) medianu krustpunkta M
koordinatas ir (xAH;BMC; yA+y33+yC).

Izmantojot punkta B un C koordinatas, aprékinam malas BC viduspunkta D (skat. 10. att.) koordinatas, ieglistam
xp+Xc . YB+Yc a5 _ (*Btxc . . YBtYc _ s15AM _ 2
D (—2 ST ).Tad AD = ( > ; Xa; = yA).TZa ka T EREL tad2
— —_— Xp + X¢ — 2X +Yc —
AM=—AD=(B c A;YB Ve YA)
. 3 3 3
Izmantojot vektora AM koordinatas un punkta A koordinatas, nosakam punkta M koordinatas:
Xpt+Xxc—2x4 Yp+Yc—2ys . xXatxXptxc yatyptyc
M ( 3 3 + yA) jeb M ( 3 3 )
Tatad trijstarim, kura koordinatas ir veseli skaitli (x4; v4), (xg; ¥g) un (x¢c; yc) medianu krustpunkta
koordinatas ir veseli skaitli tad un tikai tad, ja (x4 + x5 + x¢) un (y4 + yg + yc) dalas ar 3.

+xA;

yB [T T T T T TR PR

)

yp + Yo
2

YD

rp Ip+ o To
2

10. att.

a) N&, ne noteikti. Pieméram nekadiem tris no Siem astoniem punktiem (3;0), (0;3), (6;1), (0;4),
(1;0),(4;3),(4;1) un (1;7) nav spéka, ka (x4 + x5 +x¢) un (y4 +yg +yc) dalas ar 3, jo So punktu
koordinatas péc modula 3 ir (0; 0), (0; 1), (1; 0) un (1; 1) (katra vértiba divas reizes), redzams, ka, summéjot 3
no Siem, nevar iegit ne summu (0; 0), ne (0; 3), ne (3; 0), ne (3; 3).
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b) J3, noteikti. Apskatot patvaliga punkta koordinatas péc modula 3, var ieglt 9 dazadus gadijumus (skat.
11. att.).

(0;0) | (1;0) | (2,0)

((RORNCHORNCINY)

0;2) | (1;2) | (Z2)
11. att.

Katru no dotajiem 9 punktiem “ievietosim” atbilstoSaja ratina. Ja kada ritina ir ievietoti tris punkti, tad tos varam

nemt par trijstira virsotném. Ja nav tadas ratinas, kura ir ievietoti vismaz 3 punkti, tad katra ratina ir ievietoti

ne vairak ka 2 punkti. Ta ka kopa ir 9 punkti, tad ir aizpilditas vismaz 5 ratinas. Pietiek apskatit situaciju, kad ir

aizpilditas 5 ratinas. Apskatisim iespéjamos gadijumus:

o jairtadarinda, kolonna vai diagonale, kura visas ratinas ir aizpilditas, tad izvélamies pa vienam punktam no
katras Sis rindas (kolonnas vai diagonales) ritinas — tie ir mekléta trijstdra virsotnes;

o ja nav ne tada rinda, ne kolonna, kura visas ratinas ir aizpilditas, tad ir tiesi divas tadas rindas, kuras ir pa
divam aizpilditam rdtinam un tiesi viena rinda, kura ir aizpildita viena ritina, tas pats attiecas ari uz kolonnam.

o Apskatam gadijumu, kad ir tada aizpildita ratina, kas ir vieniga aizpildita ratina gan rinda, gan kolonna.
Apziméjam taja ievietota punkta koordinatas péc modula 3 ar (a;; b;). Paréjo cetru punktu koordinatas
ir (ay; by), (ay; b3), (as; by), (as; bs), kur a;, b; € {0, 1, 2}, turklat visi a; ir atskirigi un visi b; ir atskirigi.
Tad par trijstdra virsotném izvélamies tadus tris punktus, laia; + a, +az; =0+ 1+ 2 = 0 (mod 3) un
art by + b, + b3 =0+ 1+ 2 = 0(mod 3). Pieméram, var izvéléties punktus, kuru koordinatas péc
modula 3 ir (as; by), (az; by), (as; bz).

o Apskatam gadijumu, kad ir tada ritina, kas ir vieniga aizpildita ritina rinda, bet ne kolonna. Saja ritina
ievietota punkta koordinatas péc modula 3 apzimé&jam ar (a;; b1 ). Tatad noteikti ir cita tada ratina, kas
ir vieniga aizpildita ratina kolonna. Saja ritina ievietota punkta koordinatas péc modula 3 apziméjam ar
(ay; by). Ta ka abas paréjas kolonnas ir pa divam aizpilditam ratinam un nevar bat aizpildita ratina, kura
ievietota punkta koordinatas péc modula 3 ir (a;; b3), tad noteikti ir aizpilditas ratinas, kuras ievietoto
punktu koordinatas péc modula 3 ir (a,; b3) un (as; bs). Tad par trijstlira virsotném izvélamies tadus
tris punktus, laia; +a, +a; =0+ 1+2=0(mod3)unarib; + b, + b3 =0+ 1+ 2 = 0(mod 3).
Pieméram, var izvéléties punktus, kuru koordinatas péc modula 3 ir (ay; by), (az; by), (as; bs).

12.1. Vienadojumam x3 —px + 2019 = 0, kur p — naturals skaitlis, ir tris realas saknes x4,x5,x3. Kada var bt
izteiksmes x3 + x3 + x3 vértiba?
1. atrisinajums. levérojot, ka x1,x,,x3 ir dota vienadojuma saknes, to var parrakstit forma
x3 —px + 2019 = (x — x;)(x — x,)(x — x3) = 0. Grupéjot loceklus, ieglisim $adas sakaribas:
X1 +x, +x3=0
X1Xy + X1X3 + XoX3 =D
X1X,x3 = —2019
Ta ka x4, x5, x5 ir dota vienadojuma saknes, tad iegustam identitates:
x3 —px; +2019=0
x5 —px, +2019 =0
x3 —px3;+2019=0
Saskaitot iegltas tris identitates, ieglstam
3+ x5+ x5 —p(xy +x, +x3)+3-2019 = 0.
Lidzartox3 + x5 +x3 =p(x; +x, +x3) —3:2019 =p-0—3-2019 = —6057.
2. atrisinajums. levérojot, ka xq,Xx,,x3 ir dota vienadojuma saknes, to var parrakstit forma
x3 —px 42019 = (x — x;)(x — x,)(x — x3) = 0. Grupéjot loceklus, ieglisim $adas sakaribas:
X1 +x, +x3=0
X1Xy + X1X3 + X3x3 =D
X1X,x3 = —2019
Izsakam prasito summu:
X343 +x3 = (g +xp +x3)3 —3(xPx, + x5x; + xPx3 + x5x; + X5x3 + X5X5) — 6X1XX5 =
= (x; + x5 +x3)3 = 3(p(x1 + x5 + x3) — 3x;X,x3) — 6x1X,x3 = 3x;X,x3 = 3+ (—2019) = —6057
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12.2. Rinka linija ar centru punkta O novilkta horda AB, kas neiet caur 0. Caur punktu B novilkts perpendikuls pret
AB, kas rinka lniju vélreiz krusto punkta D. Uz loka AB, kuram nepieder D, atziméts $i loka viduspunkts C.
Taisnes AC un DB krustojas punkta E. Pieradit, ka OE?> = OB? + 2 - OB - BE.

1. atrisinajums. Apziméjam OB = OC = R (skat. 12. att.). Ta ka C ir loka AB viduspunkts, tad OC ir nogriezna
AB vidusperpendikuls, kas krusto AB punkta F. Tatad OC||DE. No AO = OD un OC||DE izriet, ka OC ir trijstiira
ADE viduslinija. Tatad ED = 20C = 2R.
Taisnes OF krustpunktus ar rinka ITniju apziméjam ar X un Y. Apskatam starpibu
OE? — 0B? = (OE —R)(OE +R) = EX - EY.

Ta ka péc sekansu Tpasibas EX - EY = EB - ED, tad

OE?—-0B? =EB-ED =EB-2R=2-EB-0B
Lidz ar to esam ieguvusi, ka OE? = OB? + 2 - OB - BE.

12. att.

2. atrisinajums. Novelkam radiusu OC (skat. 13. att.). Ta ka C ir loka AB viduspunkts, tad OC ir nogriezna AB
vidusperpendikuls, kas AB krusto punkta F. Tatad OC||DE. No AO = OD un OC||DE izriet, ka OC ir trijstlra
ADE viduslinija. Tatad
ED = 20C = 208B.
No O velkam perpendikulu OG pret DB. Ta ka trijstlris DOB ie vienadsanu, tad DG = GB un lidz ar to
ED = EB + 2BG.
Tad, izmantojot Pitagora teorému taisnlenka trijstart OGE, pakapeniski ieglistam
OE? = 0G* + EG%;
OE? = 0G%* + (EB + BG)?;
OE? = 0G*+ EB*+2-EB-BG + BG%;
Izmantojot Pitagora teorému taisnlenka trijstiri 0GB, ieglistam, ka 0G? + BG? = OB?, tad
OE? = 0B? + EB? + 2-EB ' BG;
OE? = OB? + EB - (EB + 2BG);
OE? = 0B* + EB - ED;
OE? =0B?+2-EB - OB.

13. att.
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12.3.

12.4.

Pieradit, ka nevienai naturalai n vértibai izteiksmes
4"+ 5+ 6"+ 7+ 8"+ 9" + 10" + 11" + 12" + 13"
vértiba nav naturala skaitla kvadrats!
Atrisinajums. Doto summu apziméjam ar S. Aplikojam katru saskaitdmo un summu S péc modula 8 dazadam n

vértibam.
n 4n 5 6" " 8" 9™ | 10"  11™ 12" | 13" | S
1 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 5
2 0 1 4 1 0 1 4 1 0 1 5
3 0 5 0 7 0 1 0 3 0 5 5
4 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 5

levérojam, ka
e virknes 5™; 7™;11™; 13™ péc modula 8 ir periodiskas ar periodu 2;
e sikot arn = 3, virknes 4™; 6™;8™;9™; 10™; 12™ ir periodiskas ar periodu 1.
Tatad visam n vértibam summas S vértiba péc modula 8 ir vienada ar 5.
Naturalu skaitlu kvadratu vértibas péc modula 8 var bat tikai 0, 1 vai 4:
n(mod8) | 0 1 2 3 4 5 6
n? (mod8) | 0 1 | 4 1 0 1 | 4 1
Tatad dota izteiksme nevar bt naturala skait]a kvadrats.
Doti seSi dazadi iracionali skaitli. Pieradit, ka no tiem var izvéléties 3 skaitlus (apzimésim tos ar x, y, z) ta, ka visi
tris skaitlix + y, x + z, y + z ir iracionali!
Atrisinajums. Dotos seSus iracionalos skaitlus attélosim ar punktiem un savienosim divus punktus ar peléku
nogriezni, ja attiecigo skaitlu summa ir racionals skaitlis, un ar melnu, ja skaitlu summa ir iracionals skaitlis.
Pieradisim, ka eksisté tadi tris punkti, kas visi sava starpa savienoti ar vienas un tas pasas krasas nogriezniem.
Apskatam punktu A. No ta iziet vismaz tris nogriezni, kas ir viena un taja pasa krasa (izmantots Dirihlé princips).
Nezaudéjot visparigumu, varam pienemt, ka nogriezni AM, AN un AK ir peléki (skat. 14. att.). Ja kaut viens no
nogriezniem MN, MK, NK ir peléks, tad ieglstam peléku trijstari; ja tie visi ir melni, tad iegiistam melnu trijstari
MNK.

M
.-\
A. \\ ~
\\ ’]\T
v
A
My
° \tK
[ ]
14. att.

Pieradisim, ka $is trijstliris, kam visas malas ir viena krasa, nav peléks. Jaa+ B8 =c,a+y=bunf +y =aq,

kur a, b, c ir racionali skaitli, tad, saskaitot pirmas divas vienadibas un nemot véra treso vienadibu, ieglistam, ka

c+b—a . - . - . N T - - e T
a=——ir racionals skaitlis (pretruna). Tatad vienkrdsainais trijstiris ir melns un ta virsotnés ierakstitie skait]i

ir meklétie.
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12.5. Atrast
a) vienu tadu naturalu skaitlu pari (a; b),
b) tris tadus naturalu skaitlu parus (a; b), a < b,
ka lielakais skaitlis, ko nevar izteikt forma an + bm, kur m un n ir nenegativi veseli skaitli, ir 2019.
Atrisinajums. a) Pamatosim, ka der, pieméram, skaitlia = 2 un b = 2021.
leglstam izteiksmi 2n + 2021m. Skaitli 2019 nevar izteikt ka So skaitlu summu, jo
2021-1=2021 > 2019;
2021-0=0un 2019 — 0 = 2019, kas nedalas ar 2.
Pamatosim, ka visus skaitlus, kas lielaki neka 2019, var izteikt forma 2n 4+ 2021m. levérojam, ka
o 2020=2-1010+4+ 2021 -0 un visus paréjos skaitlus, kas lielaki neka 2020 un dalas ar 2, ieglistam ka
summu 2+ (1010 + k) + 20210, kur k € N;
o 2021 =2-0+4 2021 -1 un visus par€jos skaitlus, kas lielaki neka 2021 un, dalot ar 2, dod atlikumu 1,
ieglstam ka summu 2 - k + 2021 -1, kur k € N.
b) Pieradisim, ja a un b ir savstarpéji pirmskaitli, tad lielakais skaitlis, ko nevar izteikt ar Siem skaitliem, ir

ab—a—b.

Pienemsim pretéjo, ka ab — b — a var izteikt ka an + bm. Apskatot izteiksmiab —b —a = an + bm
o péc modula a, iegistam —b = bm (mod a) jebm = —1 (mod a),
o pécmodula b, iegistamn = —1 (mod b).

No 81 secinam, kam = a — 1, jo m + 1 dalas ar a un skaitli m un a nav negativi. Tapat secinam, kan > b — 1.
Lidz ar to ieglstam, ka
an+bm=>a(b—-1)+b(a—1)=2ab—a—-b>ab—a—b,
kas noved pie pretrunas.
Tagad pamatosim, ka visus naturalos skaitlus, kas ir lielaki neka ab — b — a, var izteikt forma an + bm. Taka a
un b ir savstarpgji pirmskaitli, tad katram n varam atrast tadus veselus skaitlus x un y, lai ax + by = n. Tas
nozimé, ka visiem veseliem k ir patiess ari a(x + bk) + b(y — ak) = n. Kadam k izteiksme (x + bk) nebis
negativa. Atrodam mazako nenegativo vértibu $ai izteiksmei un apzimésim to ar x" un atbilsto$o vértibu pie b ar
y'. Tatad ax’ + by’ = n, pie tam 0 < x' < b — 1, jo pret&ja gadijuma (x' — b)a + (y' + a)b = n un skaitlis
x' — b bltu mazaks nenegativs skaitlis nekd misu jau mazakais x’. Jan > ab — a — b, tad
by'=n—ax'>ab—a—b—a(b—1)=-b,
no kurienes izriet, ka y' > —1 jeb y’ = 0. Tatad esam atradusi x’,y' = 0, lai ax’ + by’ = n.
Tatad, lai iegltu a un b vértibas, jaatrisina vienadojums ab —a — b = 2019. Vienadojuma abam pusém
pieskaitot 1 un sadalot reizinatajos, ieglistam
(a—1(b—-1)=2020
levérojot, ka 2020 = 2+ 25101, ieglstam

a—1 b-1 a b (a; b)
1 2020 2 2021 | (2;2021)
2 1010 3 1011 Neder, jo nav savstarpéji pirmskaiti
4 505 5 506 = (5;506)
5 404 6 405 Neder, jo nav savstarpéji pirmskaiti
10 202 11 203 | (11;203)
20 101 21 102 Neder, jo nav savstarpéji pirmskaiti

Piezime. Skaitlu pari (2; 2021), (5; 506) un (11; 203) ir vienigie derigie.
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